Mr : Chahed Série Exponentielle 4eme math

Exercice 1 :Donner la bonne réponse pour chacune des questions suivantes :

1
1°/ Leréel x = e 4" est égale A :

—4 ; b) i ; c)4.

2°/ La valeur moyenne de la fonction : x —» xeX" sur [O, \/7] est:

e?-1 . by &2 ; V2(e? - 1)

2 ) ) Zﬁ ) C) € .

3°/ La limite quand x - + de la fonction x — e?* — x2e* est:

+0o0 ; b) 0 ; C) —o.

4°/ Lafonction x » x—1In (HTE) est une primitive sur R de la fonction f définie sur R par :

) =—"= b f() === ) (®) =—=.

5°/ La limite quand x — +oo de la fonction x - = est

0 ; b) -1 ; 0)—3.
6°/ Soit f(x) = (\/E)X alors la fonction dérivée de f est définie sur R par :

F=2(2)" 5 BFE=22(2) ; 9f®=-V2n2(V2

Exercice 2 :

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse :

1°/ L’équation 2*°~* = 1 admet dans R deux solutions .

2°/ Pour toutréel x ona:3* > 2% .

3°/ Ladroite d’équation : y = x est une asymptote oblique\a nage de +oo ala courbe Cy de la fonction f
définie par: f(x) =In (1 + &%) .

4°/ La fonction x - eV* est dérivable sur [

o _ .12 _1 : _
5°/ f(x) = xex — alors xll)r(r)lJr = +oo .

6°/ F(x) = [ In(1 +e~%) dt [alors F’ (ln (g)) 2in
Exercice 3:

e*—1
eX+1 °
Cr désigne la courbe de f dans un repére orthonormé (0,7,7) .

I.  Soit f la fonction définie su )=

de variation de f .

f estimpaire .

uation de la tangente 4 a Cy au point O .

4°/ Calculer l'aire A de la région du plan limité par Cr etles droites d’équations :
x=—lety=0.

Inx

I.  SoitF la fonction définie sur R} par F(x) = fo f@dt .
1°/ Montrer que F est dérivable sur R’ et que pour toutx € R} ona: F'(x) = xzcx_+11) .
2°/ a) Calculer (1), déduire que pour tout x € R} ona F(x) = flx t(t:l) dt .

b) Expliciter F(x) pour tout x € R. Retrouver 4 .




C) Dresser le tableau de variation de F .
Exercice 4:

Partie A

Soit pour tout x € |1, +eo[: £(x) = 1= et g0 = 7

représentatives de f et g dans un repére orthonormé(0,1,7).

. On désigne par (C) et (C") les courbes

1°/ Etudier les variations de f et de g et vérifier que pour tout x € ]—1, +oo[,
g(x) =f(x) - f'(x)
2°/ a) Etudier les positions relatives de (C) et (C’).
b) Tracer (C) et (C").
3°/ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (C) et (C') et les droites d’équations x = 0e
Partie B

On considére ] = folf(t) dt
1°/ Montrer que 1 <] < %.

2°/ soit (Uy) la suite définie par Uy = fol etdt etvVn € IN*,U, = (—1)" [ thet

a) Calculer Uy et U;.

b) ATlaide d’'une intégration par parties, montrer que ¥V n € IN le+(n+1DU,.
3°/ Dans cette partie, on suppose quen € IN*.
On pose S, = Yp_, Uy et R, = (—1)"*? fol t"f(t) dt

a) Vérifier que V t € [0,1], ﬁ =1-t+t2+

b) Endéduireque] =S, +R,.

e
2(n+2) "
d) En déduire que la suite (S,) est conver etdonn limite.

Exercice 5:

¢) Montrer que |[R,| <

Soit la fonction définie par: f(

10/ i éfinition de fest 1 = ]—1In(2); +oo]

(e—)3 . Dresser le tableau de variation de f.
V2eX-1

f dans un repére orthonormé (0; 1; 7).
une bijection de I sur 0 ; 4|, on note g = f~1 Expliciter g(x) pour > 0.
le méme repére.
ction ¢ : x - f(x) — x sur I, montrer que I'équation f(x) = x
e solution. Vérifierque0 <a <1.
fonction définie sur [0 ; g[ par : u(x) = —In(2cos?(x)).

Dresser le tableau de variation de . Résoudre 'équation (x) = In (2) .

5°/  Soit F la fonction définie sur [0 ; g[ par:F(x) = fou(x) f(t) dt.

Montrer que F est dérivable sur [0 ; g[ et calculer F'(x).

Soit D le domaine limité par C¢, 'axe des abscisses et les droite d’équations x = 0 et x = In (2)

Exercice 6 :




I/ Soit f'la fonction définie sur R par: f(x) = e *In(1 + €*) 1) a) Montrer que : X1_i)111Oo fx)=1
b) Vérifier que pour tout x € Ron a: f(x) = xe™ + e *In(1 + e™*) puis calculer X1_i)r):1oo f(x)
2) Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par: h(x) = %er —In(1+x)

Etudier les variations de h et en déduire le signe de h(x)

3) a) Montrer que pour tout x € R on a: f'(x) = e *h(e*)Puis dresser le tableau de variation de f

b) Construire C¢ on précisera la tangente au point d’abscisse 0

e—X
4) a) Vérifier que =
) ) q 1+eX e X+1

b) Calculer l'aire de la partie limiter par C,,x =0,x=1ety =0
11/ Soit (U,) la suite définie sur N par :

Un = Sho-DKE et Ry = (-1 [t

a) Montrer que vVt > 0Oona: % =Y (=DKtk + (—=1)n*? t1+

b) En déduire que Vx >0ona: In(l+x) =Yg (- 1)k o

x(k+1)
Puis que Vx € Rona: In(1+e¥) = ¥B_ (-1 ek+1 +(-1)

a) Montrer alors que : f(x) = YR_o(— 1)k% + (—1)"t1leX e

b) Montrer que : U, + eR, =eln (1+e)

3) Montrer que |R,| < W

— » buis détermine

b) Montrer alors que : 11m U,=eln e

. e . In (x)
Exercice 7 _: Soit g la fonction = Trn 0)2
1) Dresser le tableau de variati

2) Construire Cg la courbe repre
3) Soit G(x) = [* g(®

t
a) Montrer q ivable sur |—1,+o[ et ona:G'(x) = En déduire que : G(x) = fx e

(1+ )2 0 (1+t)2

G(x)—e —1—m

1) Soit gla fonction définie sur R parg(x) = (x — 1)e*+1

Dresser le tableau de variation de g et déduire le signe de g(x)

eX—1
2/ Soit fla fonction définie sur [0, +oo[ par {f(x) T ox six>0

f(0)=1

Pour tout x € ]0,1[ et Pour toutn € N on considére les fonctions
1 k
() = — [ (x—D)"e'dt et S,(X) = Tpo3s

a) Montrer que 0 < I,(x) < = ¢Xb) En déduire 11m

(™




XIl+1

3/ a) Montrer que I,(x) = vy + 1., (%)
b) Montrer par récurrence que I, (x) + S, (x) = e* puis déduire lirJrrlchn x)
n—

*—1-x _ ()

4/ a) Montrer que Pour toutx € ]0,1[ona = = =z T % puis déduire que f est dérivable en 0

b) Dresser le tableau de variation de f et tracer C¢
Exercice 9
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = (x + 1)?e™* et (C) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (o, u;, v)
1.a. Etudier f est tracer (C)
b.Soita@ € ]—1 + oo[ et A(a) l'aire par unité d’aire de la partie du plan limité par (C) et
droites y=0,x = -let=«.
Calculer A (a) puis dterminer sa limite lorsque a tend vers +oo
2.Soitn € N* et f,, la fonction définie sur I = [-1 4+ oo[ par f,,(x) = (x + 1)"e™™
a. Dresser le tableau de variation de f;,

b. En déduire que pour tout x € I on a0 < f;,(x) < n"el™ .Ca lim n

—+400
3.Soit g, la fonction définie sur /] = ]—1 + oo[ par g, (x) = fL
Montrer que pour tout x € Jona g’, (x) = gp(x) — ngn
4. Soit (I,)nen* la suite définie par I, = fol gn(x)dx

a. Montrer que (I,,) est décroissante min

Puis déduire la limite de I,

c. Montrer que pour tout n €

Exercice 10 :

ur tout réel x strictement positif, on a x2f(x) < ﬁ

1

¢. Montrer par récurrence que pour toutn € Nona: 0 <Up < —

d. Montrer que ( U, ) est convergente et donner sa limite.

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, = YR8 ug

. 1 s o
Montrer que pour tout entier naturel nnon nul,onav, = In (u—) puis déduire sa limite
n

II. On considére la fonction F définie sur 'intervalle [0, +oo[ par :

{F(X) = [2 f0dt x>0
F(0) = 21n(2)




1. a Vérifier que pour tout réel x strictement positif, on a f:zxz% = 2In (2)
b En utilisant I'inégalité de la question 2.a, montrer que pour tout réel t strictement positif,
ona —-t<et'-1<0
2.a Montrer que pour tout réel x strictement positif, ona :—3x? < F(x) —2In (2) < 0

b En déduire que F est dérivable a droite de zéro.

3.a Montrer que pour toutréel t > 1, ona f(t) < e~ puis déduire lim F(x)

X—00
4. a Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ puis donner I'expression de F'(x)
b Dresser le tableau de variations de F et tracer sa courbe dans un repere orthonormé.

Exercice 11

X_p—X
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = % et et ¢y sa courbe représentative

1) Dresser le tableau de variation de f
2) a. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle ] que I'on préciser;
b. Expliciter f~'(x) et tracer ¢ et ¢;-1
3) Soit A > 0 et A(A) I'aire de la partie du plan limitée parc; et les droit 8 S respectives

x =0,x =7 ety = 1.Montrer que A(1) = In(2) — 1n(1 + e‘Z)“)

4) Soitx > 0 etn € N" on pose Fy(x) = x et E,(x) = fox[f(t)]n

a. Expliciter F; (x)

b. Montrer que 0 < F,(x) < x[f(n)]™ puis déduire lirP E
n—-+oo

c. Vérifier que pour tout x € Rona f'(x) = 1 — [f(x)]?

k+1
k+ x)]

[f ()1t
5) Soit n € N* on pose S,, =
Exercice 12
Soit f 1a fonction définie sur R pa
(0.7,
1) a. Calculer li % txHer fx)

x) = x et déduire que la droite 4: y = —x est une asymptote a C
ion de f et tracer C
e bijection de R sur un intervalle ] et expliciter f~1(x)
éfinie sur R par g(x) = f:f(t) dt
dérivable sur R et calculer g'(x)

3) Soit F la fonction définie sur R par F(x) =

% six # 0 et F(0) = In(2) et I'sa courbe représentative dans

- -
un repere orthonormé (O, i,j )

a. Montrer que pourtoutt > 0onaln(1+¢t) <t

b. En déduire que pour toutx > 0ona0 < F(x) < 1—Te—’" déduire lirP F(x)
X—+00

c. Montrer que pour tout x € R* ona F(—x) = ’2—6 + F(x)
d. Calculer lim F(x) et montrer que la droite 4:y = — g est une asymptotea I'
X——00

4) a. Al'aide d’une intégration par-




t
£(O) = £(0) + t£'(0) + f (¢ - )f"(@)da
0

b. Montrer que pour toutx € Rona0 < f"(x) <1
c. En déduire que pour toutx > 0ona0 < F(x) — Ln(2) + E < %xz
d. En utilisant 3)c) montrer que I'inégalité présidente reste vraie pour x < 0

e. Montrer alors F est dérivable en 0 et calculer F'(0)

5) a. Montrer que F est dérivable sur R"et que pour tout x € R" ona xF'(x) = f(x) — F(x)

X
-t
te dt

1+e~t

b. Montrer que F pour tout x € R* ona g(x) = xf (x) + f
0

X
-t
c. Montrer que pour tout x € Ron a f 1t:e_t dt=>0
0

e. Dresser le tableau de variation de F et tracer I en précisera la tangente au point d’absciss
Exercice 13

1y -1
Soit fla fonction définie sur [0, +oo[ par {f(x) - (1 + ;) € “six>0 etCsaco
f(0)=0

1. a. Montrer que f est dérivable a droite en 0
b. Dresser le tableau de variation de f

c. Montrer que pour tout x € ]0,4oo[ ona f"(x) = (1-3%)e

d. On déduire que C présente un point d'inflexion et t
2.Soit F la fonction définie sur [0, +oo[ par ]0, +oo[ F(x)

a. Montrer que F est continue sur [0, +oo[
b. Al'aide d'une intégration par partie montrer, €10, +[ ona

1 1 _1 11 1
[letdt=2—xes—['1e7td
x e Xt
c. En déduire 1'expression de F(
les droites d'équation respective x =0, x =1lety =0

1
3.a. Soit n un entier naturel no . I'équation f(x) = e n» admet une unique solution a,
b. Vérifier que — ai +1In (1 +
n
—t<——<1-t+¢?
1+t
x? X2 %3
0,+w[ona—-—<mn(l+x)-x<-+=

5.Soit n un en upérieur ou égal a 4
a. Vérifier que

- < 1puis que a, = \/E En déduire la limite de a,,




