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Exercice 1.

1) Soit g la fonction définie sur R par g(x)= 1 ¢ -— et Cg sa courbe.
+e

a) Dresser le tableau de variations de g et en déduire qu’elle admet une
fonction réciproque g ' définie sur un intervalle J. Expliciter g™'

b) Etudier la position relative de Cg et de sa tangente T au point
d’abscisse 0. Interpréter le résultat obtenu. Construire Cg et C,.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =,/g(x)

a) Dresser le tableau de variation de f
b) Montrer que I’équation f(x) = x admet une solution unique

ae ]ln 2,1[
Soit la suite (un) définie sur N par u, =0 et u,, = f(u,).
a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0 <u, <&
b) En déduire que la suite ( ) est convergente iet.déterminer sa limite.
¢) Soit la suite ( ) définie sur N par~1a valeur moyenne de f sur [u a]

Montrer u, , <v, <c. En,dedulre lim v,

n—+0

Soit h la fonct1on d’éﬁnte sur ]0 l[ Fparh(x)=g~ (x2)

] Smt (0 la.fonctlon deflme surR par go(x) I f (t)di‘ '

“l'

F((;)) —1n(1+f) six=0

Soit F la fonction définie par
F(x) poh(x)  sixe]0,]]

a) Montrer ql_lerl*;;%st derlvable sur b,l[ et déterminer sa fonction dérivée
b) Expliciter F f)our tout x € b,l[.
c¢) Etudier les variations de F a droite en O et tracer sa courbe.

5) Exprimer v, en fonction de u, et

Exercice 2

1

) ) .. g(x)=x—- l+e six <1
1) Soit la fonction g définie sur R par In (x )

g(x) =

six>1

a) Montrer que g est dérivable sur R et determmer sa fonction dérivée.

b) Montrer que Vx <0, x’¢* <1. En déduire que vxe -1, g'(x)>0

c) Dresser le tableau de variations de g et construire sa courbe Cg

d) Soit A >1. Déterminer I’aire A(1) du plan de la partie limitée par Cg, les
droites d’équations x = 1, x = 1 et y = 0. Déterminer zlgflw A(A)
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2) Vn e N *, on définit la fonction fn sur [1, +oo[ [1, + oo [ par

In(x)
£, = ( i
X
Dresser le tableau de variations f,.
On note (un) la suite définie par I’extremum de f.

n+l
a) Calculer f.1¥) | En déduire que i, lzl f, [e 2 J
S ()

b) Montrer alors que «,, < lu

n

¢) Montrer par récurrence que U, < 1 [%J - En déduire 1imuy,
e

nr—>-+oo

Vx & [1,400[ ,on pose ¢ (x)=1— l(z (lnkx) J et j (x)= Z (111 x)

k=0

a) Déterminer (0 (X). En déduire que V x = 1, (p-l}('x) _[f (t)dt

b) Montrer que 0<¢ <(x-1) M Eblla«bdulre Lzm @, (x)

¢) Exprimer hn(x) en fonc§10n de lb (X) En déduire Lzm h, (x)

d) Déterminer ?lor-& *hm(Z + 1 + l,.+?.. + lj
i 1Q_ wr n—+o0 2| . 3!:- & n'
N L <« %

el Y
Exercice 3  \\

-

Soit ne N* et f, la fonction defmle sur R)+oo[ f)ar f,(x)=

X

A) On désigne par C, la cauf‘be (fé f dans un repere orthonormé (O i ])
1) Etudier les. vamatioﬂs Elé f, - Exprimer f '(x)en fonctionde f, (x) et f . (x)
2) Montrer que toutes les courbes C ' passent par un point fixe que I’on précisera.
3) Etudier la position relative de C, et C,. Tracer C, et C,.
4) Dans toute la suite, on prendra n>2.
a) Montrer que f, (2) <2
b) En déduire qu’il existe un unique réel o, €]l,2[ tel que f, (a,) =2
On définie ainsi la suite (an) pour tout 1 > 2
a) Trouver une relation entre f, (x) et f,,(x)
b) En déduire que f (o) =2,

¢) Montrer alors que la suite ( n) est décroissante
a,-In2
6) Montrer que o, =e "
2
7) Montrer que 1<, <e". Calculer lim«,

n—>+o0
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8) Soit A l’aire de la partie du plan limitée par les courbes C, , C, et les droites
d’équations respectives x =1 et x=c,. Montrer que A =2a, —e
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B) Soit F, la fonction définie sur ]0,+oo[ par : F,(x) = J.l ' f,(dt. ne N*

1) Montre que F, est dérivable sur ]0,-+oo[ et donner son sens de variations
2) Dans cette question, x €[1,+o0[ et n e N *

t
e

a) Montrer que pour tout 7 €[l,x], — < f, (1) < ¢’
X

X

b) En déduire que : ¢ :e <F(x)<e' —e
X

¢) Calculer alors hm F,(x) et hm( "(x)j

X—>+0 X

Soit x€]0,1] et ne N *
a) Montrer que pour tout ¢ € [x,1], ! <f,@®
t

b) En déduire que pour tout x €]0,1], F,(x) <Inx
¢) Calculer alors lilg F,(x)

Montrer que F,admet une fonction réciproq"ue' , i

Montrer que F, "est dérivable sur | ,R"‘pf'{'détermmer ( n_l)(O) .
Soit n>2 et ( )la suite deﬁme par u, = F,(In3).

%

: - 1 r
a) Montre,r.guehQ i ", < 3 I= — |. En déduire lim u,
WA n-1{" (In3) « \ %~
. il - "' ."'-\. -
n b")" M'ontrer que u, —n':"-=" ——e¢. En*dedulre 11m(n+1)u

n+l n+l
g ', '-"l.
Ay

Exerclce 4

. . = _:_u.-'-\.ll .\ T 1 nﬂ
A)Soient les suites (vn) et (yvm)-dqﬁmes par: v, =—%nletw, = —.ne N*
L n n!

LB

1) Vérifier que Inw, =—nlnv, et que w, _, =w, (1+l}
b n

2) Soit f la fonction définie pour tout réel x >1 par f(x) = xln(l + l)
X

a) Dresser le tableau de variations de f et en déduire que V x > 1, f(x)>1In2

1
b) Montrer que : (1+ j > 2. En déduire que Vn>6 : w, >2" etque v, < 3
n

3) Déterminer la limite de la suite (un) définie par u, =Ilnw,,, —Inw,

2
4) Montrer que Vx>0 :03x—ln(1+x)£%. En déduire que 0<1-u, szi
n

5) Btablir que V €[0,][ : x <—In(1—x). En déduire que ZGJ <l+lnn

k=1
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. 1 P .
6) Déterminer lim —Inw, . En déduire que limv, =—
n—>+o p n—+0

k

B) Pour toutx > 0, Vp € N, on considere la fonction : ¢, (x) = Z( D= o
k=0
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(x ="
p!
p+l p+l

_ _ _ _ +H
a) Montrer que Ip:+1(x)= Y Ip(x) et % ™= §0p(x)+ (-1)° ST

+1 —x
b) Montrer que @, (x)+ (— 1)” I,(x)=e

1) Pour tout x > 0, on pose Io(x)= one’ 'dt et VpeN*, I ,(0) = J-:e_ ! dt

¢) En déduire queVne N: @, , (x)<e ™ < ¢@,,(x)
a) Montrer que ¢',,, (x) =—¢,(x).
b) En déduire que Vn e N *,¢,, (x)=0admet une solution unique x, .

¢) Dresser alors le tableau de variation de ¢,, et ¢,

x2n

a) Montrer que pour tout ne N*, ¢, (x,) = 2n)!

b) Montrer que (x,)= x2n 1- al et que x2n <1
B o= " 20 & 4 ent=

2n l:
¢) Montrer que (; ) <1 . En déduire que pour td'qt ne N *ix,<n.
n)!

d) Montrer que ¢, ,,(x,)>0. En deql'um;g‘kllll'l'le la suite ( ) est croissante

-'ﬂ. n
4) Montrer que pour tout n e zy ] <% e <2
(2n)!
¥ 1
5) On pose yn = _'; E—-l ll\}dontrer que Vo, i r,;ey“ < 22”

_2n l"'“'.-:,_ i
'&".. ’ W {

3 . !
6) En dédufre que la suite (z )defm'ie par z, = yne I'I;féonverge vers —
A '-'., e

7) Montrer que 1'équation exe* =1 asime}; dans [0, + oo [ une solution unique o
8) En déduire que la suite ynpqnive[gb vers o
Exercice 5. " ,J L&

i
i
- 1

- -
Le plan étant muni _d‘ﬁ repere orthonormé (O, i, j),

1) a) Justifier I’existence de
b) Montrer qu’il existe trois réels a, B, y tels que pour tout réel 7 # —1 et 1

r B y
R W W

¢) En déduire que pour tout réel xe |-11[ f(x)= % ln( 11 + X j .
- X

- >
2) Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative dans (O, i, j)
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3) a) Montrer que pour tout réel x e ]0,+oo[ et k eN', Inx< % —1+1Ink
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k+l

b) En déduire que pour tout entier naturel k € N”, Iln xdx<lInk
1
k—

2

1
n+—
2

¢) Montrer alors que J. In xdx<Inn!

2

d) Montrer que pour tout entier n € N*, Inn!> (n + %) ln(n + %) -n+ %ln 2
4) Soit (un) la suite définie sur N” par :u, =In n!—(n + %) Inn+n

1
a) Montrer que pour tout entier ne N*, u, 5 In2.

b) Vérifier que pour tout entier ne N*, u, —u wit = (2n + 1) f ( 5 ! 1)
] n+

L

¢) En déduire que la suite ( )est convergc‘;'ntq -
. -
I/ Soit la suite ( ) définie sur N par : vo —Jj:gl":rﬁ)‘-%l et Vn €N, =J.x2 1-x zdx
0

~:»¢_:i'

1) Calculer v, LN

2) a) Déterminer l._enls-_#cmb‘l'c des pomts M (x y) tels que y’ N x(l x)= 0
i
i -- s W
b) En d{.duii'lse que v, = Ir;‘:- -". ‘ ﬂ e
3) ‘d;) Montrer que la suite ( )d;st decrmss’ante '&;

b) En déduire qu’elle est convergentt:'l

L

4) a) Montrer que pour $out ;c’n.ntle.[ l!'nlre N,v,.,= nr i v,
n+

n+5 v nrie

n

'.; |'
b)Endédﬁ'm, 1;”Jr2< Yust <1 et que hm( J:
vn

2

5) a) Montrer, par récurrence, que : v, v, =
(m+2)n+3)n+4)

n—>+o0

3
b) Montrer alors que lim [nzvn} =27 .

2 (2".pl)
(2p+1)(2p+3)  (2p)!

6) Montrer que pour tout entier p € N", v, b=

I/ (u, )étant la suite définie dans 1/ 4)

1) Montrer que ¥V n €N, e =
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2) Exprimer ¢” ™" en fonction de p et v, ,-(peN*)

3) Montrer que limu, =Inv27x
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Exercice 6.

Soit f, la fonction définie sur [0,+o0[ par f,(x) = x"e ™ (n étant un entier naturel non
nul). Soit C, la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé. Unité ; 3cm.
A) 1) Pour n > 2, étudier les variations de f,
2) Etudier les variations de f; et construire C,et C;.
3) Soit S, la symétrie axiale d’axe la droite x=n et C', 'image de C, par S,
a) M(x,y) est un point du plan, déterminer les coordonnées de M’=S (M).
b) Montrer que C, est ’ensemble des points M dont les coordonnées x et 'y
vérifient :{ X< 2n . En déduire la construction de C,
y=[f,2n-x)
¢) Pour x <2n,onpose g,k (x)= f, (2n—x). Interpréter géométriquement les

2n n 2n n
intégrales j £.(0dt et j g, (1)dt. En déduire que j f (t)dt = j g, (dt.
n 0

4) pour x €]0,n[ , on pose &, (x)=1In(g, (x))— ln( f, (x))
a) Dresser le tableau de variation &, eten dedu)re son s1gne

b) Montrer que ¥ x 10,7, f, (x)"s gn(x) En déduire j £.(tdt < j £, ()t .

i L
r'" i

B) Pour tout n N )'c b [b+oo[ on pose ,F-(x) If (t)dt =

1) Mpntref*que F est str1ctemeh‘\;rblssante sur [.0 +oo[
2) Démontrer que pour tout x € [O +oo[ , ,c:rr(x) (n + l)F )= f,a(x)

3) En déduire que pour x [0,4-_0_0[':',' En-(x) = n![l - e‘x(
b (N

4) Démontrer que 'iim"'_ﬁ} (gc*)'= n! et que pour tout x €[0,4o0[, F, (x) <n!
A S

a 2n '
5) a) Démontrer que F, (n) + I f,(@)dt <n!.En déduire que 0< F (n) < %

n

1 2 n"
b) Montrer que —e" <1+ — AR A<
2 o2 n!

n—>+0 | n!

2 n
c¢) Utiliser ce qui précede pour déterminer lim{ ! ln(l +— | L n_D
n
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