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Exercice 1 :

Calculer les limites suivantes :
. 2e¥ 42
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xo® gt -3

: lim (2e*-e*+ 1),
X—>+00

2x 1

1 Cox-1 L
Clim 297 im XL ex
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X—>+0 x—0 X
. oxe !
; lim
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I ..

: lime *In(1+e?)

+00

lim e’In(1+e*) lim (e* —x"),
X—>—0 X—>+0
Exercice 2 :
1°) Donner une primitive des fonctions suivantes :

eX

9(x) = 7%

x+1

X )

1+e

f(x)=e*Vl+e*™ ;f(x)= sinxe™.
2)Résoudre I'équation : 5 e* — 13 e -6 = 0.
3)Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oc[ par :
f(X) _eX+1

T ex—1

1) Calculer la dérivée f

2) En déduire le tableau de variation de f
Exercice :3

A)¥nelN*, on note f,(x)

= %, C, sa courbe
1)Etudier les variations de f,, sur IR+

2)Vn>2, étudier la position relative de ¢, et ¢,.1 et
vérifier que le point An(n,f,(n))eCi.1.

3)Construire C; et C..

B)Soit u la suite définie VnelIN* par u,=f,(n)

a)En utilisant les résultats de la partie A, démontrer
que u est décroissante.

b)La suite u est-elle convergente ?.

2)Soit gt)=in(1+t)}t+ , te 0, 1]

a)Etudier les variations de g et
2

montrer que Vte[0, 1] on a: In(1+t)< t -tz

l—
b)En déduire que YneIN*, on a (1+%)”s €

1
3)Démontrer que VneIN*, on a :% <g

En déduire que Vn>2,ona u, < e
. 1.1 1.1
4)Démontrer que In(n)s1+§+3 +"'+n-2+n-1
—1—1ln(n)
5)En déduire que ¥n>2, on a :u,<e

Quelle est la limite de u.

La vie n'est bonne qu’a étudier et i enseigner les mathématiques.

Exercice 4:

Soit la fonction f définie sur IR par f(x)=e™>" —2¢™".
1)Dresser le tableau de variation de f.

2)Soit g la restriction de f a ]—oo;O]

a)Montrer que g réalise une bijection de ]—oo;O]sur un

intervalle | que I'on précisera.
B)Montrer que pour toutx e lon a

g (x)=—In(l +/1+x).

3)On donne ci-dessous la courbe représentative de C '
de g " dans un repére orthonormé.

a)Tracer C la courbe représentative de f.

b)Calculer 'aire de la partie du plan limité par C et les
droites x =-In(2) ; x=0ety=0.

0
c)En déduire la valeur de Iln(l +~1+x)dx.
-1

Exercice 5:
A)Soit g(x)=(x-1)e* +1
1)Etudier les variations de g et construire
sa courbe C dans un r.o.n
2)Etudier la position relative de C et de D :y=x
3)Calculer l'aire de la partie du plan comprise entre C et
D
a _ 2
B/ Soita € IR, onpose | (a) = f%etdt
0

a3

1°)Mque 0<l(a)<e? .

. l(a
en déduire lim Q
a0+ Q

a>0;

3
2°) Mque 0 < |I (a)|£@ sia<0;

déduire lim LG
a—0— a
3°) En calculant I( a ) par une double intégration
2

par partie montrer que : e® = 1+a +% +l(a)

—1+e*

h(x) = , x>0

C/ Soit h la fonction définie par :
h(0)=2

1)Mque h est continue et dérivable en 0.
2)Etudier les variations de h

Inx

3)Soit F(x)= j h(t)dt I, x>1:

Mque F est dérivable sur [1, o[ et calculer F’(x)
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Inx
5)a)Mque Vx>3, on a F(x) > Iztt_ldt

1
b)En déduire lim F(x)
c)Dresser le tableau de variation de F,
Calculer F(e) et déduire le signe de F
xt2-1

——dt

6)Montrer que Vx>1: F(x)= tint

—dt

7)a)Montrer que Vx> 9, F(x) > tI i

2x a1
3 aln(a)

) . . Fx) . ,
c) Déterminer lim Jx_) puis Construire la courbe B de F.

x—>+
Exercice 6 : (6 points)
On a représenté ci-dessous la fonction g définie sur

R\{0} par: g(t) =%e‘t2
On considére la fonction F définie sur R par :
{ F(x) = fXZX g(dt, six #0

F(0) = In(2)

b)M qu’il existe o €[ 5, x ]tel que F(x)>

1) Pour a > 0, interpréter F(a) et F(
En déduire

que F est

paire.

2) a)

Montrer

—a) en terme d'aires.

1
f(x)= 7
1)a)Etudier les variations de f.
b)En déduire que pour tout X >Im/2 ,
0<f(x)<1
c)Tracer la courbe C de f.

2)On considére la fonction définie sur [0 [ par :

g(x)=-In(cosx)
a)Montrer que g est dérivable sur [ 0 [

et calculer g’( x ).

b)Montrer que g admet une fonction réciproque h
définie sur IR+ .Calculer h ( In\/§ ).

c)Montrer que h est dérivable sur ]0, +o [

etqueh’ (x)=f(x).

B)Soit n € IN* et F, la fonction définie sur

X
[IM2, + o par:F, (x)= [ [f(t)]"dt
Im2

T
h(x)- a
b)Déduire I'aire de la partie du plan limitée

1)a)Montrer que F4 (x ) =

par la courbe C de f et les droites d’équations

Im/2

e—2t

1-

y=0,x=1In2 etx=

c)Vérifierquef2(t) = . En déduire F; ( x).

que F est
dérivable
sur ]0, +oof
et que
Fx) =S (1 - ™)
b) En déduire le sens de variation de F sur ]0, od[.
3) a) Montrer que pour tout réel x, e* =1 + x.
b) En déduire que, pour tout réel t > 0,
S—t<g®< <
c¢) Prouver que, pour tout réel x > 0,
In(2) - 37"5 F(x)<In(2)
d) Démontrer que F est continue et dérivable en zéro.
4) a) Montrer que, pour tout réel t=1; e ® < et
b) En déduire que pour tout réel x = 1,
X —2X
F(x)<

e "—e

c) Déterminer la limite de F en +oo.

5) a) Dresser le tableau de variations de la fonction F sur
R.

b) Tracer I'allure de la représentation graphique de F
dans un repére orthonormé, unité graphique 4 cm.
(Ondonne F(0,5) =0,4etF(1)=0,1)

Exercice 7:
A/ Soit f la fonction définie sur ]0, +oo par :

La vie n'est bonne qu’a étudier et i enseigner les mathématiques.

%

e’
2)a)Vérifier que pour tout t > In\/§ ona:
f(t)<2e®
b)En déduire , en utilisant A- 1, que F,(x) s\/§.
c)Déduire que la fonction F , admet une limite finie en
+00,
3)a)Montrer que pour tout t > In\/§, ona:f(t)>e"
b)En déduire que la limite de la fonction F, en +w est
non nulle.
C)On poseu ,, = XI(i®r+n Fn(x)
1)a)Calculer u | et u .
b)Montrer que la suite u est décroissante.

c)Déduire que la suite u est convergente.
2)a)Vérifier que f ™2 () + f" () =-f " (1) . 7 (t)
)

b)En déduire que Fo. (X)+Fn (X) =1n[1- f(x)]

1
c)Montrer alors que U 2+ U, = n

d)Déduire que Iim u,=0
n ®+w

3)Soit v la suite définie sur IN par :

n-1
LN

n
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%L (-vo+In2)
b)En déduire la limite de la suite (v ).

Exercice 8 :

Soit f la fonction définie sur IR parf (x ) =xe™.

A) 1) Etudier et rfpiésenter dans un repere

a)Montrer que U pnip =

orthonormé ( o, i, j ) la fonction f

2) On désigne par A, 'aire de la partie du plan
limitée par la courbe C de f, I'axe des abscisses
et les droites d’équations respectifs x=1 et x=n

Calculer An puis donner lim A,.
n—+oo

2)Montrer que la restriction de f a [0, 1] réalise une
bijection sur un intervalle J que 'on précisera. Soit
C’ la courbe de sa réciproque. Tracer C’ dans le
méme repeére.

Calculer I'aire du domaine limitée par les courbes C

, Cetladroite A:y = -x+1+1—e

1) Soit u la suite définie sur IN* par
1,2 n
Unp = 6 ? + ...+ ?
et k un réel supérieur ou égal a 2
a) Montrer que la suite u est monotone.
b) Montrer que V x € [k,-1, k];
k
f(k) < j f (x)dx <f(k-1)
k-1
c) Prouver alors que :
B+ j £ (x)dx <un<1+_[ £ (x)dx
1
d) En déduire que la suite u est convergente.

B)Soit F la fonction définie sur [1, +oc[ par
2lnx
j £2(t)dt
Inx
1)a)Justifier I'existence de F(x) sur [1, +o[
b)Montrer que F est dérivable sur [1, +« [ et que

F’x)—MELL(S X2 )

2) )Mquer>1 etvte[lnx, 2Inx],

. 2
<[ ()F<

F(x)=

2
ona:

b)Mque v3x21 ;ona: s
%!Inx4! SF(X)S7 Inx

X 3 x2

a) Endéduire lim (F(x))
X—>+00

La vie n'est bonne qu’a étudier et i enseigner les mathématiques.

3) Etudier les variations de F et donner I'allure de sa
courbe T', on précisera la tangente a T au point
d’abscisse 1.( On donne F (2\/§ )~0,11)
Exercice 9:

Pour tout entier n, on considére la suite (u

1

0

n) définie par

e’ +1

e ™ dx

1
1)On pose v, =_[
0

a)Calculer v,

b) Déterminer lim v, puis lim nv,.

n—+wo n—>+wo

2)a)Etablir que pour tout x €[0, 1],on a:
2<1+e*<2¢e"
b) En déduire que pour tout n, on a:

1
g Vm1=th =3

c)Déterminer 11m Un. puis lim nup.

3) On pose S, -Zu etW, = ZV ‘n=1
p=1 p=1
03 <
a)Montrerque 0 » — <—
) q pZ; e
b) Montrer que pour tout entier naturel p 21, on a

T din (p+1)in(p) s%

Vi

c)En déduire que pour toutn=2,0n a:

n

In(n+1) < Zl < 1+In(n)

d) Déduire lim Wn puis lim S,.

Exercice 10:
| — Soit f la fonction définie sur [0,+oo[ par

1
fx) = —e * six>0
X
f(0) =

1)Montrer que f est dérivable en 0 a droite.

2)Montrer que pour tout x >0, f’ (x) =

3° Dresser le tableau de variations de f

4° Tracer la courbe C de f dans un repére orthonormé
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L In«/f
Il - Soit F la fonction ; x > 1; F(x) = jllnx f(t)dt b) Déduire que | g(t)dt=1—§
0

1)a)Mque F est dérivable sur]1, + o] I1°) Pour tout n € IN*, on pose :
et calculer F’ (x). i '

b) En déduire que F(x) = J'e - : . dt l, = }[ (9(x))" dx et l, =In2
x n
2° a) Montrer que pour tout réel t > 1, Int<t— 1 1°)a) Vérifier que pour tout entier naturel non nul n et

our tout réel positif x, on a:

b) En déduire v x < 11, e[ , P P 1 )
n n+2 ' -~ X

(9(x))" +(9(x)) =EU( )(U(x))2 ot U(x)=e** -1

b) Mque alorsque Vv neIN,ona: | +I ,= A

c) Calculer alors la limite de F en 1 & droite. ) o n+2

1 ¢) Montrer que la suite (In )ndN est décroissante et

3° a) Montrer que pour toutx > e, F(x) > — — : ; .

) quep (x) e déterminer sa limite.

b) En déduire que F admet en + oo une limite finie L 2°) Pour toutn € IN*, on pose : U, =1, -1, .

IIl — Soit ¢ la fonction définie par ¢ (x) = LX f(t)dt

1 (e 1
F(x) > — —— dt
) ez-.'X t—1

a) Montrer que Y Uy =l4n.s — |y
k=0
1% Justifier I'existence de ¢ (x) pour tout réel x > 0. p) vrifier que pour tout n € IN,

Un = (In+4 + In+2) - (In+2 + In)
En déduire que U, = ——— 1.
n+4 n+2

c¢) Exprimer alors U, ,, en fonction de n.

2° Vérifier que pour tout x > 0, ¢ (l) =F(e™)
X
3° En déduire que ¢ (0) =L

4° Exprimer en fonction de L I'aire A du domaine
d) Calculer la limite lorsque n tend vers +« de la
1 -1 1
: = - - 1——+———+....
Cdefetlesdroitesy=0,x=0etx=1. somme A= ot e T i3 T an+s

limité par la courbe

Exercice 11 Exercice 12 : (6 points)

1) 1°) Soit g(x) = [e? _4 x>0 Le 'plan est muni dun repére orthonormé (0,1,7) .
9(x) Soit f la fonction définie sur [0, + oo[ par
a) Montrer que lim =—=+wo. f(x) =\1-¢.
) x>0 ) X . 1) 1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
Interpréter graphiqguement le résultat. b) Etudier les variations de f.
b)Dresser le tableau de variation de g. c) Tracer la courbe ¢ de f.

2°) Soit G la fonction définie sur [0;+oo[par : 2) a) Montrer que fadmet une fonction réciproque g
o) définie sur un intervalle J a préciser.
G(x)=g(x)— j‘ dt b) Expliciter g(x) pour tout x de J.
o 1+t2 c) Prouver que I'équation g(x) = x admet une
a)Mque G est dérivable sur ]0;+w[ et que solution unique o sur ] 0, 1[
' etque a €]0.7, 0.8[.
G'(x)=g(x) d)Tracer la courbe ¢’ de g dans le méme repére que f.

b)Montrer alors que pour tout réel strictement positif

X g(x)
x, [attat=gx) - [

3) Calculer le volume V du solide de révolution

e engendré par la rotation de I'arc y autour de 'axe des

¢ odt
a) On admet quej =
0

0 . N
abscisses ou

T

—. = = <x<
e 4 y = {M(x,y) telsquey = f(x) et0 < x < a}.
La vie n'est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.
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Il) Soitn  IN', on considére la fonction F, définie  3)a) Montrer que pour tout x > 0, F(x) = F(3)
X

sur[0, 1[ par: Fy(x) =ff(x)[f(t)]n dt etu, =F,(«)  b) Expliciter F(x) , pour x > 1
c) Dresser le tableau de variation de F puis construire

1) a) M que pour tout nde IN*; 0 < u, < a?*? sa courbe G dans un repére
b) Calculer lim,_, ;. uy orthonormé.
2)Mque F, est dérivable sur [0, 1[ et que Exercice 14( 6,5 points )
, _2xnt1
Fa(x) = 1-x2 . Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O,1,7).
3) a) Montrer que Fpp (X )= Fp(x )= A/ On considére les fonctions fet g définies sur IR
o  _pant2 n+2 par f(x)= xe™® et g(x)= x%*.
b) Déduire que U niz =———+ Un . La courbe Cjreprésentée ci dessous est la
k P . .
c)M alors que pour tout n de IN*, Uz, = a — 2 Zﬂ:l% (rjeep;esentatlon graphique de g . On note C¢ la courbe
k .
d) Calculer alors lim Zﬁﬂﬁ 1)a- Dresser le \l
n-+o 2k l\
Exercice 13 (6 points) tableau de ‘
. . variation de f.
Les courbes ¢ et ¢  données dans le \
. . . b-Montrer que le |
graphique ci contre représentent point I( 2, 2e~2)
dgr)s.un repere orthonorme les fonctionsfetg ot yn po,int AV e RESR TSR
definies sur IR.* par :f(x) = Inx et g(x) = In*x d’inflexion de f. AR nE nur sunx
1) a) Calculer le volume V du solide de c-Etudier la
révolution engendré par la rotation de I'arc y  position relative
autour de I'axe des abscisses. de Cr et C,.
ouy={M(xy)telsquey=f(x)et1 <x<e}. 2)a-Vérifier que
b) Pour x € [1, €], on note M le point de la pour tout reel x on a :
courbe ¢ et N le point de la courbe ¢ f(x) - xf(x)=g(x).
de méme abscisse x. b- Soit a un réel positif et T, la tangente a ¢; au point
d’abscisse a.

Déterminer la valeur de x pour laquelle la distance

MN soit maximale. Montrer que T, coupe (O,7) aupoint N (0, g(a)).

c-En déduire une construction de T,. Tracer alors T,

- e et C¢
| d-Calculer en unité d’aires, I'aire de la partie du plan
" P limitée par C¢ , C, et les droites d’équations

A1 x=0 etx=1.
¢ B/ Soit nun entier naturel non nul, et h définie sur IR
par h(x)=(1-x)e ™ -n.
a- Dresser le tableau de variation de h.
b- Montrer que I'’équation h(x) = 0 admet dans IR une
solution unique a, etque—Inn < a, <0.
a- Montrer que aj, = In (3=22).
b-Sachant que pour tout réel x strictement positif, on a
In x < x—1, prouver que h(-Invn ) <0.
c- Justifier que a, < -% In(n). Déduire , M2 o, et

lim %n
n-+oo

Exercice 15 :( 5 points)
n est un entier naturel non nul.
On considere la fonction numeérique f, définie sur IR

2) Soit F la fonction définie sur IR, par
{F(x) = f(‘)g(x)e“/?dt, six>0

F(0)=2

a) Montrer que F est dérivable sur ]0, +=[ et que
2lnx

pour tout x > 0, F'(x) = Te‘””"'
F()E)))_Dg(dxlljri]rf qL)J(e+p1o)ur toutx €10, 1], ona: par:  f.(x)=x+ %"

c) Etudier la continuité et la dérivabilité de F a On désigne par (¢ ) sa courbe représentative dans un
droite en 0. repére orthonormé ( 0,1, 7))

La vie n'est bonne qu’a étudier et i enseigner les mathématiques.

o * !‘.‘.J yibi” J)‘i aé’ﬂ >
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1) a/ Calculer lim f,(x)
X—>—o

b/ Etudier la branche infinie au voisinage de —oo.

¢/ Montrer que la droite d’équation D : y = x est
une asymptote a la courbe ( ¢, ) au voisinage de
+oo et déterminer la position relative de la courbe
( &) et de la droite D.
2) a/ Donner le tableau de variations de la fonction
fo.

b/ Tracer la courbe ¢; .
3) a/ Montrer que sin > 3 alors %< In(n)

b/ Montrer que sin = 3 alors I'équation f,(x) = 0
posséde exactement deux solutions
Xn €t yn tels que X, < - In(n ) et — <y, <0

c/ Calculer lirP (xq) et lirJrr1 (Vn)

n-+ n-o+

4) Soit g la fonction définie sur IR+ par :
{g(x) =—1—xlnx;x>0

g(0) =-1
a/ Montrer que la fonction g est continue a droite
de 0.

b/ Vérifier que pour tout n > 3 ; g( ;—1) =

o/ En déduire lim (“")

n—+oo

In (n)
Xn

Exarcice 5 (4 points)

Dans la figure ci-conire, le soide de
ravelution (S) 28! obler en faisant toumer

Ia porton de la courbe déquationy = &% x € [1, 2]

aulour de axe (On) .
Le but e cet evercice esi de calculer e volume 1!
de ce solide .

1) Sot Fiafoncion dénesur [1, + par Fix)= [[e'¥at
Virifier que ¥'=nF(Z)
&
2) Soit G la fonction défriesur 1, +<f per Gix}= [ te'at.
a) Monirer que G est dérivable sur [1, +=f etque Glx)=2 Fi).
b) En déduire que pour tout réel x de [1, +af , 2F{x)=G{xj- G(1).
3) a) Montrer que pour tout réel x de [1, +«] , Gix}= I:m-I]e";.

b) Caluler alors ¥

Exercice 17:( 6 points )

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =In (1 +¢e™).

I/ 1) a/ Etudier les variations de f.

La vie n'est bonne qu’a étudier et i enseigner les mathématiques.

b/ Montrer que la courbe C de f admet une asymptote
oblique d’équation : y = - x
2) al Montrer que f réalise une bijection de IR sur un
intervalle J que I'on précisera.
b/ Tracer la courbe C de f et la courbe C’ de f
dans un méme repére orthonormé.

3) a/ Montrer que pour tout réel t positif on a ;
t-S< 1+t < t.

b/ En déduire que pour tout réel xon a :

e~2x

¥ < f(x) < e*

I/ Soit u la suite définie sur IN* par :
ui=1+ 5 et pour tout n non nul, U, = (1+ en%) Up.

1) On pose v la suite définie par v, =1In (u,) pourtoutn
non nul.

a/ Mque pour tout n, non nul v, =f(1) + f(2) + ...+f(n).

b/ Montrer que la suite v est croissante.
2) On définit les suites (S, ) et ( T,) par :

1

Sn=._
e

1 1 1 1 1
+—+ . +—etT == +=+...+
e? en e? et

ezn'
al Déterminer les limites des suites S et T.

b/ Déduire de ce qui précede que pour tout entier n

Th £ vy, < S,.

non nulona: Sn—%

3) a/ Montrer que la suite ( v, ) est convergente.

On note a sa limite.

2e+1

b/ Prouver que 20D

<a SL.
e—1

¢/ Montrer que la suite u est convergente et donner
un encadrement de sa limite.

Exercice 18:( 4 points )

1

Soit F la fonction définie sur IR* par F(x) =fxzx i)

1) Montrer que F est impaire.

2) Pour tout x > 0, on pose g(x) =flxmdt.
a/ Vérifier que F(x) =g(2x)—g(x); pour toutx > 0.
b/ Montrer que g est dérivable sur IR*+ puis calculer

F’(x) pour tout x > 0.
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c/ En Déduire le sens de variations de F sur
10, +oof.
3) a/ Montrer que pour tout x > 0, il existe un réel

c €]x, 2x[tel que F(x) =

_*
In (1+c2)’

b/ Déduire que, pour toutx >0 ;
_x
In (1+4x2)

X

<F(x) < m

c/ Déterminer les limites suivantes :

X ﬂ>m+ooﬂxél '’ X ﬂ>m+ooF(X) ; x"—n;] 0+F(X)'
4) a/ Dresser le tableau de variations de F.
b/ Tracer 'allure de la courbe C de F dans un
repére orthonormé.
(Ondonne F(v2 )= 0.7)

Exercice 19 :(6 points )

A) Soit f la fonction définie sur IR par :
f(x) = (1+eT)2'
On note ¢ la courbe dans un repére orthonormé
(o, f,])du plan ( unité graphique 4cm).
1) Etudier la parité de f.
2) a) Veérifier que pour tout x elIRon a :

’ _ e*¥(1-e*)
f0) = (1+ex)3 ~

b) Dresser la tableau de variation de f puis tracer

Cr.

3) Calculer en cm? I'aire de la partie du plan limitée

par Cr et les droites d’équations :
x=-In2;x=1In2 et y=0.

B) Soit n €IN* et F,, la fonction définie sur
[0, +oo[. par : Fq(x) =[5 (f()"dt.
1) a) Montrer que pour toutt € [0,4+o[ on a:
et <1 +e'<2et puis déduire que :
%e‘t <f(t)<e™t
b) Montrer alors que pour toutn de IN*on a:

—[1—e™] <Fy() S o[1—e™™].

c¢) En déduire que F, admet une limite finie quand

x tend vers + oo que I'on notera u,,
1

x. 1
< -
d) Prouver que Vn € IN I Sup S

La vie n'est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.

2) Calculer F4(x), pour x > 0.

3) a) Montrer que pour tout t [O,+oo[
on a: 2f'(OF; (t) = 4f2(t) — f(t).

b) En déduire que pour toutn € IN*:
2f0 (O (D)F, (t) = 4f1(1) — £ (b).

4) a) Montrer que pour tout n € IN* et pour tout x > 0
ona:
n fo PO (OF; (Ddt = fREF, () — [) £+ (1) dt.
b) Montrer alors que pour tout x >0 et pour tout n de
IN*ona:
2f"(x)F;(x) = (4n + 2)Fp41(x) — nF,(x).
c) En déduire que Vn € IN*ona:
(4n + 2)uy 1= nNuy .
(n—-1)!
21.1.3.5..(2n-1)
b) Déterminer de ce qui précéde lim,,_,

5) a) Montrer que u,, =

(n—1)!(n!)
(2n)!
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