
 

 

Mr : Chahed                         Série  Ln                                                          4eme math 

Exercice 1 :1°/ Exprimer , à l’aide des réels ln (𝑎)  et ln (𝑏) chacun des réels ci-dessous  

a) ln (𝑎2𝑏 ) + 2 ln(𝑎𝑏3) + ln (√𝑎𝑏 )  ,  b)  ln(𝑎√𝑏) − ln (√𝑎𝑏  ) 

2°/  Déterminer le plus petit entier 𝑛 tel que (12)𝑛 ≤ 10−4 

3°/ Résoudre dans ℝ , les équations et les inéquation ci-dessous  

    a) ln(𝑥) + ln(𝑥 − 1) = 2        b)  ln(ln(𝑥)) = 0   c)  (ln (𝑥))2 − 3 ln(𝑥) + 2 = 0 

    d)  ln(𝑥 + 2) − ln (𝑥 − 2) ≤ 0        e)  ln (3𝑥2 ) ≥ 1 

Exercice 2 :Déterminer les limites ci-dessous  

1°/ lim𝑥→+∞ ln(𝑥) − 𝑥        2°/ lim𝑥→+∞ 𝑙𝑛5(𝑥) − x + 1    3°/  lim𝑥→+∞ 1+ln (𝑥)1−ln (𝑥)        
4°/  lim𝑥→0+ 1𝑥2 + ln (𝑥)   5°/ lim𝑥→+∞𝑥 𝑙𝑛(1 + 1𝑥 )     6°/    lim𝑥→+∞  𝑥2ln (𝑥)      7°/    lim𝑥→+∞ln ( 1+𝑥2+𝑥 ) 

Exercice3:  

1°/ Calculer les intégrales ci-dessous ∫ ln (𝑥)𝑥 𝑑𝑥𝑒1   ,    ∫ 𝑥1+𝑥2 𝑑𝑥10   ,    ∫ 𝑥1+𝑥10 𝑑𝑥   , ∫ 1𝑥𝑙𝑛(𝑥)𝑒2𝑒 𝑑𝑥   , ∫ 𝑥+1𝑥   𝑑𝑥21  

2°/ A l’aide d’une intégration par partie calculer les intégrales suivantes :  𝐼 = ∫ ln(𝑥 + 1)  𝑑𝑥𝑒1            ;           𝐽 = ∫ (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1)  𝑑𝑥10   . 

     𝐾 = ∫ ln (𝑥)√𝑥   𝑑𝑥𝑒1           ;           𝐿 = ∫ (ln (𝑥))2  𝑑𝑥𝑒1    . 

Exercice 4 :Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = ln (√𝑥2 + 1 + 𝑥)  

a. Montrer que pour tout 𝑥𝜖ℝ on a :𝑓′(𝑥) = 1√𝑥2+1  𝑒𝑡 𝑓′′(𝑥) = −𝑥√𝑥2+13 

b. Montrer que 𝑓 est impaire et que lim+∞ 𝑓(𝑥)𝑥 = 0 

c. Dresser le tableau de variation de 𝑓 et tracer (𝐶) en préciser  sa tangente  en 𝑂 

d. Calculer l’air de la partie limité par (𝐶) et la droite 𝑦 = 0, 𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝑥 = 1 

2)   Montrer que pour tout  𝑥 > 0 on a :     1 − 𝑥22 ≤  𝑓′(𝑥) ≤ 1 puis que 𝑥 − 16 𝑥3 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥 

            3) Soit 𝐹 la fonction définie sur [0, +∞[ par { 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑡2 𝑑𝑡 𝑠𝑖 𝑥 > 02𝑥𝑥           𝐹(0)      = ln (2)                                
a. En utilisant 2)  Montrer que  ∀  𝑥 > 0 on a : ln(2) − 14 𝑥2 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ ln (2) 

b. Puis déduire que 𝐹 est dérivable à droite en 0 

c. Montrer que ∀ 𝑥 > 0 𝑓(𝑥)4𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑓(2𝑥)𝑥  puis déduire lim𝑥→+∞ 𝐹(𝑥) 

d. Montrer que 𝐹 est dérivable sur ]0, +∞[ et que 𝐹′(𝑥) = 𝑓(2𝑥)−2𝑓(𝑥)2𝑥2  

e. Soit 𝜑 la fonction définie ]0, +∞[ par  (𝑥) = 𝑓(2𝑥) − 2𝑓(𝑥) . Montrer que 𝜑(𝑥) < 0 

f. Dresser le tableau de variation de 𝐹 et tracer sa courbe 

Exercice5Soient 𝑓 et 𝑔 les fonctions définies sur ]0 , +∞[ par : 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥1+𝑥2 et 𝑔(𝑥) = 1 + 𝑥2 − 2𝑥2𝑙𝑛𝑥               

 1/ Etudier les variations de 𝑔 .En déduire que l’équation 𝑔(𝑥) = 0 admet une solution unique 𝛼et que 1,8 < 𝛼 < 2. 

Préciser le signe de 𝑔(𝑥)                                                                                                          

 2/ Vérifier que (𝛼) = 12𝛼2 , puis dresser le tableau de variation da 𝑓 et tracer sa courbe 𝐶                                                                                                                             

 3/ Soit 𝐹 la fonction définie sur ]0 , +∞[ par : 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥1                                                                      

   a) Etudier le signe de 𝐹 ainsi que son sens de variation                                                                                   

     b) Montrer que pour tout 𝑥 > 0 , 𝐹 (1𝑥) = 𝐹(𝑥)                                                                                                         

c) Montrer que pour tout 𝑥 ≥ 1 , 𝑙𝑛𝑥 ≤ √𝑥  puis que (𝑥) ≤ 1𝑥√𝑥 . En déduire que pour 𝑥 ≥ 1,   on a : 𝐹(𝑥) ≤ 2                                                                                                                             

d) Montrer que 𝐹 admet une limiten finie 𝛽 en +∞ et en déduire que lim0+ 𝐹 = 𝛽                                  

 4/ Pour 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥 > 1 on pose 𝐼𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡𝑛𝑙𝑛𝑡𝑑𝑡𝑥1  et soit 𝑢𝑛 = ∑ (−1)𝑘(2𝑘+1)2𝑛𝑘=0                                                    



 

 

  a) Montrer que 𝐼𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛+1𝑙𝑛𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛+1(𝑛+1)2 + 1(𝑛+1)2 .En déduire lim𝑥→0+ 𝐼𝑛(𝑥)                                                

  b) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ et pour > 1 , 
11+𝑥2 = ∑ (−1)𝑘𝑥2𝑘 + (−1)𝑛+1𝑛𝑘=0 𝑥2𝑛+21+𝑥2                             

 c) Montrer que pour tout ∈ ℕ , |𝑢𝑛 − 𝛽| ≤ 1(2𝑛+3)2 . En déduire la limite de 𝑢. 

Exercice 6:1/ Etudier les variations sur ]0 , +∞[ de la fonction 𝑔 définie par 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛 (1 + 1𝑥) − 1 1+𝑥  .En déduire le 

signe de 𝑔(𝑥)                                                                                                                                                                  

 2/ Soit 𝑓 la fonction définie sur [0 , +∞[ par : {𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛 (1 + 1𝑥)   𝑠𝑖 𝑥 > 0𝑓(0) = 0                                              

    a) Etudier la continuité et la dérivabilité de 𝑓en 0.                                                                                               

 b) Dresser le tableau de variation de 𝑓 .En déduire que  ∀𝑥 ≥ 1 , 𝑓(𝑥) ≥ 𝑙𝑛2                                             

   c) Tracer 𝐶𝑓 dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗). Unité :2 𝑐𝑚                                                                            

 d) Calculer en 𝑐𝑚2 l’aire du domaine limité par 𝐶𝑓 et les droites d’équations 𝑥 = 1 ,   𝑥 = 2 et 𝑦 = 1   

4/ On pose : ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑈𝑛 = 𝑛𝑛𝑛!                                                                                                                                   

    a) Montrer que 
𝑈𝑛+1𝑈𝑛 = (1 + 1𝑛)𝑛

                                                                                                                                

   b) Montrer que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ ,   (1 + 1𝑛)𝑛 ≥ 2. En déduire que   ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗   ,   𝑈𝑛 ≥ 2𝑛−1                                    

  c) Calculer lim𝑛→∞ 𝑈𝑛 puis déterminer la limite de la suite 𝑉 définie par 𝑉𝑛 = 𝑙𝑛(𝑈𝑛+1) − 𝑙𝑛(𝑈𝑛) 

Exercice 7:Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) = 1𝑥𝑙𝑛𝑥                                                                                                                 

  1/ Dresser le tableau de variation de 𝑓                                                                                                                  

    2/ Montrer que pour tout  𝑘 ∈ ℕ∗\{1} on a : 
1𝑘𝑙𝑛𝑘 ≥ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑘+1𝑘                                                                                                                                               

3/ On considère les suites définies par 𝐼𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑛+12  et 𝑈𝑛 = ∑ 1𝑘𝑙𝑛𝑘𝑛𝑘=2                                                

     a) Calculer 𝐼𝑛 en fonction de 𝑛                                                                                                                                     

  b) Montrer que pour tout entier 𝑛 ≥ 2 on a :  𝑈𝑛 ≥ 𝐼𝑛   . Déduire que la suite (𝑈𝑛) n’est pas convergente 

Exercice 8:Soit 𝑓 la fonction définie sur ]1𝑒  , +∞[ par 𝑓(𝑥) = 𝑥21+𝑙𝑛𝑥                                                                                   

  1/ Dresser le tableau de variation de  .                                                                                                                   

    2/ En déduire que pour tout réel  𝑥 de  ]1𝑒  , +∞[  ,  𝑓(𝑥) ≥ 2𝑒                                                                                

   II- Soit 𝐹 la fonction définie sur [1 , +∞[ par : 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥1                                                                          

1/ Justifier que 𝐹 est dérivable sur [1 , +∞[ et donner 𝐹′(𝑥) pour tout réel 𝑥 de [1 , +∞[                      

   2/ Montrer que pour tout réel 𝑥 de [1 , +∞[ ,  𝐹(𝑥) ≥ 2𝑒 (𝑥 − 1)  En déduire lim𝑥→+∞ 𝐹(𝑥)                                                                                       

3/ a) Montrer que pour tout réel 𝑥 de ]3 , +∞[ ,  𝐹(𝑥) ≥ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥𝑥3                                                                 

    b) Montrer que pour tout réel 𝑥 de ]3 , +∞[ , il existe un réel 𝑐 de l’intervalle [𝑥3  , 𝑥]   tel que :   𝐹(𝑥) ≥ 2𝑐23(1+𝑙𝑛𝑐) 𝑥                                                                                                                          

c) En déduire que pour tout réel 𝑥 de ]3 , +∞[ , 
𝐹(𝑥)𝑥 ≥ 2𝑥227(1+𝑙𝑛𝑥)                                                                           

d) Déterminer alors lim𝑥→+∞ 𝐹(𝑥)𝑥                                                                                                                                          

4/ Donner l’allure de la courbe représentative de la fonction 𝐹 dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗) 

Exercice 9 :On considère la suite (𝐼𝑛) définie sur ℕ∗ par 𝐼𝑛 = 1𝑛 ∫ (𝑙𝑛𝑥)𝑛𝑥2 𝑑𝑥21                                                                          

  1/ En intégrant par parties, calculer 𝐼1                                                                                                                    

   2/a) Montrer que la suite (𝐼𝑛) est décroissante                                                                                                      

  b) En déduire que la suite (𝐼𝑛) est convergente                                                                                                        

c) Montrer que pour tout 𝑛 de ℕ∗  ,  𝐼𝑛 ≤ (𝑙𝑛2)𝑛𝑛                                                                                                           

d) Déterminer la limite de la suite (𝐼𝑛)                                                                                                                      

 3/ a) Montrer que pour tout 𝑛 de ℕ∗  ,  𝐼𝑛+1 = 𝑛𝐼𝑛 − 12 (𝑙𝑛2)𝑛+1𝑛+1                                                                             

b) En déduire ∫ (1+𝑙𝑛𝑥𝑥 )2 𝑑𝑥21  

Exercice 10 Soit 𝑓 la fonction définie sur [−1 , +∞[ par {𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥) ln(1 + 𝑥) − 𝑥     𝑠𝑖 𝑥 > −1𝑓(−1) = 1                        

  1/ Etudier 𝑓 et tracer sa courbe 𝐶 dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗) .‖𝑖‖ = 2 𝑐𝑚                                  



 

 

  2/ Soit ∈ ]−1 , 0[ , on note 𝒜(𝛼) l’aire en 𝑐𝑚2 de la région du plan limitée par 𝐶 et les droites d’équations 𝑥 = 0  ,   𝑥 =𝛼   et   𝑦 = −𝑥 .Calculer 𝒜(𝛼) en fonction de 𝛼 puis déterminer lim𝛼→(−1)+ 𝒜(𝛼)                                                                                                                              
II- Soit 𝑔 la fonction définie sur [−1 , 0] par : {𝑔(𝑥) = 𝑥ln (1+𝑥)    𝑠𝑖 − 1 < 𝑥 < 0𝑔(−1) = 0  et 𝑔(0) = 1                                         

   1/a) Montrer que 𝑔 est continue sur [−1 , 0]                                                                                                          

Etudier la dérivabilité de 𝑔 à droite en (−1)                                                                                                   

       2/a) Montrer que pour tout réel  𝑥 de ]−1 , 0]  ,  0 ≤ ∫ 𝑡21+𝑡 𝑑𝑡 ≤ −𝑥33(1+𝑥)0𝑥                                                                

b) En déduire que pour tout réel  𝑥 de ]−1 , 0]  ,  
𝑥22 ≤ 𝑥 − ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥22 − 𝑥33(1+𝑋)                                  

     c) Montrer alors que 𝑔 est dérivable à gauche en 0 et que 𝑔′𝑔(0) = 12                                                        

     3/a) Montrer que  𝑔’(𝑥) a le même signe que f(x) sur ]−1 , 0[                                                                          

  b) Dresser le tableau de variation de 𝑔 puis tracer sa courbe dans un autre repère orthonormé  

Exercice 11Soit f la fonction définie sur ]0 , +∞[ par f(x) =   4ln (x)x2                                                                                                

1.a  Vérifier que pour tout  x > 0 : f ′(x) = 4 (1−2ln (x)x3 ) 

   b. Dresser le tableau de variation de f puis tracer  C 

   c. Calculer   l’aire du domaine limité par 𝐶𝑓 et les droites d’équations 𝑥 = 1 ,   𝑥 = √𝑒 

         d. Pour tout entier naturel   𝑛 ≥ 4  

             Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 2𝑛   admet exactement deux solutions  𝑢𝑛 et 𝑣𝑛 

              tels que  1 ≤  𝑢𝑛 ≤ √𝑒 ≤ 𝑣𝑛 

2.a Montrer que pour tout réel 𝑡 ∈ [0 , +∞[  on a  1 − 𝑡 ≤ 11+𝑡  ≤ 1 

    b. En déduire  que pour tout réel 𝑎 ∈ ]0 , +∞[   𝑎 − 𝑎22 ≤ ln (1 + 𝑎) ≤ 𝑎 

      4.a En utilisant le résultat de la question   

       2.b montrer que pour tout entier naturel   𝑛 ≥ 4 

              On a  
  ( 𝑢𝑛−1 )( 3−𝑢𝑛 )2  ≤ ln(𝑢𝑛) ≤  𝑢𝑛 − 1  

         b. En déduire  que pour entier naturel   𝑛 ≥ 4 on a   
12𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1 ≤ 𝑒𝑛  puis déterminé La limite de  (𝑢𝑛)   

 Exercice12 Soit 𝐹 la fonction définie sur ℝ  par : 𝐹(𝑥) = ∫ 1ln (2+𝑡2) 𝑑𝑡2𝑥𝑥     

1.a. Montrer que 𝐹 est dérivable sur  ℝ et calculer 𝐹′(𝑥) 

   b. En déduire que 𝐹 est strictement croissante sur  ℝ 

   c. Montrer que  𝐹 est impaire  

2.a. Ecrire une équation de la tangente   𝑇  a C au point d’abscisse 0 

   b. Vérifier que pour tout    𝑡 ∈ [0 , +∞[   on a  
1ln (2+𝑡2)  ≤ 1ln (2) 

   c. Etudier alors la position de C et 𝑇 sur ]0 , +∞[ 

3. a. Montrer que pour tout   𝑥 ∈ ]0 , +∞[   on a 
𝑥ln (2+4𝑥2)  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥ln (2+𝑥2) 

    b. Dresser le tableau de variation de 𝐹 puis tracer  C et 𝑇 

Exercice13 

On considère la fonction f définie sur [0, +∞[ par f(0) = 0 et f(𝑥) = 𝑥(1 + ln2(𝑥)) si 𝑥 > 0 

Et 𝐶 sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 𝑖→, 𝑗→) 

 1) a. Montrer que f est continue à droite en 0 

        b. Etudier la dérivabilité de f à droite en 0 et interpréter le résultat  

    2) a. Dresser les tableaux de variations de f 

        d. Tracer 𝐶  

    3) Soit 𝛼 > 0 et 𝐼(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥)1𝑒𝛼 dx 

       a. Calculer 𝐼(𝛼) 

       b. Calculer l’aire de la partie du plan limité par 𝐶  et les droites d’équations respectives 

         𝑥 = 0 ,𝑥 = 
1𝑒. et 𝑦 = 0 

  4) Soit n un entier naturel tel que 𝑛 ≥ 2 



 

 

On considère la fonction 𝑔𝑛 définie sur [𝑛, +∞[ par 𝑔𝑛(𝑥) = ∫ 1ln(𝑡)𝑥
𝑛 dt 

a) On admet que pour tout 𝑡 ≥ 0 on a ln(1 + 𝑡) ≤ 𝑡 .  

    Montrer que pour tout 𝑥 ≥ 𝑛 on a 𝑔𝑛(𝑥) ≥ ln (𝑥−1𝑛−1) 

b) Dresser le tableau de variation de 𝑔𝑛 

c) Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 2 il existe un unique 𝛼𝑛 ∈ [𝑛, +∞[ tel que 𝑔𝑛(𝛼𝑛) = 1 

d) Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 2 ; ∫ 1ln(𝑡)𝛼𝑛+1𝛼𝑛 dt = ∫ 1ln(𝑡)n+1
n dt 

e) En déduire que (𝛼𝑛) est strictement croissante et déterminer sa limite  

Exercice 14 

Soit n un entier naturel non nul  

On considère la fonction 𝑓𝑛 définie sur [0, +∞[ par 𝑓𝑛(0) = 0 et 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥(1 − ln(𝑥))𝑛
si 𝑥 > 0 

Et 𝐶𝑛 sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 𝑖→, 𝑗→) 

 1) a. Montrer que 𝑓𝑛 est continue à droite en 0 

        b. Etudier la dérivabilité de 𝑓𝑛 à droite en 0 et interpréter le résultat  

    2) a. Dresser les tableaux de variations de 𝑓1 et 𝑓2 

         b. Étudier la position relative des courbes 𝐶1 et 𝐶2 

          c. Montrer que toutes les courbes 𝐶𝑛 passent par trois points fixe  

        d. Tracer 𝐶1 et 𝐶2 

    3) Calculer l’aire de la partie du plan limité par 𝐶1 et les droites d’équations respectives 

         𝑥 = 1 ,𝑥 = 𝑒 et 𝑦 = 0 

4) Soit (𝑢𝑛) la suite définie sur N∗par 𝑢𝑛 = ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑒1 dx 

   a. Montrer que (𝑢𝑛)est décroissante et minoré  

   b. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a 𝑢𝑛+1 = − 12 + 𝑛+12 𝑢𝑛 

   c. En déduire l’aire de la partie du plan limité par 

         𝐶1 , 𝐶2 et les doutes équations respectives = 1 ,𝑥 = 𝑒  

  d. Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 2 on a 
1𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1𝑛−1 puis déduire  lim(𝑢𝑛) et lim(𝑛𝑢𝑛) 

 5) Soit a un réel différent de 𝑢1 , (𝑣𝑛) la suite définie sur N∗par 𝑣1 = 𝑎 et 𝑣𝑛+1 = − 12 + 𝑛+12 𝑣𝑛 

    Et 𝑑𝑛 = |𝑣𝑛 − 𝑢𝑛| 
a. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗𝑑𝑛 = 𝑛!2𝑛−1 𝑑1 puis montrer que lim(𝑑𝑛) = +∞ 

b. En déduire que (𝑣𝑛) est divergente  


