Mr : Chahed Série Ln 4eme math

Exercice 1 :1°/ Exprimer, a I'aide des réels In (a) etln (b) chacun des réels ci-dessous

a) In (“72) +2In(ab®) +1n (Vab) , b) In(avh) —In (\/% )

2°/ Déterminer le plus petit entier n tel que (%)" <10

3°/ Résoudre dans R, les équations et les inéquation ci-dessous
a)ln(x)+In(x—1)=2 b) In(In(x)) =0 ¢) (In(x))? —=3In(x)+2=0
d) In(x+2)-In(x-2)<0 €& mnE) =1
Exercice 2 :Déterminer les limites ci-dessous
° . _ ° 5 _ ° 1+In (x)
1 / 11m In(x) —x 2 / 11m n®(x)—x+1 3°/ h+oo e
1+x

4°/ 11m—+ln (x) 5°/ 11m xln(1+ ) 6°/ 7°/ 11m ln(—)

x—>+c>o In (x)

Exercnce3.
1°/ Calculer les intégrales ci-dessous

eln (x)
fl de ’ fO 1+x2 fO 1+x fe

2°/ Al'aide d’une intégration par partie calculer les 1ntegrales suivantes :
I=feln(x+1) dx ; ]=f01(X+1)ln(x+1) dx .
=2 2D ax ;0 L=[{(n@) dx .
Exercice 4 :Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In (Vx2 + 1 4@

J-Z x+1
xln(x)

a. Montrer que pour tout xeRona:f'(x) = \/2—),1 et f'"(x) =
X

b. Montrer que f est impaire et que llmf W=

c. Dresser le tableau de varlatlon de f et tracer (€)%n préciser satangente en O
d. Calculer I'air de la partie limité par (C) e itey=0,x=0etx=1
2
2) Montrer que pour tout x >0ona: 1 <\f'(x) < 1 puis que x — %x3 <f(x)<x
_Y=Io i
3) Soit F la fonction définie sur [0, +oo[ x g2 dtsix >0
=1In(2)

En utilisant 2) Montrer que ¥V % > Oona:In(2) — ixz <F(x)<In(2)
Puis déduire que F est dérivable a droite en 0
Montrer que V x > 0 @ <Fx) < @ puis déduire lim F(x)

Montrer que F est derlvable sur 0, +oo[ etque F'(x) = %

Soit ¢ la fonction définie ]0, +oo[ par (x) = f(2x) — 2f (x) . Montrer que ¢(x) < 0
Dresser le tableau de variation de F et tracer sa courbe

Exercice5Soient f et g les fonctions définies sur ]0 , +oo[ par: f(x) = —— et g(x) = 1 4+ x2 — 2x2Inx

1+x?
1/ Etudier les variations de g .En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique aet que 1,8 < a < 2.
Préciser le signe de g(x)

2/ Vérifier que (a) = 5.2 buis dresser le tableau de variation da f et tracer sa courbe C

3/ Soit F la fonction définie sur 0, +oo par: F(x) = fle(t)dt
a) Etudier le signe de F ainsi que son sens de variation
b) Montrer que pour toutx > 0, F (i) =F(x)
c) Montrer que pour toutx > 1,Inx <+/x puis que (x) < ﬁz En déduire que pourx > 1, ona: F(x) <2

d) Montrer que F admet une limiten finie 5 en +oo et en déduire que l(i)rp F=p

x . (-1
4/ Pourn € Netx > 1 on pose I,(x) = [| t"Intdt et soitu, = Yi—, e




x"+1lnx xnt1

.En déduire hm I,(x)

a) Montrer que I, (x) = — ~ a2 (n+1)z

b) Montrer que pour toutn € N et pour > 1 ,m =Y (—Dkx2k 4+ (1) —

x2N+2
1+x2

c) Montrer que pour tout€ N, |u, — 8| < (2n13)2 . En déduire la limite de u.

Exercice 6:1/ Etudier les variations sur ]0, +oo[ de la fonction g définie par g(x) = In (1 + %) - 11—" .En déduire le

signe de g(x)
1 .
2/ Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : {f(x) = xin (1 + ;) six >0
f(0)=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
b) Dresser le tableau de variation de f .En déduire que Vx > 1, f(x) = In2

¢) Tracer C; dans un repére orthonormé (0,7, ). Unité :2 cm
d) Calculer en cm? I'aire du domaine limité par C; et les droites d’équationsx =1, x = 2ety =1

4/Onpose:¥VneN, U, =T

n!

n
a) Montrer que — Uni (1 + ;)

n
b) Montrer que V n € N*, (1 + l) > 2.En déduireque VneN* , U, > 2"

c) Calculer llm U, puis déterminer la limite de la suite V définie par V}, = In(U,4,) — In(U,,)

Exercice 7 Soit f la fonction définie par f(x) =

xlnx

1/ Dresser le tableau de variation de f

2/ Montrer que pour tout k € N*\{1}ona: klnk — > fk+1f(x)dx

3/ On considere les suites définies par I, = fz f ()dxetU, = X%

a) Calculer I,, en fonction de n
b) Montrer que pour tout entiern > 2ona: U, =1, . Déd% suite (U,,) n’est pas convergente
X

Exercice 8:Soit f la fonction définie sur E ,+00[ pa
1/ Dresser le tableau de variation de .
2/ En déduire que pour tout réel x de 5 , x) = S

I1- Soit F la fonction définie sur [ ar: F(x) = fle(t)dt
1/ Justifier que F est dérivablesur t donner F’(x) pour tout réel x de [1, +oo[
+oo[, F(x) =2 (x — 1) En déduire lim F(x)
X—+00

3/ a) Montrer que pour tout réel x de 13, Poo[, F(x) = fr f(t)dt
3

2c2

b) Montrer que pour tout réel x de ]3, +oo[, il existe un réel ¢ de I'intervalle E ,x] telque: F(x) > seime) ~

¢) En déduire que pour toutréel x de 13, +oo[ Foy 5 2t
’ ' x T 27(1+Inx)
F(x)

d) Déterminer alors lim ——
X—>+o0 X

4/ Donner 'allure de la courbe représentative de la fonction F dans un repére orthonormé (0, 1,])

n
Exercice 9 :0n considére la suite (I,,) définie sur N* par I, = = f 2 (lnx) dx

1/ En intégrant par parties, calculer I;
2/a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante

b) En déduire que la suite (I,,) est convergente
¢) Montrer que pour toutnde N* , [, <—— (n2)"
d) Déterminer la limite de la suite (1,,)

1 (ln2)+1

3/ a) Montrer que pour toutnde N* , I,,, =nl, e —

b) En déduire f (1+lnx)
f)=A+x)In(1+x)—x six>-1
f1D=1

1/ Etudier f et tracer sa courbe C dans un repére orthonormé (0,7,]) .||t]| = 2 cm

Exercice 10 Soit f la fonction définie sur [—1, +oo[ par {




2/ Soit € ]—1,0[, on note A(a) l'aire en cm? de la région du plan limitée par C et les droites d’équationsx =0 , x =
a et y = —x .Calculer A(a) en fonction de a puis déterminer lérr})+ A(a)
a-(—

X

g(x) = In (1+x)
g(-1)=0etg(0)=1

si—1<x<0
II- Soit g la fonction définie sur [—-1, 0] par:

1/a) Montrer que g est continue sur [—1, 0]
Etudier la dérivabilité de g a droite en (—1)
—x3

2
2/a) Montrer que pour toutréel x de]—1,0] , 0 < f;lt—ﬂdt < 30

2 2 3
b) En déduire que pour tout réel x de]—-1,0] , x? <x—In(1+x) < x? - 3(f+x)

¢) Montrer alors que g est dérivable a gauche en 0 et que g’g 0) = %

3/a) Montrer que g’(x) ale méme signe que f(x) sur ]—1,0[
b) Dresser le tableau de variation de g puis tracer sa courbe dans un autre repére orthonormé
Exercice 11Soit fla fonction définie sur |0, +oo[ par f(x) = 4n &)

XZ

1-2ln (X))
X3

b. Dresser le tableau de variation de f puis tracer C

c. Calculer l'aire du domaine limité par C; et les droites d’équationsx =1, x = Ve

d. Pour tout entier naturel n > 4

l.a Vérifier que pour tout x > 0: f'(x) = 4(

Montrer que I'équation f(x) = % admet exactement deux solutions u, et v,

telsque 1< u, <+Ve <,

2.a Montrer que pour toutréel t € [0,+o[ ona 1 —t < 1—; <1
2
b. En déduire que pour toutréela € ]0,4+o[ a — a? <In(l+a)<

4.a En utilisant le résultat de la question
2.b montrer que pour tout entier naturel n > 4

Ona w <In(u,) < u,-1
b. En déduire que pour entier naturel n >4 ona - puis déterminé La limite de (u,)

Exercicel2 Soit F la fonction définie sur R par: F 4t

b. En déduire que F est strictement croi ur R
c. Montrer que F est impaire
2.a. Ecrire une équation de la tangen oint d’abscisse 0

- 1 1
b. Vérifier que pour tout t € [0, + e Sho

c. Etudier alors la position de C et T sur ]0, +oo[
3.a. Montrer que pour tout x € ]J0,+o[ ona

1.a. Montrer que F est dérivable sur R et calc@ !

x
In (2+x2)

X
inzeaxd) <F(x)<

b. Dresser le tableau de variation de F puis tracer CetT
Exercicel3

On considére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(0) = 0 et f(x) = x(1 + In?(x)) six > 0

Et C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,j)

1) a. Montrer que f est continue a droite en 0
b. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter le résultat
2) a. Dresser les tableaux de variations de f
d. Tracer C

3)Soita > O0etl(a) = fff(x) dx

a. Calculer I(a)
b. Calculer I'aire de la partie du plan limité par C et les droites d’équations respectives

x=0,x:§.ety=0

4) Soit n un entier naturel tel que n > 2




X

On consideére la fonction g,, définie sur [n, +oo[ par g,(x) = f ﬁdt
n

a) On admet que pourtoutt = Oonaln(1+¢t) <t.

Montrer que pour tout x = nona g,(x) = 1In (x—:i)

b) Dresser le tableau de variation de g,

c) Montrer que pour tout n > 2 il existe un unique @, € [n, +oo[ tel que g,(a,) =1
An+1 1 n+1 1

d) Montrer que pour toutn > 2 ; f mdt = f mdt
an n

e) En déduire que (a,,) est strictement croissante et déterminer sa limite

Exercice 14

Soit n un entier naturel non nul

On consideére la fonction f;, définie sur [0, +oo[ par f,(0) = 0 et f,,(x) = x(l - ln(x))nsi x>0

- >

Et C,, sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i,j)

1) a. Montrer que f;, est continue a droite en 0
b. Etudier la dérivabilité de f, a droite en 0 et interpréter le résulta
2) a. Dresser les tableaux de variations de f; et f5 Q
b. Etudier la position relative des courbes C; et C, %
c. Montrer que toutes les courbes C,, passentea is ts fixe

d. Tracer Cy et C,

3) Calculer I'aire de la partie du plan |j itQCl et les droites d’équations respectives

x=1x=eety=0
4) Soit (uy,) la suite définie sur N*par u, ff fn(x) dx

a. Montrer que (u,)est décroissante et minoré

1 n+1

b. Montrer que pour toutn € N*ona u,,, = - + 5 Un

c. En déduire I'aire de la partie du plan limité par

C;, C, etles doutes équations respectives =1 ,x = e
d. Montrer que pour toutn = 2ona ﬁ <u,< n—il puis déduire lim(u,) et lim(nu,)
5) Soit a un réel différent de u; , (v,) la suite définie sur N*par v; = a et v, = — % + nTﬂvn
Etdp = |vn — uyl

a. Montrer que pour toutn € N*d,, = 2:—_!1d1 puis montrer que lim(d,,) = +o

b. En déduire que (v,) est divergente




