Chapitre logarithme

ﬁ RESUME DU COURS

Définition : La fonction logarithme népérien, noté In, est la primitive sur ]0,+oc[ qui s’annule en 1, de la

. 1 x1
fonction : x — — . On donc, pour tout réel x >0, Inx = L ;dt .
X

Conséquence : In est définie, continue et dérivable sur |0,+o[ et, pour tout réel strictement positive on a :In'(x) =— de
X

plus In(1) = 0.
Propriétés algébriques : pour tous réels a et b strictement positifs, on a :

In(ab) =Ina+Inb ln(%jzlna—lnb In(a")=nlna(ne2) m(ﬁ):%ma

In(1+h
1n(2/a')=lmaLimites: lim In X = +o0 limihx=—o  lim %X Z0 1in3x1nx=01img=1

n X—>+00 x—0 x40 X h—0 h

. "(x
limln—X =1Pour tous entiers naturels non nuls n et m, on a lim E} ) =0 etlimx™In" (x) =0
x—0"

x>l x —1] x40 X
Equations et inéquations :Pour tous réels x et x’ strictement positifs, on a :
Inx=Inx"<x=x' Inx <Inx' < x<x' En particulier :inx <0< 0<x<letlnx>0<x>1
Dérivée de In(u)Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que u(x)>0, pour tout réel x dans I alors In(u)

. . rou
est dérivable sur [ etina: (ln (u)) =— pour tout réel x dans |
u

Théoréme : Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle queu(x) =0, alors la

fonctionf : x 1n|u (X)| est dérivables sur I et f'(x) =

v(x)
u(x)

Corollaire :Si u est une fonction dérivable pour tout réel x dans I telle queu(x) = 0, alors la fonction f : x =

admet des primitives de la forme : In (|u|) + ¢ ou c est une constante réelle.

Exercice N°L; €| LESEXERCICES

Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse :

1.L’ensemble de définition de I’équation : In (x + 3) =In (x2 - 9) est:

a. {-3:3} b.]3,+o0[ c. ]33] d. J-o0, =3[ U3, 4o
2. lim (ln X — x) = a.0 b. +oo

X—+00

. 1imx1n[’i1]= a.0 b. 1

x—0" X
3x—1]_
6x +2

lim cos(lnx) o

X—+400 X

. lim ]n[

X——+00

. lim xln(l—}——):
X—+00 X
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Chapitre logarithme

a.l b. —— c.e
2

10. f est la fonction définie sur IR par f (x) =In (—x + 2 + 1) est une fonction :

a. Paire. b. impaire c. Ni paire, ni impaire.
Exercice N°2 : La courbe ci-contre est la représentation graphique, dans un repére

orthonormé (0, 17, ]) , d’une fonction f définie et dérivable i

!

surR\{1} et A la droite d’équation y =1 ‘
1.Dresser le tableau de variation de f. \
2.0n pose g(x) = In(f(x)).
a.Déterminer le domaine de définition de g.
b.Déterminer les limites : lim g (x) ; lim g (x);
X——+00 X——00

x—}(lgl 1)_ ¢ (x) “ xir?“‘ & (x) . \\

c.Dresser le tableau de variation de g et tracer sa courbe. I

xln[ +2] Six € ]-oo —Z[U]O +oo[
Exercice N°3 :Soit la fonction définie par : f (x) ’ '

1. Soit ¢ la fonction définie par : (x)

e
o

. Dresser le tableau de variation de ¢ puis en
x4+ 2

déduire le signe de @(x).
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

3. Dresser le tableau de variation de f et construire (C f) dans un repére orthonormé.

x—21n(x+2)+1x21n[x+2] Six € ]O +oo[
Soit la fonction g définie sur [0, +oo[ par: g (x) = 2 x |

g(0)=0
a) Montrer que g est continue a droite en 0. b). Montrer que g est une primitive de f sur [O, +oo[ .

c) Dresser le tableau de variation de g.

2 n+1
5.Soit la suite définie surN- par:u, = [1 + —]
n

a) Vérifier que pour tout ne N :ln(un)zf(n)+ln 1+%
n

b) Montrer que la suite (u) est convergente et calculer sa limite.
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Exercice N°4 : Soit f la fonction définie sur[l,+oc| par : f(x) = xy/Inx . On désigne par (C) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (O, i, ]) du plan.

1. Montrer que f est continue sur|[l,+oq| .

2.a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1. Interpréter géométriquement le résultat trouvé.
b) Dresser le tableau de variation de f.
3.a) Soit A la droite d’équation y = x. Déterminer (C)NA. b) Tracer (C) et A.

4.a)Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur [0, +oc| .
b) Tracer la courbe (C”) de g dans le repere (O, i, ])

u, =0

5.0n considere la suite (u) définie par : {u

=g(u,) pourtoutn € N

n+l1

%
a) Montrer par récurrence que pour toutx e N ona: 0<u, <e.
b) Montrer que la suite (u) est décroissante. ¢) En déduire (u) est convergente et trouver sa limite.

Exercice N°5 :Soit f la fonction définie sur |0,+oc[par : f(x)= Inx
X

A- 1) a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Montrer que pour tout entier n > 3, I’équation : /' (x) = % admet dans I’intervalle [1,e] une seule solution a,.
c- Prouver que a,.< a,, en déduire que la suite (a,) converge.

2) a- Montrer que pour tout x >0, ona : x—%f <In(l4x).

(1 In(14x
b- En déduire que pour toutx € 0,% ona: 1 x < % . c- Montrer alors que pour tout n >4 on
X

.El:an§1+g
n

3) Déterminer la limite de la suite (a,).
Inx .
B-  Soit g la fonction définie par : g (x)={x Inx 0
g (0) =-1
1) Montrer en utilisant les variations de f que le domaine de définition de g est [0, +o0].

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de gen 0 .
3) Dresser le tableau de variation de g. 4) Construire la courbe g

Exercice N°6 :

On a représenté ci-contre deux courbes représentatives
(C)) et (C,) d’une fonction f et de sa primitive F définies
sur IR.

1. Justifier que (C,) est celle de la fonction f.

2.Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ;1]
.Calculer ’aire de la partie du plan limitée par (C,),

I’axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 2.

3.Soit G la fonction définie par : G(x) = fo ' (t)dt

a. Etudier le sens de variation de G.
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b. Montrer que la représentation graphique I de G est I’image de (C,) par la translation de vecteur—2j .
4.Soit la fonction h définie par : h(x) = In(f(x)).
a) Préciser le domaine de définition de h. b) Dresser le tableau de variation de h.

Exercice N°7 : Soit la fonction f définie sur |0,+oo[ par : f(x)= %ln2 (x).

1.Etudier f et tracer sa courbe.

2.a)Etudier le sens de variation de f".
In(1
(1+) < f(14x)—f(x)< D=

X X

b) En appliquant I’inégalité des accroissements finis, montrer que :

k=n
¢) Soit U la suite définie sur IN par : U, = Z% Montrer que pour tout n >3 : Un> f(n+1)— f (3)+% eten
k=1
déduire la limite de U.

Exercice N°8 : Soit /(x)=1—x+xInx pour tout x > 0.a) Donner le signe de h(x) pour tout x > 0. b) Montrer que

pour tout x > l,ona:1<xlnx<1+lnx

x—
k

1.Déduire que : Vk € N":1<(k+1)In [;k] 1+]n[1+k]

k:
2.Soit U la suite définie sur N par:U, = Z (k+1) [k;:l] .
n =

a) Montrer queVk e N": 1< U, <1+1In

1 ‘g . .
[ T b) Déduire que la suite U est convergente et donner sa limite.

1 n
Exercice N°9 :Pour tout un entier naturel, on pose : /, = f 1:_
0 t

1.a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

b) Montrer que pour tout <I < ﬁ et déduire la limite (I,,).

1
2(n—|—1)_ "Tn

2.Montrer que pour toutn e N, ona:1,,, +1, = !

l1+n
1

k+
3.a)MontrerquepourtoutkeN*,ona:j; —d =

b) Déduire que pour tout n € N',ona: (n+1). Déduire lim Z— .

n——+00

k=n
k=1

4.Pour toutn € N". On pose S, = Zl Déterminer lim S, .

= n—-+00

n k
Exercice N°10 : Pour tout x € ]1,-+oc| on pose f, (x) =In(x—1)+ Z% ou n est entier naturel tel que n> 2.
k=1
1.Dresser le tableau de variation de f, .

2.Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une seule solution (v, ).

(Oén )n+1 .
n+1
b) En déduire la monotonie de la suite (e, ). ¢) En déduire que la suite(«, ) est convergente

3.a) Montrer que :f,,, (a, ) =
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f(x):len[1+%) x>0
£(0)=0

On notera par ({y) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, i, ]) .

Exercice N°11:Soit la fonction f définie sur|0,+oc| par

1.Soitp(x) =2 (14 x)— ——.
p(x)=2m (1)
a) Etudier le sens de variation de ¢ sur[0,4+oc[. b) En déduire que pour tout x > 0 on a ¢(x) > 0.

2.a) Montrer que f est dérivable a droite en 0.  b) Montrer que pour tout x>0 : f//(x)= xgo[l
X
c) Dresser le tableau de variation de f et en déduire que f réalise une bijection de R, surR , .
3.a)Montrer que pour t > 0, In(1+t) <t.
b) Etudier la position de ({y) et la droite (D) d’équation : y = x.

4.a) Vérifier ques €0, +od], ona:l—tgigl—t+t2 )
t

2 3
X

2
b) En déduire que : x €[0,+oq] 0na:x—%§]n(1+x)§x—%+?.

. In(1 —
c¢) En déduire que : lim w = —%
x—0" X

5.a) Montrer que lim f(x)— [x —%] = 0.[0n posera X = 1. Interpréter le résultat géométriquement.
xX—+00 X

b) Etudier la position de () et la droite A : y =x - % ¢) Tracer dans le méme repére ({) et ().

6.2) Soit A €0,1] er 4, : I’aire de la région du plan limité par (), 1’axe des abscisses et les droites d’équations : x = A et
x = 1.Calculer 4, et A11r(1)q 4, .
b) En déduire I’aire de la partie limitée par ('), I’axe des ordonnées et la droite d’équation y = 1.

Exercice N°12 :A- La courbe ci contre est la représentation graphique dans un repére orthonormé (O, T, 3) d’une

fonction f définie et dérivable sur]0,+oc[. La droite (T) est sa tangente au point d’abscisse 1.

1.Par lecture graphique :
a)Déterminer les valeurs f(1) et £°(1).
b)Dresser le tableau de variation d f.

£(x)= 22 e o v\ 1}

2. On admet que
f(1)=1
ou a et b sont deux réels. Déterminer 1’expression de f.
Onprenda=0etb=-1.
a) Montrer que fréalise une bijection de
R’, sur f(R’,)=1J a préciser.

b) Donner une équation cartésienne de la tangente T* a C¢' au point d’abscisse 1.
¢) Tracer (Ci).
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3.Soit D la partie du plan limitée par (Cy) ;(Cs') ;JAB] et [AC] ou A %,%];B[%,f [%]] et C[f [%),%] Soit A I’aire, en

unité d’aire, de D. Montrer que 4 =2 fll S (x)dx —%
2

n n+1
B- 1.Montrerquere]R\{l}ona:1L=2Xk-l-1X ouneN.

x & _
2. Déduire que : VneNona:f;f(x)dxz—Zuk—i—f " (x)dx  avec uk—f x“In(x)dx .

3. Calculer u, en fonction de n pour tout entier naturel n puis calculer lim u,

n—-+o00

n+11nx

xX—

4. Montrer que :Vn € N',Vx € ; ona:x"" < <2In2.x""

n—-+o0
2

. . v 1
5. Déduire que :,.13,1& f% x""'f(x)dx =06.En déduire que lim —Zuk f f(x)dx .

In(1+x) . 0
Exercice N°13 A- Soit la fonction définie par : stx=b

. (e . In(1+4)—h
1.Soit 4 €]0,+00[ . On définit sur R, la fonction g : x - % x> —In(1+x)+x
a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe un réel : ¢ €]0,4 tel
In(l+h)-h 1

o 2(c+1)’

que :

b) Prouver donc que : lim
h—0"

]n(l+h)—h] ~1

= = ¢) Prouver enfin que f est dérivable a droite en 0 et que : £, (0)=—

Tt b) Déduire querEO:i—ln(Hx)gO.
1+t) o 14t 14x

¢) Donner enfin le signe de ’(x) pour tout x > 0.
3. Dresser le tableau de variation de f puis tracer Cg.

B- Pour touta €10,1], on pose :u, = j;at"f(t) dr.

2. a)Justifier que : Vx>0: f

1.Etudier la monotonie de la suite (u,). 2. Prouver que (u,) est convergente.
n+l

3.a) Montrer que pour tout x > 0 ; f(x) < 1. b. En déduire que : Vn e N,ona :u, < a

¢) Préciser donc lim u,

n—+o00

R 1
Exercice N°14 :Pour toutz € N, on pose U, =f x"In(1+x)dx et V, =1—%+%+
0

2

b) Calculer fo 1 1: dx puis calculer U;.
X

2. Onpose S, =1—x+x —|—....—|—(—1)" x"avecn €N etx € [0;1]
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n+l1

1 (=) 0w (X
Mont S = ——et Vo=In2+4+(—1
a) Montrer que : S, 1+x+ T etque:V, +(-1) j;1+x

b) En déduire que :|V, —In2| < %puis calculer la limite de (V,).
n

1 n
3.a) En utilisant une intégration par parties pour U,, montrer que : U, = % + ( +)1

b) En déduire la limite de (®,) définie par : W,= (n + 1) U, est convergente et calculer sa limite.

(ln2-V,)

Exercice N°15 :Soit f la fonction définie sur |0,+oo[par : f(x)= Inx.

2
X
1. Etudier le sens de variation de f.
: ln(k—f—i) < fk+1 In (zx) < 1n(2k)
+ 1) kooox k
., . . blnx
b) Par une intégration par parties, calculer f —— draveca>0etb>0.

a xz

3.Pour toutn € N"\{1}, on pose : S, = 1n22+1n_23+1n4
2 3

2.a) Montrer que pour toutk € N"\{l}on a

In
a) Montrer que pour tout,ona: S, —— < f dx <S, —@
n

2432 1+In(n)

1+m2_n+@—Um()
2 n’

¢) Donner un encadrement de S;g0 & 10 prés

b) En déduire que : <§ <

2
Exercice N°16 :Pour toutn € N', on pose : /, = i' j; —
n:

1.a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer ;.
b) Montrer que la suite (I,) est convergente et par suite elle est convergente.

. In2)"
c) Montrer que :VneN,0< /] <—~ ( ) . En déduire lim 7,.

n n—+00

. . . . 1
2.a) Par une intégration par parties, montrer que : Vue N, ona:1 =1 ——

112 (2 (n2)
2 2|1 2t T
In2)’ n2)"”"
3. On considére la suite (u,) définie sur N par : u, =1+ 11;2 +% +%
. n:
a) Exprimer (u,) en fonction de I,. b) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.
Exercice N°17 :I- Soit la fonction g définie sur]0 ;1] par : g(x)=2—2x+Inx

b) En déduire que Vn €N, ona: I, =

1) Etudier le sens de variation de g.

2) Montrer que g(x) = 0 admet dans 0,% une solution unique a et que : Vz €[a,1] ona:2t—2 <Int.

3) Construire la courbe de g dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, i, j) (Unité : 4cm).
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4) Calculer en cm” Iaire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et

1 a1
2 par : F( ):j; m—(t)dt.

o

In(2x)In(x)

II- Soit f'la fonction définie sur |0,

1) Montrer que f est dérivable 0,% suretque: F'(x)=

<F(x)< . Déterminer alors : lim F (x).

1 X
2) Montr Vx €10,— —
) Montrer que Vx € 5 o (Zx) < (x) lin

3) Montrer que : Vx € a,% ’Ona:F(x)S%fzx;l—tl.Déterminer alors - liEn]F( ).
=3

4) Dresser le tableau de variation de F.

5) a- Montrer que Vn € N I’équation : 1 + n F(x) = 0 admet dans O,% une solutiona, .
b- Montrer que (o, ) est une suite décroissante et qu’elle est convergente
. Exercice N°18 :Pour tout ¥z € N, on pose : I, = j: e%[ln(t)]" dt
t

1-a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I;.

b) Pour tout V2 € N*, montrer que : ,,, =2ve—2(n+1)I,.  c) En déduire I, puis j:e%[ln(t)—l]z dr.
t

2-a) Montrer que pour toutVrn € N" :0< 1, g% .
b) Montrer que la suite (I,) est décroissante. En déduire que (I,) est convergente.

3-a)Montrer que pour toutVn € N’ : 2/e <I < 2/e . b) En déduire lim (nf,).
2n+3 2n+1 =+

Exercice N°19 :I- Soit g la fonction définie sur |—1,+oc0[ par : g(x) = % —In(1+x).
X

1) Dresser le tableau de variation de g.
2) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet dans I’intervalle |- 1,+oc deux solutions 0 et a et vérifier que 3,8 <o <4

3) En déduire le signe de g(x) pour toutx € |-1,-+oc[.  4) Montrer que pour toutx € |—1,4-o0[, on a :g(x) < 1.

+ x)
[ x>0 . .
II- Soit f la fonction définie sur[0,+oc| par : 7T on désigne par (C) la courbe représentative de

f dans un repére orthonormé (O, i, ]) du plan.

1) Montrer que f est continue sur|[0,+o0| . 2) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
3) Montrer que pour tout x € 0,+oc[, ona : f'(x) = g4

_2x\/;.
_ 2o

4) Dresser le tableau de variation de f et vérifier que : /(o) = o
«

5) Tracer la courbe (C) de f.
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IT1- Soit (uy) la suite définie sur N par :u, =

1) En utilisant I-4)- montrer que pour tout x € |0,+oc[, on a : In(1+x) > —;:1 :
X
k

2) Soitn € N .a- Montrer que pour toutk € {1,2, ,nf,ona: In [1 + k] > 3
n n

k=n
b- Vérifier que : > In|1+ E] =1In(u,) c- En déduire que : In(u, ) > é(n +1)
k=1 n
d- Déterminer alors la limite de u,.

f(x):«/;lnx si x>0

£(0)=0 . On désigne par (C) sa courbe

Exercice N°20 :Soit la fonction f définie surR , par{

représentative de f dan un repere orthonormé (O, i, ]) .

1-a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que le point A d’abscisse 1 est un point d’inflexion pour la courbe (C).
d) Tracer (C) en précisant la tangente a (C) en A.

2-Soit peN". On pose : F, ( f«/_ dt ou x€0;1]
a) Calculer F,(x) puis vérifier que lim £ (x) = —g .
x—0"
b) Montrer que pour tout entier p € N", et que pour tout réel x € |0;1[, on a :

Fp+l :——x\/_[ln ]P“__ p+1)F( )

p+l
¢) Montrer par récurrence que F,(x) admet une limite finieu, = (—1)" ( p')[g] quandx — 0" .

Exercice N°21: I- Soit la fonction g définie sur 0,400 par : g (x )=1—x’ —2Inx . Etudier les variations de g,
calculer g(1) et en déduire le signe de g(x).

II- Soit fla fonction définie sur |0,4-oc[ par : f(x)= 1—x+E et (C) sa courbe représentative dans un repére
X

orthonormé (0, i, j) .

1) Montrer que pour tout x de 0,-+oc[, ona : f'(x) = izx) et dresser le tableau de variation de f.

X
2) Montrer que (C) admet une asymptote oblique D et étudier la position relative de (C) et D.
3) a- Soient o et B deux réels tels que : 1 <a <8, calculer : / = f 2L dx.
b- Interpréter géométriquement 1.
III- Soit (U, ) _, la suite définie par : U, = f nln—;cdx
> 2

1) Montrer que la suite U est croissante.

2) Vérifier que pour toutn>2,0ona:U, = %(1+1n2)—l(1+1n(n)) calculer lim U, .
n

n—+0o00
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3) On pose pour toutn>2: 8, = Zlnk

a- Etudier le sens de variation de la fonctionp: x — ln—zx .
X

: ln(k—H) <fk+11n_xdx_ Ink
(k+1)2 * x2 kl

In
c- En déduire que pour toutn>2,ona: U, + ( ><S <U, +11212
l’l

n— "n

b- Montrer que pour tout k>2, ona

d- Montrer que (S, est convergente et en déduire un encadrement de sa limite.

ﬁ Les solutions

ExerciceN°1: 1.b 2. 3.a 4.a 5.c 6.c 7.a

Exercice N°2 :
X |-00 +00

Fx) ——
f(x)| 1 — roo —

1.a) Dy :]— —1[U]1 +o0

[
b) 11m g = lim 1n<f ) =0

X—+00

lim g( ) 0/ 11m g(x)= —oo/llmg( ) =400

X——0Q0
-1

©) _Xl|-» +o0

g
0 00
X
Exercice N°3 :
1. On a @ est dérivable sur son domaine de X

_ —4 ¢’ (x
définition et ¢’ (x) - = T

x(xt2) o(x) 7/
D’aprés le tableau de variation : @(x) >0 Vx € ]-oo, - 2[ U ]0, +%o .

1.Continuité 2 droiteen 0: lim f (x)= lim xIn(x +2)—x Inx
x—07T x—0T

=0In(2)-0=0=f(0)car lim x In x = 0donc f est continue a droite en 0.

) i

e ne s s . . . +2 . ,
Dérivabilité a droiteen0: lim ————~= 1lim In [x =400 car lim = +ooalors fn’est pas
X

x—07F x—0 x—0 x—0 X
dérivable a droite en 0. X -2 0
2.2) P(x) = ¢(x) > 0. o e
_li_im f =2alors ({;)admet A : y=2 comme asymptote (x)

+o0 2

> f(x)
horizontale au voisinage de +oo et luglo f =2alors ((;) ) / / 0 /

admet A : y=2 comme asymptote horizontale au
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voisinage de -. lim f = +ooalors () admet
(-2
D : x=-2 comme asymptote verticale au voisinage
de-2. tim /&)
X _>O+ X — 0
demi tangente

= +oo alors (C¢) admet une

x=0
y=f(0)=0

verticale au point O(0 ;0) d’équation {

b) voir figure :

1 . .
3.a) lim g(x)= lim x—2]n(x+2)+1x[x1n[x+2]]:O—21n2+><0><O:—21n2doncgestcontlnueédrmteen
x—0+ x—0t 2 X 2

0.

2

. g 0 .
b) Vx€]0,+oo[g’(x)= f(x) lm ———~~ lim

x—07T x—0" X

—2In 2)+2In2
X (X+ )+ ]+1Xh1[x+2]
X

e
— = 4+ x ln[x *
X 2 x

fim |1— X —|—xln[x+]:1—1+0:0:f(0)car lim = lim
x—0 2 2 X x—0t X t—0t
X 2

Vx € ]0, +oo[ g’ (x)= f(x) donc Vx €[0,4oc[ g’ (x)= f(X) et par suite g est la primitive de f sur[0,+o0]

49 1 done g'(0) = £(0) or

4.2) In(u,)=1In [1+j)n+l =(n +1)1n[1+%]:nln[l-i—%]—l—ln[l—i—%] =/ (n)+In 1+%]

. 2 . . .
b) lim In{1+=|{=0 et lim f(n)=2 donc lim ]n(un):Z d'ou lim u, — &2
n

n—-+0o0o n—-+00 n—-+00 n—-+0o00
Exercice N°4 : 1) x> xest continue sur IR, en particulier sur[1,4-o0] de plus x> Inx est continue sur |0, +oc] et

Vx €[l,+o0] ona:lnx >0 alorsx JInx est continue sur[l,4-oc| ainsi f est continue sur 1, +oo] .

f(x)—f(l J
2) a) lim ()=f1) lim = Inx _ lim xnx limln—xx X oo ainsi fn’est pas dérivable a droite en 1

x—1" x—1 o x—1t x—1 x—1" (X_l)ﬂnn o x—1t x —1 ““IIX

d’ou (C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
1

. - 1

b) fest dérivable sur [I,+oof etona: f/(x)=+nx+x—2==Jlhx+—>0

) fesrany Ihtod f<")+“‘2m e
o0

(%) — e lim f(x)= lim xfInx = 400

x—+00 x—+00

f(x) ~+00
0 /
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=f(x)
y=x

5) =f(x)= xéquivauta x+/Inx = x orx = 0équivautalnx =1
donc x =e. ainsi (C)NA = {A(e,e)} .

b)Ona: lim f(x)=-+oc0er lim SO) iy Y o — o

x—+00  x x—+0o0 X X—+00

4) a)Soit x €[l,4oq[. siM(x,y)€(C)NA équivauté{y

alors (C) admet branche parabolique au voisinage de +oo de direction (O, ]) L7
4) a) fest continue et strictement croissante sur [1,4-oc[ donc elle réalise une bijection de [1,4-00] sur
f([1.+oc[) =[0,400[ . f admet alors une fonction réciproque g définie sur[0,+oc].

b) (C")=S5,(C)
5)a)Pourn=0,u,=0. 0<u,<e (vérifie).Soitn € N". Supposons que0 <u, <e et montrons que 0<u,,, <e.On
a 0<u, <e et comme f est croissante sur [1,—1—00[ donc g est strictement croissante sur [O,—l—oo[ d’ou
2(0)<g(u,)<g(e)équivauta:1<u, 6 <e donc 0<u, <e.
b) u,., —u, =g(u,)—u, or (C’) est au dessus de A sur [0,e] donc g(x)>x Vx €|0,e] et comme u, €[0,e] alors

g(u,)>u, c'estadire u,, >u, alors (u)est une suite croissante.

n+l

c) la suite (u) est une suite croissante et majorée par e donc elle est convergente. Soit /= lim u, or

n—-+00

0<u, <edonc0</<e.Ona fest continue sur [1,+oo[ donc g est continue sur [0,+oo[ et en particulier en 1 d’ou

g(I)=1.Or e est la seule solution de I’équation f(x) =x donc g(/)=1 équivauta /=e d’ot lim u, =e

n—-+00

Exercice N°5: A-1)a- f est définie et continue sur |0,+oc[. f'(x)= 1

= —%(1+lnx) et f'(x)=0¢équivautax =e.
b-Pourtoutn>3 ona:0< 1 < 1 et comme f est continue
n e

X
et strictement croissante sur [1,e] donc elle réalise une bijection

f(x)
de [1,e] sur f([1, ! D =1[0,e])/or 0< 1 < 1 alors il existe une unique f(x)
€ n €

solution a, €[l,e]de I’équation : £ )=l
n

1
n—+1
Donc a, est une suite décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.

c-Ona f(a,,)= <a,.

n+1

etf(a,)= % alors f(a,,,)< f(a,)et f est une fonction croissante sur [1,¢|alorsa

2
2)a- On pose h(x)= x—tp —In(1+4x), h est une fonction dérivable sur[0,+oc] et i’ (x) = R
2 I+x x+1

D’ou h’(x) < 0 sur[0,+oc] . D aprés le tableau de x |0 +00
variation on a h(x)< 0 pour tout x > 0. h'(x)

h(x)[°
b- Montrons que :(l—i—x)%x:%x—i-%xz gx—%xz ? (x) \

Ona (l—l—x)lx— lx—lx2 =lx—}—lx2—x—}—lx2 =—lx+x2 =x —l—}—x <Ocarxec 0,l .
2 2 2 2 2 2 2 2 2
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In(1+x)
1+x

Donc :(l—i—x)%xgln(l—l—x) or 1+x>0carx>0donc%x§ c-onan>4alors

1 S% équivaut a— < 1 c' estaalzre2 €0 :12 D’apres la question 2)b- on prend x = 2 on
n n

n
5 ln[l—f—z] ln(l—i-z]

n 1412
n

aura équivaut a— <

n

c'estadire f(a,)< f [1 + 2] or f est une fonction croissante sur [1,e]
n

1
2 1+
n

dOHCangl—i—g 3)Onal<aq, <1+2et lim 1—|—g—1 donc lim a, =1.
n

n n—+00 n n—+00
B-1)Onax>0: f(x) gl sigm'ﬁequeE gl <1 alorslnx < xcar x>0 d'ouIn(x)—x<0. Donc g est bien définie sur
e x e

[O, —|—oo[ .

2)e lim g(x) = lim Inx = lim Inx 1 = lim !
x—0" x—0" X —Inx  x—o0* lnx X x—0" X 1
Inx Inx

( _lhlllx - le signe de g’(x) est celui de (1-Inx).
X—InXx

4) Courbe

Exerciceé ]N°6:

1.0n suppose que (C)) est celle de la fonction f.
On a F’(x) = f(x) et f(2) = 0 donc F’(2) = Oet

par suite (C,) admet une tangente horizontale au
point d’abscisse 2. Ceci est impossible d’apres le
graphe. Donc (C,) est celle de la fonction f.

Z.Fzﬁfolf(t)dtz[F(t)]L=F(1)—F(O)=e—2
3. A:[f2|f(t)|dt]ua = [[ @i~ [ £(1)de = F (1)~ F(0) = F (2)~ F () =~ 2+ ~0 = (2 —2)ua

4.a)f est continue sur R donc G est dérivable surR et G’(x) = f(x)
b) G(x) = F(x) — F(0) = F(x) — 2équivaut 4 -0 1
G(x) — F(x) = -2. Soient M (x ,F(x)) € (C,)et G’ (X) —t— ¢

M '(x G (x )) € Toi x est réel alors : MM '= -2j G(x) /6-2 \

équivauta I'=r . (C,). X | 052 0 e
x| —+— —
hx)

5 0
hx) —
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m f(x)=0et xlirz;mx =—00

donc l_igl h(x)zO

Exercice N°7 : X
In’ f(x
L f'(x)= nx — Vx>0et lim f(x): lim l—(x>:0 )
x—+4oo  x x—00 D X f(X)
Donc C¢ admet une branche parabolique de direction(O,f) .

2.a) f est dérivable sur |0,+o0] et Vx €0, +00[: /7 (x) = 1—12nx
X

1 —Inx >0 équivaut a 1 > Inx équivauta 0 <x <e.
X |0 e
£°(x) 0 —
(x) 1 .
a) festdérivablesur [e,+oo[ et V& > e implique x>e : \
alors il existe un réel c € ]x,x+ 1[ tel que : K

—
1

x+1)—f(x ) A
M = f"(c) Ve <x<c<1+4x comme f* est strictement decroissante sur |e,+o0|

x+1-x

- . In(1+x) Inx . In(14x) Inx
lors : f'(14+x)< f'(c) < f" ——2<f'(e)<— dou ————=< - <—
alors : f'(1+x)< f'(c) < f'(x)équivaut a - <f'(c)< ” d’ou . <flx4+1)—f(x)< .

kzlk
—Oor
k

f(4)—f(3)+f(5)—f() +f(n+1)—f(n)= f(n+1)— £ (3) donc

f(n+1)—f(3)< h;3 1144- +ln()alorsf(n+1) f(S)SUn—%équivautéf(n+1)—f(3)+%§Unor
n

lim f(n+1)=-+oc donc lim U, =+o0
n—+00 n—-+00
Exercice N°8 :

1.a) h est dérivable sur|0,+oc|, A'(x)=Inx ; d’apres X 1
le tableau de variation h admet 0 comme minimum absolue h’(x ¢

4
sur ]0,+oc[ donc h(x) > 0 pour tout x > 0. h(x) \ /

b) 1<Xh”1‘<1+1nx Vx> 1o x—l<xlnx < (x—1)(1+Inx)vx > 1

+00

l—x+xInx>0 (a)

&x—l<xlnxetxIn<x+xlnx—l-Inx & Vx>1d’apres 1)a- on a
X xInx et x x+xInx X xl-ly>0 () x p )

h(x)>0 < 1—x+xInx>0 Vx>1donc (a) est vraie. On pose g(x)=x—1—Inx pourx >1g est

dérivable Vx>1letg'(x)= =120 vr>1done g est strictement croissante [, +ocf alors pour tout x > 1, on a g(x) >
X

g(1) =0 d’ou (b) est vraie.
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2.0nal< xmf <l+Inx ¥x>1. En posant x:1+% Vk € N'alors k >1 d’ou

X

k—l—l]ln[k—l-l
k k
k+1

L
k

VkeN*:1<[

]<1+ln[kk done VkeN :1<(k+1)in {kzl] l—l—ln[k]—:l]

3.0na VkeN*:1<(k+1)1n[k:1]<1+1n(k+1) Ink alors :

. on somme membre a membre on trouve :
pourk=1:1<2In2<1+In2—Inl k=n kK +1
3 n<Z(k—!—l)ln[—]<n+ln(n+l)équivaut£1
pourk =2:1<3In=<1+In3—1In2 = k
2 In(1+mn)

1<U, <14+ ——2équi ta
pOurk=3:1<31n§<1—|—ln4—ln3 1 n =T cquivanta

lim 1< lim U, < lim [1—0—

n— oo n— oo n— oo

or lim M: lim M_l_'_
n—-+oo n n—-+oo 1+n n

ln(l—l—n)}

n

pourk = n: 1<(n+1)ln[n+l]<1+1n(n+l)—ln(n)
n

n_,

donc lim U, =1

n—+00

. oq. B B 1tn+1 B 1 t B n+l tn B 1 tn B !
Exercice N°9: 1.a) 7, In_fotht 01+t f i dt—j;H_t(t 1)t or pour tout 7 €[0;1]1a

n

fonction : ¢ 1:_ (t—1)est continue et négative. Donc 7,,, —1, <0.
t

b) O§t§1®1§t+1§2®l§L§1ort>0alorst" >0donct—§ ! <¢" comme les trois fonctions :
27 t+1 2 714t
t" ¢ . . 1 1
t>—tH et t — t" sont continues sur [0 ; 1] alors f —dt < f d
2’ 1+1 02 o1+t

! <J <—— or lim ——~= lim =0donc lim I, =0
2(n—|—1) n+1 'H+°02(n—|—1) n—too 41 n—too

1 4ntl 1 n

t n+1 tn
2.1n+1+1n:f01+tdz+ T —f[1+t 1+t]d fol (1)t = ft dt =

3-a)k§t§k+1:1sl:fk“1dtsfk“ldt=l
b)j; Ta<t :>ka+11d ka 11 J~n+1%S

k=n
[ln ]"H S 1n(n—|—1)§Z:l or lim 1n(1—|—n) +o0o= lim
= =y k n—+0o00 n—-+00 =
=n k=n—1
4) S, =) I, da 1-b <I <
) S, 2 aprés 1-b)on a: ) f _k+1:>
k=n-1 1 k=n 1
lim ]ij =+oo= lim §, =400 .

n—too 4 k +1 _n~>+ook:0k n—+o00

or d’apres 3-a)

k=n k
Exercice N°10 : fn,(x)ZL-F Al x40 >0
x—1 ‘= k x-1 X

£ oL N

n (&)
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1.1, est continue et strictement croissante donc elle
réalise une bijection de |1, +oo[ sur f, (]1,+oo[) et comme

0 € f, (J1,-+oc]) alors il existe un unique o, €J1,+o00| tel que : f, (a,)=0.

2 3

2. —1In(x—1 roxox
a) fo.,(x) (x )+x+2+3 +n+n+1

n+1 . aZ a3 n
douf,, (o,)=In(e, —1)+a, + 2 +7"...+ n

X

Fulew)

)t o 8 g (e

f .
n—+1 n—+1 n—+1

n+l

n+1
b)Ona f (o, )=0et £, (a,)= :';r > 0=/ ()< fo(a,), comme f;; est une fonction croissante sur

Jl,+oc] alors ., < a, donc (a,)est suite décroissante et elle est minorée par 1 alors (c, ) est une suite convergente.
Exercice N°11: 1.a) ¢ est dérivable sur ]0,-+o0]. (somme des fonctions dérivables) on a :

1 1 241
x+1 (x —i—l)2 B (x -I-l)2
b) Comme ¢ est strictement croissante sur[0,+oo[ alors Vx> 0;¢(x) > ¢(0)=0

Vx > 05 (x ) =2 > 0d’ou ¢ est strictement croissante sur [0, +o0| .

2.a) La fonction x 1+ 1 est continue sur |0, +oc| et x > 0;1 +l > 0=-la fonction x — ln[l +l] est continue sur
X X X

]0,+oo[ . De plus la fonction : x — x* est continue sur ]0,+oo[ donc la fonctionf : x > x* ln[l +l] est continue
X

sur]0, +-o0c[ . lim f = lim [ In(x+1)—xxIn x| = 0= f(0) = f est continue en 0.Conclusion : f est continue sur [0, +od.

b) La fonctionx — 1+ 1 est dérivable sur ]0,+oc] et Vx > 0;1—|—l >0 =-la fonction x — ln[l + 1 est dérivable sur
X X X

]0,4-oc[ De plus la fonction : x > x* est dérivable sur |0,-+o0| donc la fonction f : x > x* ln[l + l] est dérivable
X

sur]0,+oo[. lim fx)=1(0) lim xln[H—l = lim [xIn(x +1)—xInx| =0 = f est dérivable a droite en 0.Conclusion :
X

x—0" X x—0" x—0"

f est dérivable sur[0,+oq| .

¢)Ona: Vxe]0,+oo[,f’(x):2x‘1n 1+l]+x2.
X

0
b) Vx>0 onal>0 alors¥x > 0ona go(x)>0 etpar%git)e)‘ x>tOoma .f'(x):x
X X

1
pose X=—
* ln(zl X ) .
elimf = lim x’ ]n[l—kl] 2 lim = +o00 car lim —+): 1 Comme f est continue et strictement
X

+o0 X—+00 x—0" x—0"

1 In(1+X)
X X
croissante sur R, alors fréalise une bijection deR, sur f(R,)=R..

. 1 1 ‘
1.a) SOItt€R+,Vx€[O,t],0na.H—x§ =>j; H—xdxﬁj;dx(i)ln(l—i-t)gt
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b) Pour tout x >0, f(x)—x=x’ ]n[l +1] ~ 1 done f(x) — x < 0. Conclusion : C¢est au dessous de (D)
X X

[
<0d'aprésla question3—a)

—t

1 1-£-1 - 1 )
= <0Oetona: ——(1—t+t ): <0 Vte[O,+oo[.Donc
1+t 1+t

2.a) 1—t———= =
1+1¢ 1+1¢ 1+¢

1—t§L§1—t+t2 V1 e[0,+od].
1+1¢

b) les fonctions : t+>1—1; 1> % et t > 1—t+¢*sont continues sur[0,~+oc| et Vx€[0,+oc[ona:
t

x x ] x 5 x? x> x
[ a=va< [ H_—tdtgf;(l—t—i—t Jdt=x == <In(l4+x) <x—"-+ =

2 2 3 2 2 3
c)ona: Vx>0 x—%gln(1+x)§x—x?+x— @—%gln(ler)—xg—%er—

3 3
In(1 - In(1 —
Orx2>0:>_lgwg_l+£ donc: hmw:_l
2 X 23 x—0" X 2

3 = lim — — *tz= 0.
e e X ~oe0 X X 2| x-of X 2
on pose X=— |
et lim X:}r :7% D'aprésla question3—c)

x—+00

3.a) lim f(x)—[x—%l: lim len[l—i-l —[x—%]] = lim M—iﬁ-l _ iy UFX)=X

Ce qui interprete que Cradmet la droite Ay = x— % comme asymptote oblique au voisinage de +oo.

) :

=—=>0 avech(x)= 1n(1—|—x)—x+X7d'apréslaquestion4—a)
1 ‘
q

etf(0) —[0—%] = % >0d’ou C; est au-dessus de A.

b) voir figure.
©)

1
= lx3 ln[1+l] —fllx3. 1 dlean—l)\3 ln[H—
3 A3 3 3

X x(x—H) A

A
x c . . X .
(car h(x)= j; mdt est la primitive sur IR\{-1} de la fonction|x — o qui s’annule en 0) donc

1 1 1) 1 1 1 1 1] 1 22
A =-In2—=NIn|l+—|+=[r(1) =2\ ==In2—=NIn|l+—|+=|—=+In2— 2+ A —In(1+\
(=322 n[+)\]+3[() M) 23 +5 +3[ o ~+ n(+)]

A =2m2- L Lonfic ) gy Loy Dy
377673 N3 6" 13
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lim 4, = lim g1112—1—1,\31n[1Jrl]—lln(lﬂ)—l,\z+1A —Zin2- L car tim X' 1+1]= lim A/ (\)=0
6 3 A 3 6" 37 3 7 6 A

A—0" A—0" 3 A—0" A—0"
b) C,. =S,(C,)s(y'Oy=S,[(x'Ox)]) et (D;:y =1)=S, (D, : x =1) et comme Sp, est une isométrie alors elle conserve

les distances par conséquent elle conserve les aires. Donc Aire(D") = lim 4, = §1n2 —% .
A—0"

Exercice N°12: A-1 a) A(L;1)e C,équivaut a f(1)=1.et ona
0
o 0—1 1 X
A€eT et B(3,0)6Tdonc f(l)—;——a £(x)
b) voir le tableau : f(x) ||

| 1\>
athll) a0 iy 0
1+b 1+

2.onaf(l)=1 et fest continue en 1 1in11f( )=f(1)=1 <

x+b_lnx

1 1 2
etf'(x)=—2——— alors f'(1)=—= < 1+b—a=—=(1+b) donc on

I4ba=—taqpp [2TIF0 a=0
& 2 Thabot—b—0=—Latsy T lp=-1
oo R U

1.a) f est strictement décroissante sur R’, = f réalise une bijection de R’, dans f (R, ) =R

b) f(l)=1Tet (1) :—% =0=f " est dérivable en et on a(f‘l)l (1)=

dou T:y=(r") ()x=1)+s" (1)=—2x+3.

¢)C =S, (Cf) avec S, est la symétrie orthogonale

d’axe A : y = x ( voir figure)
4. D=D,UD, et D,(\D, =@avec D, et D, sont les domaine
limités respectivement :

C, C.
[4B] et 1[AC] commeC,, =S, (Cf) S S
[4H] avecH (1;1)  |[4H] avec H (1;1) /

S, est une isométrie alors 1’aire est de Dy est égale a D,.d’ou Aire(D) = A = 2Aire(D,) =

2| ()= x)ae| =2 [y (e =2 (e =3

xn+1 l_xn+1 xn+1 l
l-x 1-x 11—

k=n
B- I.VxER\{l}on a:Zxk—i- +
k=0

x l—x
k=n n+l

2.¥neN;vx e R\{l}ona:V¥x e R\{1} ona:%: xk+lx =VneN;VxeR\{l}ona:
—x

k=0 —X

xn+1

1—x

—X

1 1 k=n n+1
X é‘v’nEN;ona:ﬁ—ﬁdXZfl Zxklnx—f—x lnx]dx =VneN; ona:
7 x—1 2 k=0

k=n

—fff(x)dx:kifka1nxdx+fllx"+‘f(x)dx S vneN ona [[f(x)dx= > u, — [[x"F(x)dx
2 k=0"12 2 2

2 k=0 2
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| " 1
1 W)= () =
3, = [ ¥ Inxay

2 v(x):]nx:>v'(x)=%

1

In— n+l1 1 n+l n-+l n+1

=——2 [l] L X = [1] 2 __ 1 >+ ! 3 [1] . Comme lim [1] =0 car le]—l,l[ alors :
n+112 n+lin+1 % 2 n+1 (n+1) (n+1) 2 n—too| 2 2

. ()™ m2 1 (1)
lim u, = lim ||— — >+ >z =0
n—+oo|| 2 n+1 (n—|—1) (n+1) 2

4.Vx e %,1 ona:f()<f(x)<f [ ](car f est décroissante surR’,) < Vx € % llona:1<—— In ¥

x—1"

ﬂ+1]I1
x—1
n+11nx

xX—

< VYneN Vxe %,1 ona:x"" < —Z<2n2.x"".

x"nx

1 1
5. VneN Vxei ona: x"“< <2In2x"" =vneN, ona: fl ”+1dx<f dx§2ln2flx”“dx
2 2

1

& VneNona: ! x"? <f x"'f(x)dx <2In2 ! X"
+2

n+2 il
2

. 1 1n+2 1 i
< VneN,ona: = 1—[—] gfl X" (x)dx <

n+2 n+1
2In2 1— ! de plus lim ! 1— 1 =0
2 ntoo g 41 2

n n+2

2
1
Donc, d’aprés un théoréme de limite et ordre, ona : lim x”“ f(x)dx=0

n—-+00

6. VneN'ona'flf :—Zuk f1 X"f (x dx:>f —— lim Zuk— lim [ x™f(x)dx ainsi
2

— n~>+oo n—+oc
2
—u
>t f e
In(14+h)—h| ,

Exercice N°13:A-1.a) g: x> — —In(1+x)+ x est dérivable sur IR, (on remarque que la variable de g
est x).Ainsi g est continue sur [0,h] et dérivable sur J0,h[ . = il existe un réel c € |0, A[tel que: g'(c) = T or g(h)
In(1+h)—h 1 In(144)—h 1

E ZC—H_C—H:O car g(x)= 2 2x—x+1+1 donc

In(147)—h 1[ 1 ] In(l+h)—h -1
= — —1 =4 = .
W 2c{l4c¢ h 2(1+c¢)

=0etg(0)=0doug’(c)=0«<

g'(c)zO@

b)0<c<h<:>1<c+1<1—|—h<:>l> Lo g 0 o 2 o im——= =L ators
27 14c¢ 14+h  2(1+h) 2(c+1)" 2 0 2(14+h) 2
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In(1+h) .
¢) lim f(h)=1(0) = lim hh i (LH)—h = —% = f est dérivable a droite en 0 et /, (0) = —% . 2.a)Soit

h—0" h—-0 h—0"

. : 2 : 1 1 1
x>0V e0,x]: 141 >1 Vi €[0,x]:(1+17) 21+t<:>Vte[0,x].(1 ) <1+ et par suite : f<>(1+t)2dtgf<; 1_Hdt.

. e 1 ! 1] . 1 x
b)SOltXEOOHa.fO mdtg 0mdt@[—mloS[ln(l-i—t)]o@—x+1+1§1n(1+x)<:>x—+1§1n(1+x)

x
———In(1 <0.
(:)H-x (14x)< .

¢) la fonction : x —> 1+ x est dérivable et strictement °(x)
positive sur R, . Et par suite f est dérivable surR, . f(x)

X. ! —LIn(1+x) L—ln(l—l—x)
Vx>0, f'(x)= 1+x = —1tx = <0 D’aprés la question A-2-b).

3.Voir tableau de variation et la courbe.

B-1.neN:u,, —u, = [ f(e)di— ["0 f(e)dr= ["e 1 (1).(e=1)d

Or Vte[0,a]C[0,]] ona:t" >0;f(t)>0et t—1<0=

vi€l0,a]ona:t"f(¢)(t—1)<0 et par suitej;at"f(t)(t—l)dt§0=>

u,, —u, <0donc (u,) est une suite décroissante.
2.a) VneN;vt€[0,a] ona:t" >0;f(t)>0=VneN:t"f(t)>0

=VneN:u, = j; p f(t)dr > 0. Donc (u,) est minorée par 0 de plus (u,) est décroissante donc (u,) est convergente.

3.a) f est décroissante sur IR, donc : pour tout réel x > 0, f(x) < f(0) = 1.
tn+1 ¢

n+10

b) Vne NV €[0,a]: /(1) <14 VneN;Ve€[0,al: ' f (1) <t" = VneN: [0 f(t)dr < ["¢'de vneN:u, <

n+l n+l n+l1

svneNu, <24 — ¢) VneN;u, << —de plus lim < 1_Ocarae]OI]d’ou lim u, =0

}’l+1 n-l-l n—+00 g3 4 n—+00

Exercice N°14: 1.a) 0<x<lalors | <x+1<2 donc 0§1n(x+1)§1n2d’0f10§x ln(x—l—l)SIn(Z).x"
n+1 1

1 1 1
=>f degf x"ln(l—i—x)dng XIn2dx &0<U, < ol comme lim In2 =0alors lim U, =0.
0 0 0 n+1

n—+00 n—+o00
) n+1

1

1x? 1x2—1+1 1, 1
b) oj; —x+1dx j; . f[ + ] X —x (x+ )0 St

u(x) = In(14x) = u'(x) = —— 1 .

oUlzj;lxln(ler)dxposons: . 1% done U, = 2x21n(x+1)‘ _%j: - 1
v'(x):x<:v(x):5x2 ’ o

—h12—l[——+ln2]
20 2
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1 (_1>n xn+1 1(_ l)n xn+l
= D’ rt
1+x+ T+ une partona : dex j;1+x +j; Tix dx

n+l1 xZ x3 (_ 1)” xn+l !

al -+t
2 3 n+1

1 xn+1

-1
=V, douV, =ln2+(-1)
1 o + )f;l—l—x
n+1 n+1

b)o<x<lalors1<x+1<2d'ou lszl:x"“ > > on aura alors :
x+1 2 x+1 2

n+2 1 1 1
d’ou |V, —In2|<——et lim =0alors

n+1
f X dx< f x""'dx comme f x"dx = !
ol+x 0 n+2) n+2 n-42  a—+op42

lim V, =In2.

n—-+oo

n+l1
X

f'(x):xn <:f(x): ntl ! n+l n+l
3.a) n+l alors : U, =|= 11n(1+x) —fol ll'lx dx = 111n2— llﬁlx ldx
g(x):hl(1+x):>g'(x)= 1 n+ N n+1 14+x n—+ n+ n+

I1+x

n-+l n+l _
comme V, =In2+(-1)" j: IX_H(dxalorsj;1 1x+xdx _% 1)1:2 Ainsi

(-1

In2-V,)

U - Iy L |Vy=In2) 2 (1)(
n+1 n+1 (_1>" n+l1 n+l

b)W =(n+1)U, =In2+(-1)"(In2-V,)= W, —In2=(—1)"(In2—V,) =|W, —In2|=|In2—V,| comme
V,—n2|= lim [#, —In2|=0d’ol lim ¥, =In2donc W est une suite convergente.

n—-+00 n—-+o00

L,

—x"—2xInx

1-21 —

Exercice N°15: 1.ona: f'(x)=*— _X 7 nx) _] 231nx
X X X

or:vxeR' ona :

1 1 . . . .
1-2Inx>0< —>Inx < €2 > x donc f est strictement croissante sur]O, Je| [ et strictement décroissante sur[\/z , +oo[ .

2)a)Comme /e < 2, la fonction f est strictement décroissante sur([2,+oc[. Onadonc : k <x<k+1=

ln(k+1)<ln(x)<ln(k)(k>2> #fkkﬂln(k-l_l)dxﬁf;{kﬂwdxﬁﬁkﬂmk—(zk)dx

S+ <)) soit: 07 < =< S (k2 (k-+1) ;

hl(k+1) ka+l ln(x)dx< hl(k) ‘

2 — 2
X k

oit ln(k+1)f"“dx§£k“wdx<w " dx ou encore :

x2 — k2 k (k + 1)2

b

(k+1)
b
b) fabx—lzlnx dx:—iln f ———dx ——ln ] 1 :—%lnx—% )

xa a

3) a) En donnant successivement a k les valeurs 2 ;3 ;4 ;. — 1 on obtient ( n — 2) inégalités doubles ; ajoutons-les
k=n—-1

k=n— lln k 1 k=n—-1 1 ln k
membre & membre on obtient : > (k( +1) Z f i n( <> % . La premiére somme s’écrit :
k=2 k=2
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=S - % .Le second membre s’écrit :

' ln( ) f ( )dea troisieme somme s’écrit :
X’ 2 X
(Zn) d’ou on a bien I’encadrement : S, 112122 </ ln(zx)dxg S, _izn)

n X n

b) La premicre inégalité s’écrit : S, g%—i— _hnx 1 d’aprés 2.b) soit : S, <¥—L—l+%+% ou encore :
N n n

2432 1+In(n) nn) [ Inx_1f

. La deuxiéme inégalité s’écrit : S, > —; soit :
n

S <

X  xl

In(n)—In
]nZ —+ ; ou encore : S, > 1+21n2 _nn (nz) () d’ou on trouve I’encadrement demandé.
n
I+In2 100+99In(100) _ . _2+43In2 1+In(100)

2 100° ') 100
= lnx:>u'(x)=

on obtient avec la calculatrice : 0,79 <S,,, <0,97.

c)ona:

Exercice N°16:1.2) / =%ff@dx i

X

n+ n n
b) I I = L R GV _ifzm[ln—x—ldxorona:

e "_(n—i-l)! 1 11 n! x> \n+1

xe[l;z]:>1nx20etx>0donc > 20VneN*,d’autrepart:x§2<e:>1nx<]ne:1etcomme

. In .
<IVneN:>lnx <l= n —1<0don c( ) lnxl—l]<Oetparsuztel ,—1, <0alors (I,) est une suite

n+1 n+1 n+ n
o . (Inx)’ (In x)
décroissante. On aVx € [1; 2],Vn EN:-—==>0 = - f ~—~%dx>0=(I,) est une suite décroissante et minorée par
X n! x

0 donc (I,) est une suite convergente.

c) Ona:Vxe[l;Z] =0<Inx<In2 car In” =>0§(1nx)" S(an)" =0<

:>o<f f dx f )fxizdm(lnz)” 2

nldr 2 - n! n!

:nglz anzc dxg(lnz) §(1n2)":0§l (nx) _(In2) d,oﬁlnS(InZ) B
X E—

2

In2)"
comme lim (1n2) < lim (In2)" = 0car(In2)" est une suite géométrique de raison : 0 <In(2) <1 donc lim 7, =0.

n—-+oo n n—-+o0o n—+00
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ln n+l
2.a) I ! flz( ) dx On pose :

m = (n +1)! x°

2
SR S A [y QLR R Y

1 =
= (n+11] x * o Jr o ox x * (n+1)!

_ (m2)" (nt1) fz(lnx)" dx:iJ-Z(lnx)ndx_ (In2)"" . (In2)""'

2(n+1)!+(n+1)! X nlJi 2m+1) " 2(n+1)
1
n

b) Par récurrence : pourn=1, 7, = %—% = %—%[%] la propriété est vraie. Supposons que :

In2)’ In2)’
u =l—l In2 u4—....4—m , montrons que : [, =—
2 2|1 2! n! 2 2

L —

1 1flm2 (In2)’ (In2)’
I 200 77T
(lnz)nJrl

1 (m2)” - 12" 1 1fm2 (1n2)2+ +(1n2)" 1
S 2 (nk T 2 e 2 201 20 T |2 (n )

11122 1 2n In2 n+l 2 n
! £+( ) +....+(n ) +( ) donc : VneN":Inzl—l EJr(lnz) +....+(1n2) .
noo2 n! (n+1)! 2 21102 n!
(n2)""

2 (n2) 2 (n2) (ln2)"
3.a) un—1+2—!+ 3 T+t ol @un.]n2—1—!+ o T+t Y

1-21, 1

. b) lim u, = lim =—car lim [ =0
ln2 n—+00 n—+00 1n2 ln2 n——+oo

onaura: /, :l—lun.lnz donc
2 2

Exercice N°17:1-1) les variations de g sur]0 ; 1]. g'(x)= —2—1—1 _ T2l
X X

. Le signe de g’(x) estceluide (-2 x+ 1)

o B B b L B _ . _
carx>0.0Ona:g'(x)=0=-2x+1=0&x= xgrg_l_g(x)_ £m+2 2x+lnx——loo;in1g()—0

2
. . . 1 >
2) g est continue et strictement croissante sur |0, —|donc 8 x) —t+— S—

g | -l

. e 1 -00 . .
elle réalise une bijection de |0, —|sur ]—oo,l —In 2] comme 0 € ]—oo,l —In 2] alors g(x) = 0 admet une sQiution unique o.
2

Soitz € ]O, a] comme g est croissante alors g(t)< g(a) donc g(t) < 0. Siz € a,% = g(a) < g(t) = g(t) > 0. Sur

1
[2,1] g(t) admet 0 comme minimum absolue donc g(t) > 0 pour tout 7 € [a, 1] 1g() >0 =2-2+Int >0 —Int <2-2¢.

3) 1ir61+ g(x)=—ocalors (C,) admet une asymptote verticale d’équation x = 0. g’[%] = 0donc (C,) admet une
X—

tangente horizontale en %,1 —In 2] .

4) Donc ’aire A = [fllg(x)dx 4 cm’
2
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1+l—lln[l]—l x16cm?” .
2) 2

=[2t—t2+tlnt—t]11 x4em? = | —
! 4 2

2

II- 1) la fonction : ¢ ﬁ est continue sur J0 ;1]

donc elle admet au moins une primitive G sur

Vx € O,l
2

Alors F est dérivable sur 0,%

nr
2

T n(2x0)in(x)’

0,%[ . La fonction x — 2x est dérivable sur

= 2x €10;1[C ]0;1]. Donc la fonction : x > G(2x) est dérivable sur

etona: F’(x) :(2x)'G’(2x)—(x)'G'(x)= 2

O,l et
2
0,l comme composée de deux fonctions.

:21nx—1n2x
In(2x)In(x)

Lo
‘In2x Inx

1 1

1 L x<t<2x < Inx<Int<In2xcomme 2x < 1 c-a-d In2x <0 alorslnLg—gln— . Or les fonctions :

2x 1
—dt <
x In2x

sont continues sur on aura :

01
2

In2x Inx x>0 In2x ~ x—0 —0" lnx  x—0" In2x

2x
3) F(x)< f i . D’apres I-1) : 2t -2 < Int. Les fonctions : ¢ > 2t —2 ef ¢ > In¢sont continues sur|«

1 21 11
20-2"Int  2¢—1

& F(x) 55[111(|2x—1|)

%[ln(l—Zx)—ln(l—x)] or:

—dt@F() %fz

x

STt

lnt

donc: F(x)<

)

1

=l
nZ

n(2in(x)

4) Le tableau de variationde F : F'(x)=

etln2x <0 donc :F'(x)SOVxE 0

j; —dt<f —dt@

(:)LSF( )<— :>11m—<11mF( )<hm—0r11mL:£
00

:dt=> F(x)< [ (

lim 1-2x=0" = lim In(1—

2x  Int X

2x—x

2x ] 2x—x
< —dt <
In2x _L/; -

Int Inx

—0et lim ——— 0.

o 0donc lim F(x)=
x—0" Inx

o0 x—0

,l donc :

A

—1n(|x—1|)] comme xS%:>x—l<0 et 2x—1<0 donc :|x—1|=—x+1er [2x—1| =—2x+1

—oo et par suite lim F(x)=—oc.

1

x—|=

2x) =

o,%[ =>ln§ <0. In(x)<0;x €0

L
2

a3 x
F'(x)

0

0= F(x)= ~1 comme F est continue et F(x)

5) 1+nF (x)= .

donc elle réalise une bijection de |0

strictement croissante sur |0 2

1 On a 1+n>n(:>l>
n n

telque: F(a, )

il existe un unique o, € 0,%

1 sur K

_—

O,%“ = |—00,0[ comme [—%] € |-00,0[ donc

1

1+n
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Comme F est décroissante sur ]0 ;E[ donca, >, alors (o, ) est suite décroissante et comme elle est minorée par 0

donc(a, ) est convergente.
‘o NO1Q - Y
Exercice N°18:1-a) Ona: /, = fl J;[m(t)]dt
f(t)=Int= f'(r)=
on pose : alors: I, =[2\/f.1nt]le —‘IIC%Z\/fdt

g'(t):%cg(t):Z\/;
—2[2\/?]? —2Je+4
u(t) =] 5 ) =" (1ne)"

b) I, = fl e%[ln(t)]”1 dt on pose |

v'(t)=I<:v(t)=2\/;
=1, = 2J¥]e—fle(n+1[ O 2Judt 1y =2V —2(n+1) [[in (0)] edt =20 —2(n+1)1,,

Ih

0) I, = 2o —2x21, = 2Je —4(4—2Je )| = 10Je ~16. jlj_[m(t 1] dr =|f \/'[( (t))2_21nt+1:|dl‘

=f1 [(mj_) j_]nt+f}t_jl(f) dt— IlJ-lntdt+Ilet—12 =21 +[2J_]
=10V ~16-2(4-2e )+ 246 ~2 = 16Ve - 26

n
1
2-a)Ona 13t5e©1n1=0s1ntsln(e)=1@os[ln(t)]ns1®0s[n(t):| <

N

‘\/-e \/— 3 3
:Oslnstht:>0<I <[] sosr, <2 e-2< donc0<ly <.

0010t =1 | (0(0))"" = ()" = (0 in(0)-Troma:

Vte [1 e «/_ I:ln :I >0et0<Int<1d'ol ln(t)—l <0.alors d’ou I .4 —1<0ectpar suite I, est décroissante, or I,

est minorée par 0 alors elle est convergente .
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2e

3-a) on a I, est décroissante alorsI1 | <1, < Z\E—Z(n + 1) I,<I, < 2e < (2n +3) I, B <1, d’autre part, on
wWe-1, ., . e -1,
ail,<I_jetona:l,=2e-2nl &1 =T doui g, <S5 e

2 2 2
Je_ donc 7/, < ¢ finalement : \/;

71 <
ol 14 2n+1 2n+3
2n

2\/_ n 2\/_ < n.2\/e_ . n.2\e

b) I, < I, < comme lim =
2n+3 2n+1 2n+3 2n +1 n—>+%0 2 +3

2(1+x)—2x 1 2+2/ 2K -1-x
() o (1)

X |1 | 1
o’ (x + ¢ +— 0 —
g(x) | 1-In2

Exercice N°19:1-1) g'(x) =

2
lim +g(x)= ~Hm +——ln 1+x)= lim+|:
x—(-1) x—>(-1)" 1+x y—0

pose:y=1+x, six—)(—l)+;y—)0 hm g(x)—xgnlwlz——ln(l+x) 2—00=-00
+

2) d’apres le tableau de variation, g s annule deux fois et on a g(0)= 0-In(1)=0 et g (3,8) = 0,01 et g(4)=-0,009
comme g(3,8)xg(4) <0 et g continue et strictement décroissante sur ]3,8 ; 4[ alors 1’équation g(x) = 0 admet une
unique solution a tel que : 3,8 <a <4.

3) g(x) <0 sur]—l,O]/g(x) >0 sur[O,a]/g(x) <0 sur[a,+oo[.
4) D’apres le tableau de variation, g admet un maximum est égale 8 1 —In2 <1 d’ou g(x) < 1.
x> x+1
II- 1) Les fonctions : x > In(x+1) > sont continues sur ]0,+oo[ don f est continue sur ]0,+oo].

xiAx

Continuité de fen 0 : .Onpose: y=1+x, x>0,y >1

. \/;ln(1+x)

In(1+
etlimu: lim led’oﬁ lim f(x)= lim \/;X lim 1n(1+x)
1 x—0T

=0x1=0=/(0).Don nc fest continue a
0 x y—ol y= x—0t x—0t  x

droite en 0.
2) Dérivabilité en 0°: fim )=/ (0) _ M) 1 In(1e)

x>0 X x—)O" X\/_ x—0" J; X

x> In(1+x)

fo

=+oox] =+o0 donc f n’est pas dérivable a

droite de 0.

3) Les fonctions : }sont dérivables sur ]0,+oo[ d’ou f est dérivable sur ]0,+oo[. Et

f'(x)=

1
\/_ 2J_ (1+X) 2 (1-1—)(),11‘1(1-{-){)_2)(—(1+X)111(1+X)>< 1 _[ 2x
J; 2\/;(1+x)x - 1+x 2X‘/;_
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Inf| —+1|x
. . 1n(1+x) . |:[x j i|
4 xX)= = _— =
) lim £ (x)= lim Nl
M or g(a)=0—2—a—]n(1+a)<:>h1(l+a)=i—aa

o

2a
donc f(a)=——F=="—.
N = e 1va
N 2x 2x x—1
II-1) D’apres I-4) on a : g(x) <l ———In(x+1) <l ——-1<In(x+1) <& =——<In(x+1).
1+x 1+x x+1
o1 1+k—1 k
2)a)Ona: ——<In(x+1) onpose:x=l+—onaura:]n(1+1+—)2 n @1n(2+—)2
x+1 n n n) 2n+k
I+1+—
n
k zid’oﬁzln(2+5j2£.
n) 3n

n+l

et k est positif
2n+ n
1L A+l In(u,)>2H

2 6

or 2n + k <3n donc zi
2n+k 3n
k=n

k), kg m(2+5)z
k=1 n

S X cm(,)
— << n(u )= —.
k=10 ! I(

c)Ona: ln[2+—j
n) 3n
(un ) > lim 2= =+ donc lim In(u, ) = +o0 et par suite lim u, =+

d) limIn

n—>+0
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