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Exercicel

2n

1 1 1 1

On considere la suite (un ) définie pour tout naturel non nul n par u, = E = + +ot—.
o n+k n+l n+2 3n

Montrer que la suite (un ) est majorée par 2 et elle est convergente.

1 +1) 1
Montrer que pour tout réel x >0, —— < ln(x—) <— .
x+1 X X Q

Déduire de ce qui précede que, pour tout naturel nonnuln , u, <In3<u, + Q

4. Déterminer alors la limite de la suite (un ) .

()
Exercice 2 *
In (1 +2x %

1
TO=
fO)=1

Soit f1a fonction définie sur [O, +oo[ par :

1
Soit x > 0, montrer que pour tout ¢ € [O, X , <——<1
1+2x 1+2¢
Soit x>0

a) Montrer que f(x)= %
X

b) Montrer que 1 et en déduire que f est continue a droite de 0

X 2 X 2
Montrer que xZO;I 2 dr=—"> +2I ! dt
01+2¢ 1+2x o\ 1421

Soit x>0

2
4 ¢x( ¢t
Mont X)==——=| | — | dt
a) Montrer que f'(x) e IO (1+2t)
- 4 4
b) En utilisant 1. Montrer que —— < f (X) < —————-.
3 3(1+2x)

4x

4x
¢)Déduire que ; —< f(x)-1<——
) d 3 A 3(1+2x)°

d) En déduire que f est dérivable a droite de 0 et préciser le nombre dérivé de f a droite de 0.

Construire la courbe C de f dans un repere orthonormé.




Exercice3

1.

Exercice4

1
On considere la fonction ¢ définie sur ]0, +oo[ par: @(x) = ln(x + 1) —Inx— vk
X+

a) Etudier les variations de ¢ .

b) Déduire le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

f(x):xln(x+1)—xlnx six>0

f(0)=0

On considere la fonction f définie sur [O, +oo[ par: {

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

b) Dresser le tableau de variation de f.
1
¢) Soit f un réel de ]O,l[ .Onpose I(t) = I f(x)dx. Q&
t
A I’aide d’une intégration par parties, calculer /() . Déterminer lim I (¢) . Q
t—0

On considere la fonction g définie sur ]O, +oo[ par: g(x)=(x+ l)ln( — (%+ Dinx .

Dresser le tableau de variation de g.

1
. . . Ly "
On considere les suites u et v définies par : Pour tout natu %, u, = (1 + —j etv, =|1+—| .
a) vérifier que pour tout naturel non nul #, ln(un® n) =g(n).

n n

b) Déterminer lim u, et lim v,.

n—>+00 n—+w ,
3 2 4
¢) Démontrer que pour tout naturel n 1n2<u,<e<v,etque —<v, —u, <—.
n n
Déterminer un entier p tel u&ne valeur approché de e a 107 prés.

®

Dans cette exercice, x désigne\un réel élément de [O, 1[.

2.

a) Pour to N*'et pour tout 7 de [O, x] , simplifier la somme Zt” -
p=1

n xp x tn
b) En déduire que : —==In(l-x —I dt
q p§:1 5= m(=2)-)

n

t
¢) Montrer que lim i dt=0
n—>+090 ]

n P
d) En déduire que lim zx_ = —ln(l - x)
1 P

n—>+o
p:

1 1

. . 1 ,
a) Apres avoir vérifié que, pour tout entier naturel 7 non nul, on a =—- montré que la suite §
nn+l) n n+l




n X p+l
définie par 5, = » ———— est convergente.
o p(p+1D)
n p+l
b) Utiliser la premiére question pour établir que : [im Z— =x+(1- x)ln(l - x) .
n—>+o = p(p +1)

Exercice 5

On désigne par n un nombre entier relatif différent de —1 et par x un nombre réel supérieur ou égal a 1.

1. Calculer I'intégrale I, (x) = '[xt"ln tdt (on pourra effectuer une intégration par parties).
1

2. En déduire le calcul de J, (x) = .[ ' t"(Int)’dt . &
| Q

3. Calculer In(e)—./n(e).

4. déterminer la limite de quand 7 tend vers +oo .

L,(e)=J,(e)

Exercice 6

On considere la fonction f définie par : f(x) = (x +— ln (1 +— ‘: @a courbe représentative dans un

repere orthonormé (O,;, }) du plan.

1
Vérifier que f est définie sur D = ]—oo, -1 W uis montrer que la droite A: x = ) est un axe de

symétrie de C.

a) Montrer que lim f(x) QQ

1
b) Montrer que pour toufiséelx d&'D , f"(x) = — - et calculer la limite de f'en +oo.
2x* (x+1)

c¢) Dresser le table variation de f et tracer C.

Calculer I’ai la partie du plan délimité par C, I’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x =1 et

x=2.

n
Pour n € N*, on pose u, = f(n)et S, =z u,

k=1

1 1-2x
a) montrer que pour tout 72 € N*, = 2—

1
5 1-2
b) On pose pour n € N*, a, :I2 2(—)6)
0 n+x
1

Montrer que pour tout n € N¥, ———<
ep 4(2n+1)




¢) En déduire que la suite (Sn) est majorée par g et qu’elle converge vers un réel « .

d) Montrer que pour tout n € N*, § = (n+%)ln(n+l)—n—ln(n!).

On pose pour tout naturel n>2, v = €1 On admet que o =1—

a) Montrer que pour tout natureln >2, v =

n—nJ_

n!

]

b) Calculer [im

n—>+o0

Exercice 7

a) Soit la fonction A définie sur ]O, +oo[ par h(x) = x —Inx . Montrer que tou

X
b) Soit f la fonction définie sur I’intervalle 0 +oo[ par : F i
Montrer que f est continue sur [0 +00 . festelle déri %% en0?

Soit ¢ la fonction définie sur [0 +oo[ par (0 =

a) Montrer que @ est dérivable sur [0, +@Q

b) Montrer que pour tout ree '( ) = % et queqo'(O) =0.
x)h(x

a) Montrer que pour tou 0 +oo , In2= I —dt.
(2x) . )
b) Montrer q réel x de 1 +oo ,0< q)(x) n2< . Déduire lim (p(x).
x—Inx X—>+00
2) Montre$ <In2.

1
b) Montrer alors qu’il existe un réel o de |:5,1} tel que ¢(a) =In2.

Dresser le tableau de variation de ¢ .
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Exercicel

1. Ona: lSkSZn<:>1+nSn+kS3n<:>iS

2n
obtlent —

2n+2 1

3n n+k n+l

1
< ——et par sommation £ allant de 1 & 2n, on

<2——<2.Donc la suite u est majorée par 2.

1 2n

Up1 = Z

= n+l+k
1

1

= +..+—+ +
n+2 3n 3n+1 3n+2 3n+3

1 1 3
+

+ +
n+l 3n+1 3n+2 3n+3 3n+3 3n+1 3n+2

1

3043 3+l 3n+2

>0eneffet 3n+1<3n+3et 3n+2<3

u est croissante et comme elle est majorée par 2 donc elle conver:

11

1
Onapour x>0et x<f<x+1, —<-<——.

x+1 ¢t x+1

La fonction inverse étant continue sur ]0 +oo[ la po

X

x  x+1

n+

r X+

’ ’ itivi -
J.m Ldt<r+l 1a’t<J‘X+1 letou enco@ < n(

1

La double inégalité précédente écrite pou&tes valeurs de x donne :

x=n; —<lIn

_ljgz
. N

_Q+1

@ 3n1 3n1

Par sommation, on aura :

1 1
u, <ln3<u, ——+—
3n n

2

u, +—

3n

. : . . 2
La double inégalité précédente, s’écrit aussi 0</n3—u, <—.

3n

suite

.2 . .
Or lim — =0. Le théoréme de comparaison permet d’affirmer que lim u, =In3.

n—+0 3n

Exercice2

n—>+o

1

1. Ona: 0<5t<x=1<1+2t <1+ 2x=> ! <——<1.

1+2x 1+2¢




X

ZXt I px2t+1-1 1 1

2 @m0 S dr=— [T = 1——}1: Z{r—lm(nzr)}
01+2t x“J0 142t 1+2¢ X 2 0

X

1 1 1 1
—?[t—iln(l+2t)} —?{x—aln(l+2x) ————== f(x). Ainsi

[0]

V= 0; f(x)= :Edt

2 rx
Conclusion : Pour x >0, f(x)=_2I _r
X 90 1+2¢t

1 1 t t
b) On a pour x> Qet € [O, x] ; ") < oo <1l = 122 < ox <tet les trois fonctions sont
+ 242X + 2t +2x + 2t

continues sur [0, +oo[ donc d’aprés la positivité de I’intégrale Ix ! dt < r %xt dt
o 1+2x 0 1%
1 [2] 2] 1
= — <—f(x)< & Sf(x)Slavecx>0.
1+2x| 2 | 0 1+2x

Déduction : [im ! =1 donc lim f(x)=1= f(0) donc A a droite en 0.
ot 1+ 2x x>0t

b v'(t)=

u(t) =
On pose 1+ 2¢ donc s
v'(t)=2t u(t&
V 4

Les quatre fonctions sont continues sur [ +oofypar le théoréme d’intégration par parties :

2 - +2
01+2¢ 1+2¢ 0 0

. 2
Donc idt= a
01+2¢ 1+2t

a) fest dérivable +oo| produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle et

X —_ 2 X 2
Vx> 0; =] T ] . +2f (L] dt |+ — 2
x J01+4+2¢ x(1+2x) x| 1+2x o\ 1+2¢ x(1+2x)

2 2
= fix )——2 4 L dt—l—L Finalement Vx> 0, f(x)_——.[ dt
x(1+2x) x° 1+2t x(1+2x) 1+2t

2 2
t t t t . . .
b)ona: < <t= 5 < <t* et les trois fonctions sont continues sur [O, +oo[
1+2x 1+2¢ (1+2x) 1+2¢

2

X t‘ X
donc d’aprés la positivité de I’intégrale I >dt < J. ( J J. t’d

<:>(1+—sz t’dt <I (1+2rj dt<I t°d




3 3
X —X

< <
31+2x)° 4

3
f(x)< PN —i <fx)< —L . C’est le résultat demandé.
3 3 3(1+2x)°

¢)Ona Vx>Qet Vte [O,x], —isf'(t)s— 4 > <— 4 -
3 3(1+2t) 3(1+2x)

fest continue sur[O, +oo[ donc sur[O, x] et elle est dérivable sur]O, +oo[ donc sur]O, x] et pour tout réel

4 4
te [O, x] , —5 < f (t) £ —————— alors par le théoreéme des inégalités des accroissements finis

3(1+2x)
4 4x 3 3 i
< ——x< f(x)— f(0) £ —————— lerésultat en découle puisque f(0) =1
3 3(1+2x)
d)Ona—isf(x)_f(O)s 4 et lim—L2=—i
3 X 3(1+2x) 0 3(1+2x) 3

Donc par comparaison limM -
x—0 X

4
3 Ainsi f est dérivable a droite e
1
Inx+In| —+2
X

d) lim f(x)= lim ——
)x—>+oof( ) x40 X 2x2

Exercice3

1. a) pestdéri , +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et

1 x(x+1)—(x+1)2+x -1
Q'(x)= —+ 5= 5 donc @'(x) =—= 0
x+lox (x+1) (x+1) x(x+1)

lim o(x)= lim ln(x—H)—L:Ocar lim x_+1= lim f:1:> lim ln(x—

X—>+00 X—>+00 X x+1 x40 X X—+00 X X—>+00

1 1
et lim @(x)= lim ln(iJ—— =+oocar lim X+l +ooet lim In(x)=+o0
x0T x0T X x+1 =0t X X—>+4%0

= lim ln(x—-l_lj:%o.

x—0" X

b) @ est continue et elle est strictement décroissante sur ]O, +oo[ donc elle réalise une bijection de ]O, +oo[ sur




(0<]0,+°0[> = ]0, +00[ . Ainsi Vx>0, o(x) > 0.

a) lim f(x)=0= f(0) car lim xlnx =0 donc fest continue a droite en 0.
x—0" x—0

f W -fO _ = lim In(x+1)—Inx=+o0 donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
)c—)OJr X x—0"

b) fest dérivable sur ]0, +oo[ comme produit et somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et

f'(x):ln(x+1)+i—lnx—l=ln(x+1)—lmc—L ainsi Vx>0, f'(x)=¢(x).

&

x+1 x+1

et comme Vx> 0, @(x) > Oalors f est strictement croissante sur ]0, +oo[

l 1+—1
. . " X 1 In (1+x)
lim f(x)= lim ———=1car lim —=0etlim——==

X—>+00 X—>+00 l X—>+0 X x—0 X

X
ln(1+1)
Y

lim ———==1.

o 1 A
X
Ainsi f est une bijection strictement croissante de [O +oo

x+1

9) I(t)=L f(x)dx:jtxln(T)

1donc p

u(x) = ln(x+1j u0 3
X =

. Les 4 fonctions sont continues sur]O, +oo[ , donc par

vi(x)=x

1
le théoréme d’intégration p par%a 1(t)= jf(x)dx [?l (x+1ﬂ +% lex avec
X tox+
t

1 —j f(x)dx= [71 (x”ﬂt%[x—ln(xﬂ)]i

+%(1 - ln(2)) —%I:t —In (1 +t)] soit encore

J td+0) =0car lim ﬁ—
2 =0t I

1+¢
In| —
_n(x) o t . 1
lim =0donc par composée [im ———= =0 .On adonc lmgl ®= 5
—>

x>+ X 1+




3. g estdérivable sur]O, +oo[ et Vx>0, g'(x)= ln(x+1)—lnx—l
X

1 1 1
=Ix+ 1dt—_[ﬁ la’tzj‘ﬂ (l—ljdtSO car [x£t£x+1:>1£l)

x t x X x t x t x

i1 ln(1+1j
limg = lim ALY Y-,

400 xX—>+00 X

x—0"

on voit que g est strictement décroissante sur]O, +oo[ et elle est a valeurs dans ]1, +oo[ . On note donc que

Vx>=0; g(x)>1.
a) ln(un):nxln(l+lJ=n><ln(n_+1J=nln(n+1)—nlnn=f(n) Q&

lim g(x)= lim (x+1)Iln (x + 1) —(x+Dilnx =40
x—0"

n n
1

ln(vn)=(n+1)ln(1+lj:(n+l)ln(ﬂJ:(n+1)ln(n+1)—(n+1)ln@
n n
b) lim f(n)=1= limu,=e lim g(n)=1= lim v %.
n—>+00 n—>+w0 n—>+w n—>+o
st'dé

f étant croissante sur ]O, +oo[ , on en déduit que u ’est aussi de m croissante.

De plus lim v, —u, =e—e=0.Donc les suites u et v so:a%s et'par suit pour tout naturel non nul 7,
n—>+0

2<u, <e=<v,.(uestminorée par u; =2).
n n n

n+l n
vn—un=(1+lj —(1+lj —(
n n
1 1 4

Aussi v est décroissante donc v, <v —u,<—v, <—.
n n n

j=lun.0r un22:>lun2—

2
Conclusion: VmneN*, —<

La calculatrice nous do 51& 2,717 et g0, = 2,718 donc 11,5, est une valeur approchée dee a 107

prés.
Exercice4 $
-t

n
1. a) Comme ,1[, alors, pour tout ¢ de [O, x] ,onat#1,dou: Zt‘”_l = 1— (Somme de termes
—t
p=1

consécutifs d’une suite géométrique de raison 7)
b) En intégrant entre 0 et x (les fonctions sont continues sur [0, x] ), on obtient, par linéarité de I’intégrale :

n n
x - 1 Xt : . . .
.[0 E 77 = Io 1—dt - J.o 1—dt , puis, toujours par linéarité de I’intégrale :
—t -t
p=1

n

;on P = —ln|1—X|—J-:1t—_ntdt ,ce qui s’écrit : Z{% = —ln(l—x)—'[: 1t_t d

1 1
c) Vtrel0,x], 1— > 1— >1. En multipliant les trois membres par ¢" >0 et en intégrant entre 0 et x
—-X —t

n

. 1 X x X . .
(bornes dans I’ordre croissant), on trouve : —— | #"dt > I dt > I t"dt , ce qui s’ écrit :
0 0

—x9J0 1-1¢




n
>

> dt >
l-xn+1

0 1—-t  n+l

1 xn+1 J‘ X t

! 1
Or lim =0 et, comme xe [0, 1[, lim x*' =0, donc lim ——x""'=0
n—>+0 p + 1 n—>+o0 n—>+on+1

n

Le théoréme d’encadrement permet alors de conclure que : lim
n—+0d0 1 —¢

d) résultat immédiat

a) V n eN*, ! ! . éduit : s =Xx—-

no on+l n+l
AN

P
o pip+l)  H p Z

convergentes).

xp+1 n

n +
o X
b) On peut tout de suite écrire :

n P n+tl _p

X X

X E —— E — —Xx |.Le résultat en découle par passage a la limit
p=1 p p=1 p

Exercice 5

. I (x)= let"ln tdt

u(t) =Int

On pose
{v tH=t"

Les fonctions étant continue le théoréme d’intégration par parties :

I, (x)= Lt”“lnt —Lx’“llnx—L Lz‘”+1
n+l 1 n+l{ n+l1 !

u'(t) = Zx%xln(t)

_ 2
On pose {u(t) B (lnt)

V'(t) =" V(l') — Ltnﬂ
n+l

Les fonctions étant continues sur ]O, +oo[ par le théoréme d’intégration par parties :

X
2

1 n+l 2 2 T 1 n+l 2
_| L = (" (It dt =—— ¥ (Inx )} ———T1
7,00 {nJrlt (int) l n+1 ! (int) n+1x (inx) n+1 ()

2

n+l n+l




(ntl) (nt1)

2 o (1) e™ + 2" —2 1 _

e 2] >

n+1+1 1 5 ,
+1)e" -2

() Gy QQ/

n(n+1)e™ +(n+l)  n*+1 ., 2 (n- l)e"”-i- e

(n+1) (1) (ne1) (

) "+1+(n+3
n+1
A !
= lim ————%— j =0et lim — =0alors

n—+0 @t

Exercice 6

1 x+1
1. f estdéfinie si et se +— >0 < —— > Odonc il suffit d’avoir x(x+ 1) > 0.Ainsi f est définie
X X

< xel-x, [
Montrons q 1X = —5 est un axe de symétrie de €.
Si x<-l<—x>-1-1-x>0etsi x>0 —x<0-1-x<-let

f(—l—x)z(—%—len[l+_11_xj—1=—(%+x)ln(ﬁj—l=(%+x)ln( .

. . 1 .
vient de prouver que la droite A:x = 5 est un axe de symétrie de @,

! ! ! ln(1+1)
2. a)lim (—+len(1+—j= lim (—+1]—x:1en effet :
x 2x 1

x>0\ D x>+




ln(1+1] ]
——7—5—:1a Mn(——+1]=1

tim L2 0 ot 1im "04%)
2x

xX—>+0 X x—0 X

=1donc par composée lim

X—>+0 X—>+0
by
Ainsi lim f(x)=0.
X—>+00
b) f est dérivable sur chacun des intervalles qui forment I’ensemble de définition car produit de fonctions

1
1 2x+1

T2
dérivables etf'(x)=ln(1+lj+(l+xjx X =ln(1+—j——
X 2 1+1 X 2x(x+1)

X

f "est aussi dérivable sur chacun des intervalles qui forment I’ensemble de définition et
P L 2x(atD)-(2x41) o1 28 -2x-1 —2x(x~&—2x2—2x—1
x(x+1) 2 362()c+1)2 x(x+1) 2x2(x+1)2 x( xz(x+1)2
—2x(x+1) —2x* —2x-1 1
= - —= >>0
x(x+1) 257 (x+1)  2x°(x+1)
lj_ 2x+1

lim f'(x)=lim In (1+—
X—>+00 X—>+00 X

lim —ﬂ: lim _2_)62: lim —l:O.
X—>+0 2x(x+1) X—>+0 2x X—>+0 X ;
et co

=0 car lim1+l:1 et 1 t.
2x(x+1) x>0y

c) f "étant strictement positive sur chacun des interv ent I’ensemble de définition donc la
e lim f'(x)=0alors f' eststrictement
X—>+0

fonction dérivée f 'est strictement croissante sur, [0,
négative sur cet intervalle et f est strictement dé(?is te sur ]O, +oo[ .

. 1 . .
La droite A:x=——estun axe de sy@ e Gralors f est strictement croissante sur ]—oo, —1[ .

2
lim f(x)= lim (% + xj In oo donc toujours par symétrie lim f(x)=+o0.
x>0t x>0t x—>-1"

Courbe de f.

-

N

2
3. Pourtout réel x>0, f(x) > 0 donc ’aire demandée en unité d’aire est donnée par I f(x)dx.
1

! 1
Calculons par parties J. 5 +x |In| 1+— |dx
1

X




u(x)=ln(1+lj u'(x)y=— !
X

donc x(x+1)

: 1 1, 1
=x+— v(xX)=—x"+—=x
vi(x)=x 3 (x) )

La continuité des 4 fonctions et le théoréme d’intégration par parties permettent d’écrire :
2 2
2 2
[ (l+x)ln(1+ljdx: l(x2 +x)ln(1+lJ +1j SEREI
12 X 2 x) ] 29 x(x+1)
2
30| 2 —lnz—lj Ldv=30n| 2 |~ in2+ 1
2 24 2 2
1

Ainsi Paire demandée en unité d’aire est 3/n (%) —In2— 5 .
1 1-2x 1 2x— 1 1 12x+2n-2n-1 1 ¢12x+2n 12n+1
[ e [ e [ g
02(n+x) (n+x) 0 (n+x) 290 (n+x 0 (n+x)
2n+ 1 n+1
=—1+ In(n+x)| ==1+|n+—=|l n
L RN

- . 1 1-2x ©
Ainsi pour tout n entier naturel non nul u, = I
2(n+ x)
1

1 1 1
b)ona:0£x£§<:>n£n+x£n+5<:> IS %rﬂu ipliant par : 1—2x >0, on obtient :

On pose

n+—

2
12x12x12x Q
1~

L (A n
2

/
1
et comme J. (1 2x x x2 Y@Q double inégalité précédente devient :
! sf - dx<— ! <a<—
4dn+2 90 n+x 4 2n+1 !

On a aussi 2b, I ¢

1 1
x<n+l <:> < < et on multipliant par : 2x—12>0, on obtient :

E +1 n+x 2n+l
22x1
2n+1

L egallte 2x 1 x - x] = — nous donne ’encadrement suivant <2b, < ——soit
;4 4(n+1) 2(2n+1)

1 1

encore : <b <

8(n+1) " " 4(2n+1)

¢) On a pour tout naturel k non nul u, = I 5 (k
0 +Xx

:I; 1-2x dx—J'l 2x-1 1 1
0 2(k+x) 2

dx=a,—b < ————.
5 2(k+x) RN T 8(k+1)
Par sommation sur k , on obtient : Z’; u, < kz:‘ (é - 8(k1+ I)J

1 1-2x D12« 1 1-2x
— = dx=|? dx
) ) 2(k+x) +I;z(k+x)




Jili)
8\ n+l1

Mais Z (Sk 8(k+1)J %(; %_; ﬁjz

1 1
qui est inférieur a g . Ainsi la suite (Sn )est majorée par g .

S =S, =u,=f (n + 1) >0 donc la suite est aussi croissante elle converge vers un réel « .

C 1 1
d) S, = E (k+—}ln(l+—}—
= 2 k

1
Montrons par récurrence que pour tout naturel non nul n, S = (n + 5) ln(n + 1) -n-— ln(n !) .

Pour n=1, (l+%)ln(l+1)—1—ln(l!) :%an—l et S, = f(l) :%an 1d’ou la vérification.

Soit 7 un naturel non nul. Supposons S, = (n + %Jln (n + 1) —-n—lIn (n !) Q&

Sn+l=Sn+un+1:(n+%Jln(n+1) n— ln(l’l) (n+1+;jln(1+%

®
1 3 n+2
= — — — !
n+2 ln(n+1) (n+1) ln(n)+ n+1 A
3 n+2
n+5 ln(n+1)—ln(n+1)+(n+ n+1

n+% ln(n+2)—ln n+1' n+1 ces%@

Conclusion pour tout 7 naturel non nul : In n +1)—n— ln n’
128, ln 27r
. Pourn=>2, v =e " etonadme
n—f ln n +n+l
a)v, =€ Sl =¢

—————c’es ultat demandé.

ln 27) —
b) lim donc limv,=e™“=e 2 =e

n—>+00 n—>+0

(n!)
ouencore lim —————=
n—>+0 n

Exercice 7

1 -1
1. a) h dérivable sur ]0, +oo[ et h'(x)=1-—= x_.
X X

h's’annule en 1 et change de signe en allant du (-) vers le (+) don 4 admet un minimum absolu en 1 égal
h(1) =1. Ainsi pour tout x > 0, h(x) >1.




b) & est dérivable sur]O, +oo[ somme de fonctions dérivables et pour tout x > 0, h(x) >1 doncla fonctionz
est dérivable sur cet intervalle et par suite f est continue sur ]O, +oo[ .

. . 1 . . . .
lim f(x)= lim =0= f(0) par suite f est continue a droite en 0 et par suite sur [O, +oo[ )
x—0" x—0" x—Inx

1
SO _ x—lnx _ 1 1

X X x(x—lnx) x% — xlnx

Pour x> 0,

1
lim x* —xlnx=0et x(x—lnx) xh(x) > 0donc lim ———— =+o0 f n’est pas,dériyable & droite en 0.
x—0" x—0" X — xlnx

a) f estcontinue sur [O, +oo[ , donc f admet des primitives sur cet intervalle _@mne d’elles.

Donc pour tout x>0Qona 2x>0et (o(x)
La fonction u : x = 2x est polyndme dérivable sur 0 +oo ®\ 0, +00 et G est dérivable sur
[0 +oo[ donc @ =G ou—Gest dérivable sur cet 1nte@%somme de fonctions dérivables.

1
x—In(2x) x—Inx

b) On a pour tout x>0, (0() 2xG' 2x 2f 2x f(x) 2

2 2h x) h x
= — . C’est le résultat demandé.
h(2x) h % x)h(x)

a) Pour x réel de]O +oo[ l =1 ) Inx=1In2.

nt
1 11
b) Soit x un o[, p(x)—In2= j @) di— J' —dt_J' |
x \t—=In

1 1 1
Pour IS x<¢t<2xona: OSlnxSlntSln(Zx)et O-<2—S—S—doncparproduit
X t X

2x
_Ix rr—

0<lﬂ<@<l n(2x)

2x t X

(1).

La fonction / est strictement croissante sur [1, +oo[ ona l<x<t<2xdonc 1<h(x)<h(t)< h(2x) donc

1 1 1
=< < <
h(2x) h(t) h(x)

(2).




5 \ L. lnt ln (2x)
D’aprés (1) et (2) on peut écrire pour 1< x<f<2x ona 0< <

th(t) xh(x)

on a fait le produit.

dt < (2x— x) ln(2x) ou encore

2x  Int
Donc par le théoreme des inégalités de la moyenne 0 < I 7o)
xh(x

x  th(t)

0<J-2x Int dt<ln(2x)
e oth) T h(x)

. ) In (2x)
On vient de prouver que pour tout réel x de [1, +oo[ ,0< (p(x) —In2< P
x—Inx

2x

lim —————== lim =0 eneffet lim lﬂ .
x—+o x—Inx x%ml_llﬂ P
2 2 x

Le théoréme de comparaison permet de conclure que [lim ¢(x) =
X—>+0

In(2x) i) é&'

dire ¢(%) < % <In2.
U 4

b) On sait d’aprés 3. b) ¢(1)—ln2 ZQ ) >[n2. Ainsi (o(%j <ln2< (p(l) .

9 1
@ est dérivable sur [O, +oo[ onc g inue sur cet intervalle et ¢(Ej <In2< (0(1) donc d’prés le théoréme

1
des valeurs intermédiaites, il existe au moins un réel o de {5 ,1} tel que qo(a) =In2.

¢'(x)=

@ est strictement croissante sur [O, 2] et strictement décroissante ailleurs.




