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Exercice 1
1. Calculer les limites suivantes :

In(x*+1
lim\/;ln(x-HJ, h_mln(cosx), li li n(x ), lim x—ln(x2+1), lim xln(2x+1j
X

x>0 x>0 X X X—>+00 X—>+0 2x+3

2. Résoudre dans R les équations suivantes :
ln(x+1)+ln(x+3)=ln(x—4) 2ln(x—2)=ln(x+3) (ln(x))2—3ln(x)+2:0

(in(x))’ =In(x)=0. 3&

3. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

2 _ 1 _ >i _ _ _
ln(x x)+ln(3x+4)<0, ln(x) 2_lnx , ln(x)>—ln2 1 3 X I)Sln(x 1)

Exercice 2 % ®

1. Soit g la fonction définie sur ]O, +oo[ par:g(x)=x"—1+2I
a) Etudier les variations de g. Calculer g(1). %
b) En déduire le signe de g(x) pourx > 0.

Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par: f(x)=x— -

X
a) Etudier les variations de f sur]O, +oo[ . ’
b) Montrer que la droite D:y=x—1 Qﬁ\ptote ala courbe & de f, dans un repére orthonormé

(O,;, }) , au voisinage de +oo. Q
¢) Montrer qu’il existe un point A i la tangente a & est parallele a D. Tracer & et D.

Exercice 3

®
On considere les suites (u@ définies, pour tout entier naturel 7 non nul, par :

ulzl,un=un_l+; n>2etv,=u,—Inn pour n>1.

1. a) Calculer u,, uset u, .
1
k

n
b) Montrer que, pour tout entier naturel # non nul : u, = Z
k=1

. 1 k+1 ]
a) Montrer que, pour tout entier naturel K non nul : —— < j. —dx<—
k+1 & x k

b) En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a les inégalités suivantes :

1
un—ISlnnSun—; et 0<v, <1

a) Montrer que, pour tout entier naturel n nonnul : v, —v,

b) En déduire le sens de variations de la suite (vn ) .




4. Montrer que la suite (vn) converge. On note y la limite de la suite (vn ) (on ne cherchera pas a calculer y ).

Quelle est la limite de la suite (un ) ?

Exercice 4

Soit f1a fonction définie sur R par : f(x) = et F' la primitive sur R de f qui s’annule en 0.

2z
1+4x
a) Montrer que pour tout x €R, on a : F(x) > ln(2x+1) .
En déduire lim F(x).

X400

b) Montrer que F est impaire et calculer lim F(x).

X—>—0

Soit G 1la fonction définie par G(x) = ln(2x+ V1+4x? ) ; X €R.
a) Montrer que pour tout x €R on a G(x) =F (x) .
b) Montrer que F réalise une bijection de R dans R.

3. Déterminer la primitive H sur R de la fonction : x H

1+ 4x
Exercice 5

Etudier les variations de la fonction définie sur ]0 +oo[ p x—1-Inx.

En déduire que pour tout x> Oona: lnx<x-1.

Soient X, X,, X;...X, ; n nombres strictement p031 s égaux a 1.

X
On pose u, :ﬁk ; k=1,2,3,...,n avec

a) Montrer qu’on a —Zln
noo

b) En déduire que £

Exercice 6

1. Etablir que pou xZOona:x—%Sln(x—kl)Sx

C k
2. Soit la suite (u, ) définie par : u, = Zln [1 + —2] pour tout n eN*

k=1 n

a) Calculer u, et u,.

b) Montrer que pour tout #>1 on a: Zkz = n(n +1)(2n +1) .
k=1

¢) Montrer que la suite (un) est convergente.
1 2 3
Soit (vn ) la suite définie sur N* par: v = (1 + _ZJ (l + —zj(l + —Zj (1 +
n n n

Montrer que (vn ) est convergente et calculer sa limite.
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Exercice 1

1. lzm\/_ln[ ]—lzm(\/_ln(x+1) Jxin(x))

x0T x>0t

a: lim \/;ln(x+1):O et \/;ln(x):%\/;ln(\/;)

x—0"

lim \/;=Oet lim xln(x):()doncparcomposée lim \/;ln(\/_) 0. Ainsi lim \/_ln[x+1j=0

x0T x0T x0T x0T X

Pour x =0 ; ln(cosx) = ln(cosx) —in (COSO) etonpose f(x)=In (cosx) &

X x—=0
La fonction cosinus est dérivable en 0 et la fonction logarithme est dérivabl

) ln(cosx)
et f'(0)= —tan(O) =0donc lim——==0.

x>0 X

ln(cosx) ln(cosx c0s x

ou bien : pour x # 0;
X cos

Ona limM
x—0 X

=0

In(x)

n(cosx)

limcosx =1et lim ———= =1donc par composee =1. Ainsi llm =0.

x—0 =0 x— x—0 X

x—0 X x—0 X— 0

In(x*+1 -
limM = limM av %’L(}C2 +1) . f est dérivable sur R et
n

2
x"+1
)
—0 X
ln(x2+1)
Ou bien : pour x=0_; =—IXXx

2
X X

5 1 ln(x2 +1) ln(x2 +1)
limx~ =0et =1 donc par composée lim———==1 et par produit lim———==0.
x—0 X x—0 X x—0 X

1 1 1

In(x? +ln(1+j ln(1+j ln(1+)

Pour x> 0: ln(x2+1)= ( ) ) :ln(x2)+ 2 :21”(x)+ e
X X X X X X

1
. l"[”xzj . In(x) | In(x+1)
ona: lim ————==0et lim =0 donc par somme lim ————~ =0
X—>+00 x X—>+00 x X—>+0 x

fix)= 2x2 = £'(0)=0, Don
1+x ®

Pour

x> 0; x—ln(x2 +1)=x—ln(x2)—ln(1+i2j=x—21n(x)—ln(1+i2j=x(l—2 "

X X

l
lim In (1 + i] Oet lim M =0 donc par produit et somme /im x—ln(x2 + 1) =400,

X—>+00 X X—>+0 X X—>+0




2x+1 2x+1
In| —— In| ——
2x+1 2x+3 2x+1 2x+3 —2x
Pour x>0; xIn| —— [=xx X -1 |= X .
2x+3 2X+1_1 2x+3 2x+1_1 2x+3
2x+3 2x+3
—2x —2x

Ona: lim = lim =-1
oo Q43 aown 2y

In (2x+1j
et lim 2x+1 = lim 2x_1 tllmlﬂ—ldonc par composée [im _\2x+3)

x—>+0 D x 4 x—>+0 D x x>l x — xoo 2X+1

2x+3

=1let par produit

lim xIn 2x+1 =—1.
2x+3

In(x+1)+In(x+3)=In(x—4).1 faut que x+1>0; x+3>0et x—4>0 ; soitx € |—1,+o0] .
Onadone In(x+1)+In(x+3)=ln(x—4) < In[ (x+1)(x+3)] =zn(x—4%&4x+3=x—4
Car la fonction In est une bijection sur ]0,+o0[ .

< x> +3x+7=0 etona A< 0donc pas de solution. .Q
2In(x—2)=In(x+3)cette équation est définie lorsque x—2 h» 0 signifie x € |2, 0] .
2ln( ~2)=In(x+3) = In(x-2) =in(x+3) = x* 24x 4= x43 < »* ~5x+1=0. On adonc

S+ \/ o 54421
X = et Xy = et comme X € ]2, +oo[® seule solution qui convient est x, = .
2

X—>+00

2
(ln( )) — 3ln( )+ 2 =0 .Cette équation est dé lorsque x>0

r=1 =2
Q@{ ou < hx=1loulnx=2< x=eou

t=lInx

t(t2—1)=0

t :ln(x)

.Ainsi Inx=1ou Inx=00u Inx=-1 <

— et les trois réels sont des solutions.
e

ln(x2 —x)+ln(3 !

1
4) =< 0. Cette inéquation est définie lorsque x* —x>Oet =0et 3x+4#0
X+

3x+4

Soit donc x € }—% ,0{ U1, 4o .

ln(x2 —x)+ln(3 !

x+4)<0 <::>ln<x2 —x)—ln(3x+4)<0 <::>ln(x2 —x)< ln(3x+4)

&> x> —x < 3x+4 Car la fonction In est une bijection strictement croissante sur ]O, +oo[ .

< xP—4x—-4<0.

L’ensemble des solutions est :|2 — 2\/5 s 0[ U :|1, 2+ 2\/5 [ .




Exercice 2

1. a) g est somme de fonctions dérivables sur ]O, +oo[ donc elle est dérivable sur cet intervalle et

g'(x)=3x2+3>0; Vx>0
X

lim g(x)= lim x(x2 —l+2@j =+ et lim g(x)=-o
X—>+00 X—>+00 X X x—0"

g est strictement croissante sur ]0, +oo[ .
gM)=0.
b) g est strictement positive sur ]1, +oo[ et strictement négative sur]O, 1[ .
. P Inx
a) Soit f'la fonction définie sur ]O, +oo[ par: f(x)=x—1-—.
X

X2 ><l —2xlnx

— 3 p—
£ est dérivable sur [0, 4oof et fi(x)=1— X —j 172 _x 1+%g(jc) .
X X X
Le signe de f'(x)est celui de g(x)sur ]O, +oo[ . Q

. . Inx . Inx
lim f(x)= lim x—l——2=+oocar lim —2=0
X—>+00 X—>+00 X X—>+0 x

lim f(x)= lim x—l—l—n;=+oo.
x—0" X—>+00 X

X

A J
b) Montrons que la droite D : e asymptote a la courbe & de f .

lim f(x) —(x —1) = lim =0 donc la droite D: y = x—1est une asymptote a la courbe & de f au

voisinage de +oo.
c¢) Montrons qu’il'ex n point A de & ou la tangente a & est paralléle a D.
Le coefficie rde D est 1, donc

I’abscisse du point est solution de I’équation f '(x) =1

3_
ﬂ:19x3—1+21nx:x3 <:>—1+21nx:0<:>lnx=l<:>x:\/z. Ainsi A est le point de
x

1
& d’abscisse \/;et f(«/Z)=x/;—1—M:x/;—l—L(e):\/;—l—2ie.

e e

Finalement A(\/z,\/;—l—zij.
e

& admet les droites D et x =0 comme asymptote et une tangente paralléle a ’axe des abscisses au point de

coordonnées (1, 0) .




Exercice 3
1. ayu =1, u —u+l—E u —Eu —é
I T S T )
-1
b) Par récurrence : u; :Z—:lqui est vrai;
ok
n 1 1 n
supposons que U, :Z—.Alors U, =U, +——=

— 20n a donc démontré par
pa n+l1

1
i
1
.

n
récurrence que pour tout naturel # non nul, u, = Z
k=1

. 1 1
a) Si, pour un naturel k£ non nul € [k, k+ 1] ,alors k ﬁ < — < — (car tous ces termes sont
+ X
) ) k+1 ] k+1 ] k+1 ] .
strictement supérieurs a z€ro) —> Ik — > - dx < Ik % dx . (D’apreés la positivité de
X

) ) 1 k+1 1
I’intégrale .) soit encore < I <
k

b) En écrivant les encadrement pour k = 1,2,...,n, on obtient :
2

Soit en sommant membre 2 membre et pour les intégrales en utilisant la relation de Chasles :

l+1+...+ls nldx$1+l+l+...+L.soit: un—lslnnSun—l
2 3 n Jx 2 3 n—1 n

De I’inégalité de gauche, on en déduit que u, —Ilnn <1 et de I'inégalité de droite — <u, —Inn, soit
n

1
—<v,<1.0nadoncafortiori0<v, <1.
n

1 n+l |
¢) Variation de (vn) : on caleule v, —v, =u,,, —In(n+1)—u, +Inn= P —I — dx pour tout naturel
n+l Jn x

7 non nul.

Lysllsly_dsol
BAC.MOUR ;




. 1 .
Or d’apres I’encadrement trouvé a la question 2. a), on a —1 < = j —dx<0 cequi
n+ X noXx

montre que v,

i1 —V, <0, c’est-a-dire que la suite (vn ) est décroissante

La suite (vn) est donc décroissante et minorée par zéro : elle est donc convergente vers un nombre y supérieur

ou égal a zéro. Puisqueu, =v, +Inn que lim v, =yetque lim [nn=+o0, on obtient par somme
Nn—>+00 Nn—>+0

lim u, =+oo . La suite (un ) est donc divergente.
n—+0

Exercice 4
1. a) Montrons que pour tout x €R, ona: F(x) > ln(2x+1) .

Soit p(x) = F(x)—ln(2x+1) pour x=>0.
2 _ 2 —2\1+4x
2x+1 (14447 ?(2x+1)

On a @ est dérivable sur [0, +oo[ etp'(x)=f (x) —

(2x+1) —(1+4x”)
N (2x+1)(2x+1+\/1+4x2) w4 2een)| 1445

strictement croissante sur [0, +oo[ etqo( =0 donc Vx> O >0, donc F > ln(2x + 1) .

=2 > (0donc @ est

Comme lim ln(2x+ 1) +o0 alors d’aprés le théoréme 1son des limites on a llm F(x)=4w.
X—>+00

b) Montrons que F' est impaire.

On a : F'la primitive sur R de f qui s’annule en O& I S (¢)dt et comme f est paire alors

j_ f(r)dt=2j0 F()dr < j_ @) ; )dr=2j0 f(t)dr relation de Chasles pour le calcul

intégrale m
j_xx fndt=2 j: Fodr | 1 (i = j: F(t)dt < — '[O'x f(t)dt = j; f(t)dt et done —F (—x) = F (x)

et F' est impaire .

On a F est impai r x>0, on pose x=—t alors
& —F(1)2In(-2t+1) < F (1) <—In(-21+1).

lim —ln(—2t + 1) =—oo donc par comparaison des limites lim F(t) =—o0

t—>—0 t——0

a) Montrons que Vx€R on a G(x) = F(x).
a V1+4x% = \4x? =2|x|:> 1+4x° +2x>2x+2|x|20etd0nc V1+4x* +2x>0

De plus la fonction x > v/1+4x” +2x est dérivable sur R donc G est dérivable sur Ret Vxe R ;

8x 2N1+4x* +4x

G'(x)= 2\/1+4x Jiva 2 Fx).

BTN EVT RN T TORN e

et comme G(O) =0alors G I f(®)dt et donc G I f(®)dt = ( )pour tout réel x.




b) Montrons que F' réalise une bijection de R dans R.
On a, pour tout x réel, F'(x)= f(x). F est dérivable donc continue et elle est strictement croissante sur R

donc elle réalise une bijection de R dans F(R)=R.

3x+5 telle que H(0) =

V1+4x

3x+5  3x N 5 _E 8x +§ 2
JI+4x  1+4x J1+472  81+4x° 241+4x°

. Hestlaprimitive de x >

Soit h(x) =

et donc H(x)=§><2 1+4x* +%F(x)+k,k€ R soit encore : H(x):%\/1+4x2 +%F(x)+k,ke R.

H(0)= é@k 0. Finalement H(x) = %\/1+4x2+§F(x).

Exercice 5
. f(x)=x—1-Inx; x>0.
I x-1
la fonction f est dérivable sur ]0,+o0 et f(x)=1-—= =
X x

Pour x>0 ; f(x):x(l—l—lﬂjetdonc lim f(x)=
x x X—>+0

lim f(x)=+oocar lim In(x)=—x©
x—>0" x>0t

X

£(x)

f(x)

. La fonction f admet unn$ 5i enlégala0 donc Vx>0,ona f(x)= f(1)=0= f(x)=>0d’ou

x—=1-lnx=>20<lnx <

@2 .,n avec M = Zxk
: E =

Xg

x,
etpour x=u, ona: In| — [<—-1
M) M

1 n
—+L_ —n. ( NB:lasomme —Zxk ne dépend pas de k. )

k=1

ZkaSn n= O:Zln X, <n><ln(1

noo




=1 =

n

b) d’aprés a)ona: Z lln(xk ) <

=1 1

ln(lk_[ (xk)lJ<ln(%kZ::xkj.

on applique la fonction x > e”, strictement croissante sur R, on obtient : (xl Xy, X5....X, )7

./xl Xy Xy Zxk

nis
Pour x, =k on obtient:

fix2x3%..xn<— Zk<:>\/_'< (";1)@4/53@@71!3 "

n4

Exercice 6
2
X
1. Montrons que pour tout x>0ona: x—— < ln x+1

1
On a pour tout >0 1— <1et les deux fonctions sont con 0 +oo[ donc d’apres la positivité de
+1
I’intégrale pour tout x>0, j —dt<j ldt & lm@x@ln 1+x < x pour x=>0.
1

1+t 1+t
fonctions sont continues sur [0 +oo[ donc la pos1t1v1te de l’1ntegrale pour tout

X
xz(),'[o(l_t)dz< 01+t%q <|:ln 1+t] <x<:>x——<ln(1+x)

On en déduit donc que pou xg Oona: x—— < ln(x + 1) < x. (Bien sur on peut procéder autrement

On a aussi pour >0 : (1—t)— <0donc 1- t<— pour £ >0 et les deux

étude de fonctions p ples.)

u, = iln 1
k=1

a) Calculons u, et'u, .

1 2
= Zln(uﬁzj = ln[1+l2j =In2 etu, = ZIn(Hﬁzj = ln(1+i2J+zn(1+%) :ln(§J+ln(
= 1 1 = 2 2 2 4 4

n(n+1)(2n+1) '

n
b) Montrer par récurrence que pour tout #7>1ona: Zkz =
k=1

t1><(1+1)><(2><1+1)
e

=1 donc I’égalité est vraie pour n=1.

1
Pour n=1, Zk2=1

k=1

! n+l
Supposons pour 1>1, Zk2 = n(n+1)(2n+1) et démontrons que Zkz = (n+1)(n+2)(2n+3) .

k=1 k=1 6

n+l




n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2 =(n+1)(@+(n+1ﬂ=%(n+1)(n(zn+1)+6(n+1))

= é(n+1)(2n2 +n+6n+6) = é(n+1)(2n2 +7n+6) = (n+1)(n+62)(2n+3) ce qu’il faut prouver.

n(n+1)(2n+1) .
6

n
Donc pourtout #>1ona: Zk2 =

k=1

¢) Montrons que (un ) est convergente :

2
D’aprés 1.ona: 13k£n:>%e[0,+oo[etdonc iz——“Sln(H
n n~ 2n

(1+1j(2+1j
= lim n n =0

n—>+m 2n

1 +l 2+1
+1 = (n+1)(2n+ , n n

limn—=lim—n:—et lim 3
n—>+o 2pn n—sto 2 n—>+0 12n° 12n

. 1
donc par le théoreme de comparaison Q La sulte est donc convergente vers — 5

VneN*par: v = 1+— Ql+ 1+

Soit ¢, = ln

1
z, =ln(vn)§l+%):undonc u, :ln(vn)et nliizzwun :%donc nli’ﬁov —e?=+e.
k=1

La suite (vn ) est donc convergente vers \/Z .




