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Exercicel

1 1- (lnx)2
Soit f1a fonction définie sur/ =| —,e |par: f(x)= .
e

1
1. a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en e et a droite en — &
! <

(lnx)2 —Inx—1

X ’1 —(lnx)2 .

c) Dresser le tableau de variation de f et tracer sa courbe dans un repére orthonermés»

1
b) Montrer que f est dérivable sur}— , e[ etque f'(x)=
e

Inx
Soit H la fonction définie sur I par : H(x)= I N1-Fdr
1

Montrer que, pour tout x € /on a : Ixf(t)dt =H(x)— H( ‘b
1

Soit A une mesure de I’aire du domaine limité par@ -& et les droitesx=1x=eety=0.

Montrer que A=—H(1).

Soit K(x)= rmxll—tzdt pour tout x € |40, —
0

a) Montrer que K(x)= %x % r tout x € [O, %} .

b) Déterminer alors A. °®

Exercice2

Soit f la fonction dé 0, +oo[ par: £(x) = Lx Int gt

1+¢2

ens de variation de f.
b) En déduire le signe de f(x).
: ( . . *Int
a) Soit x un réel strictement positif, calculerJ‘ —-drt.
1t

b) En déduire que pour tout x>1, l(l—l—llmc)sf(x)Sl—l—llnx.
2 X X X X

1
¢) Prouver alors que f admet une limite / en +oo et que 5 <I<I1.




1
3. a) Montrer que, pour tout réel x>0, f(x)=f (—j
x

b) En déduire que f est prolongeable par continuité en 0.

g =f(0) x>0

Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par :
g(0)=I

1
a) Etudier les variations de la fonction A définie sur]O, 1] parh(x)=g(x)— 5 (xlnx - x).

b) Montrer que pour tout réel x de ]0, 1] , 8(0)—1< %(xlnx - x) .

c¢) Etudier alors la dérivabilité de g a droite en 0. Q\

d) Donner I’allure de la courbe de g. On prendra [ =0,36.

Exercice3

L
1
Pour n entier de N*, on pose : u, = Z? —Inn.On admet que la suite u converge et on note y sa limite.
k=1
nlnn (b
1. Onpose pour toutn >2, v, = (—1) —

n

Calculer lim v, . &ic
n—>+o0
Int
a) Etudier les variations sur]O, +oo[ de la foncti n/g définie par g(r) = ot
t

l n Int
b) Justifier les inégalités :V et Vn>4, ) < I N
n

n -1 ¢

B (ln(n) )2

Pour n>3,onpose: s — — e =
P k k nmhTTT

a) Montrer que i (an )n>3 est décroissante.

b) Mon la suite (an )n>3 est convergente.

n

a) Montrer que [n(2)x Z% = 22
k=1 k=1

2k _
2% "

n
. 1 . . .
b) Déduire que pour toutn >3, ona: s,, =t, —t,, +In(2)x E — . En déduire une expression de s,, a ’aide
k=1
de a,,a,, etu, .

5. Calculer lim s,, (on exprimera cette limite en fonction de y et de In(2)).
n—+oo
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Exercicel

. a)xe{l,e{, f@-fo_\1=(nx) () (1-ln)(1+I)
xme  x(xme) (o) fI-(im)  x(x-e) 1_(znx)

2

(1 lnx) 1+lnx) 3 (lnx lne) 1+lnx)

\/1 lnx ) \/1 lnx

(lnx—lne) 1 ) (1+lnx)

Or lim —— = =—cet [im —————= =+ donc [im
x—e” (x_e) € xoe ’1—(171)6)2 x—e”

gauche en e.

1
elte] a6 T
e

1 ( 1) B ( 1
X—— x| x—— x| x——
e e e

f() f(e)

“est pas dérivable a

= oY, 1
=edonc lim w =+oodonc f n’est pas dérivable a droite en —.
x—)(%

< x<es—-1<nx=<1 (p issance de la fonction In.

<0< lnx 2l lm; <0=0<1- lnx) <1.

2 1
La fonction @u) est dérivable sur O +oo[ et elle est strictement positive sur }— e{ donc la
e

2

1
foncti 1- (lnx) est dérivable sur —,e| et sur cet intervalle x est non nul alors f est dérivable sur

-2 lnx)
( 1’1— lnx 2 (lnx)—wll—(lnx)z
} { 21 (inx)? 1—(lnx)2 —Inx—1+(lnx)’
—,el et fl(x)= = Cestle

X x? \/1 - (lnx)2

résultat demandé.

1
c) Le signe de f '(x) sur 'intervalle }— ,e{ est celui de (lnx)2 —Inx—1.
e




1+J§

2

Soit pour t € ]—1,1[ le trindme > —¢—1. 1l a pour racine € ]—1, 1[ et

1-5
2

& ]—1,1[ et donc

(1nx)? _l”x—1=[lnx—1+2\/§J[lnx+ 1_2*/§J - Donc (Inx)’ —lnx—12>0 < Inx+ 1_2‘5 <0

=0

15

Sx<e 2

15

o . . 1 . .
A1ns1fest strictement croissante sur | —, e et strictement décroissante sur | e 2 ,€ |.
e

8
N

()
. La fonction In est dé sur I et a valeurs dans [—1, 1] et sur cet intervalle la fonction x \]l — x2 est

1 '
continue ainsidd e ivable sur I et pour tout x € Jona: H'(x)=—x 1—(lnx)2 et comme H(e)=0
X

alors H'est imitive de la fonction x> l X ,’1 - (lnx)2 qui s’annule en e et donc
X
X 1 2
Hx)=| - ,’1— Int) dt
(x) L tx (n )
1
H(x)=Lx 1= () e+ ke, ke eR Mais HO=| %x,,l—(lnt)zdt+k=0+k=0<:>k=H(1)
t
x ] 2 x
On a donc H(x) = L - ./1—(lm) di+H(l) & jl f(t)dt =H(x)—H(l) .

3. Puisque fest positive sur [ L’aire A demandée est A = J le f@dt=H(e)-H1)=—-H().




4. a) Lafonction sinus est dérivable sur R et sin <|:0, %:|> = [0, 1] et la fonction x > \1— ¥ est continue sur
[O, 1] donc K est dérivable sur {O, %} et K'(x) =cosxx \/ 1—sin’x = cosx><|c0sx| =cos’x vu que x €

03]

X
Comme K(0)=0alors K(x) = I:coszt dt = %J‘:(l +cos2t) dt = %[t +%sin2t} = %(x +%sin2x] )
0

2

2 4’
Exercice2 \
-

) Int . . :
1. a)La fonction f > 3 étant continue sur ]O, +oo[ donc f est dérivable sur cet i our tout réel x
1+¢
. Inx . . . . .
x>0, f'(x)= . fest donc strictement croissante sur [1, +oo[ et st nt décroissante ailleurs.

1+x°

b)A:-H(l):jO1 l—tzdt=J.0Sin(72r] l—tzdt=K(£)—; d

b) f admet un minimum absolu en 1 qui vaut 0 donc pour tout réel (x)=0.

2

. . . . [~ Int
a) Calculons a laide d’une intégration par partie L —dt.
t

1

v(t) = Int v'(t) @
On pose on a donc &

L
u(t)_t2 #

Les quatre fonctions étant continues s alors d’aprés le théoréme d’intégration par partis on peut

1 1
D’au : 2t2<:>t2+t221+t2<:>—2$ 5
2t 1+¢

o 1 1 1
Ainsi pour x >1 et ¢ réel appartenant a [1, x] ona: — <——<—etcomme /=lalors Inf > Oet donc,

262 1412 ¢

. Int Int Int
on obtient — < <—.

22 1412 £

Int _ Int _lInt -
On a donc pour tout réel x >1 et pour tout f réel appartenant & [1, x] ; — < < —-et la continuité




_J- lnt J‘lx Int dt—.[l ln—tdt 5 +1 gf(x)g_lﬂ—l+1 ou encore
X X

1+£2 12

1(1_1_@)<f( )<1_l_lﬂ'
X x

2 X X

1
¢) x=>1donc —+lﬂ>-0etparsuite f(x)sl—(l+lﬂjﬁl
X X X X

[ est strictement croissante sur [1, +oo[ et elle est majorée par 1 donc elle admet une limite finie / en +o0.

lim l—l—lﬂ=let lim 1(1—1——J:letpour x>1 1(1—1—%j<f( )<1—l—l—donc
X X 2 2

X X
- 1 \
par le théoréme de comparaison 5 <I<1. @
: 1 _ 1
a) Soit pour x € ]O, +oo[ o(x)= f(x)— f| — |. La fonction x — — est denvable su +oo[ et a valeurs
X

strictement positives et comme f est dérivable sur cet intervalle alors able sur]O +oo[ et

A ‘Z@
9'(x)= 100+ Zf(xj liﬂ%
R 1+( 6

x40 X X x>+ 2 X X

@'(x) =0 pour tout réel x de ]0 +oo[ donc ¢ CS}) te sur 0 +oo et comme @ )= SO-fD=0

1
alors la fonction @ est nulle ce qui dm@ tout réel x de ]O, +oo[ Jf(x)=f (_J .
X

b)Ona: f(x)zf(%jetd@(x)_ l”(’){rf( J

1 1
Or lim —=+ooet =/ alors lim f (—j =1[.Ainsi lim f(x)=1[ quiestun réel fini donc f est
x—0t X —+ x—0" X x—0"

prolongeable par.c ité en 0.
1
a) Pou , h(x) = g(x)—a(xlnx—x).
g est en faite le prolongement par continuité de f en 0 donc g est dérivable sur ]O, 1] et la fonction

x> xlnx— x est dérivable sur ]O, +oo[ donc sur ]0,1]. Ainsi h est dérivable sur ]0,1] et

2
h'(x)=g'(x)—%(lnx)=ln—x——=lnxx1—xso carsur ]0,1] Inx<Oet 1-x> >0,

1+ 2 2(1+x2)

h est alors strictement décroissante sur ]0, 1] et h<]0,1]> = |:2




1
2

b) On a pour tout x € ]O, 1] , h(x) e h<]0,1]> = |:

{ = h(x) <1
1 1 .
< g(x) —E(xlnx—x) <l gx)—-1=< E(xlnx—x) ce qu’il faut prouver.

¢) Pour x >0,

g0 =80 = Gl . Or g(x)—l<l(xlnx—x)et x > 0donc g(x—)_l<l(lnx—1).
X X 2 X 2

1 -1
lim —(lnx—l) =—o0 donc par le théoréme de comparaison lim sl
X0t 2 X
droite en 0.

= —oo et g n’est pas dérivable a

Exercice3

Inn
1. |v,|=——car n=2donc Inn>0etco
n n n—>+0

2. a) g estdérivable sur]O, +oo[ et g'(x >

On constate que g est strictemen ssante sur [e, +oo[ et qu’elle est strictement croissante sur]O, e] .
. . . . .
b) g étant strictement Q ante sur[e, +oo[ alors pour n >3, la fonction g est majorée par g(n) sur

[n, n+ 1] et, pour , minorée par cette méme quantité sur I’intervalle sur[n -1, n] . En découlent les deux

inégalité ndées.

2 2
a)a,,—a,= ln(n+1) - (ln(n +1)) + (lnn) = ln(n +1) _J'n+lln_t dt <0ce qui prouve que la suite
n+1 2 2 n+l no ot

(an )n23 est décroissante.
b) Egalement :

n n—1 k+1 n-l nl
t = %=@+%+ %+m—n.0r%2"‘ i ln—tdt Vk >3 donc Z %Z I+ ln—tdtet
t k t

" k 1 2 k n k =3 k=3

k=1 k=3




Int
i dt (Relation de Chasles pour le calcul intégrale). Donc
t

NN (L
2 n 3¢

I L ;(lnn)2 ‘%(1"3)2- On en déduit que

an:tn—%(l ) >ln?2 ln_n_l(l 3) >ln—2—%(l 3) Ainsi la suite (an) est minorée. Comme elle

n 2

est décroissante, elle converge. \

a) On calcul [n(2)x Z Z[ﬂ _Ink j Z In2k lnk z In
o K

k=1

b) S5, +1p, = Z(_l)knT"'kZl:nT = 22:, nsz =ln(2)><kz:—
= p= —

k=1

(inn)’ (in(2m))°

Onadoncs,, =a, +T_a2" —T+ln2x

2
Sy, =a, —a,, +u, [n2— (ln2) .

n—>+0

Ql In2
5. Onadonc llm s2n—llm %@nz n2) _ yIn2— (’12)




