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Exercice 1:

1)QCM :Une seule réponse est correcte.

1)L’approximation affine pour x proche de 0 de

sin(n+x) est:
a) -x

b) sinx C) -cosX

2)L’ approximation affine de ﬂTonrsque x~0 est :
a)yl b)1-x c)1+x
3)L’approximation affine de /1 + x lorsque x~0 est :
b)1 +%x C)1+2x

4)pour tout n21,I’'approximation affine de (1+x)"
lorsque x~0 est :
a)l+nx ,

a)1-%x ,

b)1+x" c)n+x
Il) Vrai ou Faux.

Les courbes ci-contre représentent une fonction f
dérivable sur [-2 , 2]

en trait continu et sa

fonction dérivée f' en

pointillé

a) (ff y(0)=1

b) La droite D : y = x + 1 est tangente a la courbe de f
au point

d’abscisse 0.

c) Il existe unréel c €]-1, 1] tel que f(c) =1
Exercice 2

En utilisant la notion de dérivée, déterminer les limites
suivantes :

1)a)lim Vx +4-2 * 42
2)f est une fonction dérivable sur IR tel que f(1)= f(0)

. f(2x)-f(2x-1)
calculer hn} T
x—>E 2
Exercice 3:

Soit f la fonction définie sur IR par :

b lim S iy 1-COSX

x—=0 X x—0 X

flx) =x cos(l) si x#0
X

f(0)=0
Etudier la dérivabilité de f en 0.
Exercice : 4
On a tracé ci-dessous, dans le plan muni d’un repére
orthogonal, les courbes C; et C,4 représentatives de
deux fonctions f et g définies et dérivables dans IR .

La droite D est tangente a la courbe C; au point

. , 1
A(-1;0) et passe par le point de coordonnées (—2;5j

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.

Par lecture graphique :

a)Déterminer g'(-1) et f'(-1)

b)Une des deux fonctions est la dérivée de I'autre,
déterminez laquelle en justifiant votre choix.
c)Déduire que le point B est un point d’inflexion a la
courbe Cf .

Exercice 5

tanx

Vérifier que pour x e]O,g[; 1< = 5 1 + tan®x

Exercice 6
Soit h la fonction définie par :

1
h(1) =0 et b’ (x)= —,x>0
X

Onposef(x)=h(x+ +J1+x2).
1°) Montrer que f est définie, dérivable sur IR
et calculer ' (x).
2°) Montrer que f est une fonction impaire.
3°) Montrer que pour tout x de IR+, f ( x ) < x.
Exercice :7
Soit f une fonction dérivable sur IR vérifiant ;
f(0)=0etf (x)= !
1+ x?
A/ 1/ Montrer que f est une fonction impaire.
2/a—-Prouver quef(1)<1.

b — En étudiant les variations de la fonction K

définiesur[1,+oo[parK(x)=f(x)+%

Montrer que f est majorée sur [1, +oo [ puis déduire

que f admet une limite ¢ en +w.
B / Soit g la fonction définie par, g(x) = f (x)+f(%)

1/ a — Etudier les variations de g .
b — Déduire que¢=2f(1)

2/0npose h (x)=tanx, pOUl'XG]-%, %[

a — Montrer que ¢ = lim (foh)(x)
X—7/2

b — Mque pour tout xe] -g, g [onafoh (x)=x
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¢ — Déduire la valeur de ¢ puis la valeur de f (1 ).
3/ Construire la courbe C de f dans un repére
orthonormé.
C /1 / Montrer que I'équationf(x)=
une solution unique a € 10, 2 |

2/ Soit u la suite définie sur IN par :

2x-1 admet

Uu=0 etvnelN, -1+un+1=f(%un)

a— Montrerque V nde INu, € [0, 2]

b — Montrer que [u ,,,—2a |< %Iurl —2a |
¢ — Déduire que la suite u est convergente

et déterminer sa limite .
Exercice 8
Soit f une fonction deux fois dérivable sur IR et telle
que pour tout réel x :f(2x) = 2f(x) (1)
1) a) Déterminer la valeur de f (0)

b) Démontrer que f'(2x) = f'(x), xelR
2) Pour x réel fixé, on désigne par (u,,) la suite définie

surIN par: u, = f’(%)

a) Montrer que la suite (u,,) est constante.

b) En déduire que pour tout réel x, f' (x) = f' (0)
3) Déterminer toutes les fonctions deux fois
dérivables sur IR qui vérifient la relation (1)

Exercice :9 ( 3 points)

Soit f une fonction définie sur [1, +oo[ et ayant une
dérivée continue et croissante. Pour tout p € IN*,

on pose u, = Yh_, f'(n)

1) a) Démontrer en appliquant le théoréme des
accroissements finis a f dans un intervalle bien choisi
que : Pour tout n de IN¥,

ffM<fln+D)— f(n) <f'(n+1)

b) En déduire que ; Pour tout p de IN*,

- =<f)-fO<u,-f'(1)
2)0n prend f(x ) =

a) Vérifier que la suite u est monotone.
b) Montrer que la suite u est minorée par (-3)
c) En déduire que la suite (v ,) de terme général

ﬁ 1( ) est convergente et que sa limite

Vp =
appartient a [5 , 5]
Exercice 10:

Soitf(x)=-1+

X
xel-1,1
e 1-1, 1
A)1) a) Etudier les variations de f
b)Montrer que 'équation f(x)=x admet dans

]-1, 1[ une unique solution o et que a > %

c)Déduire le signe de f(x)-x

2) Déduire que f réalise une bijection de ]-1, 1[ sur un
intervalle J que l'on précisera.

3) Construire dans un repére orthonormé, les
courbes ¢ et ¢’ respectivement de f et de f T

4) Expliciter f '(x ), xeJ

5)Soit u la suite définie sur IN par : up € [0,a] et
Uns1=f (Up)

a)Montrer que u, € [0,a], neIN

b)Etudier la monotonie de la suite u.

c)Déduire que la suite u est convergente et calculer
sa limite.

B) Soit h la fonction définie sur] -1, 1[ par :

h(x) = f(- sin(5 x )

1)a) Vérifier que h(x) = -1 -tan(gx);x e]-1,1]

b) Montrer que h admet une fonction réciproque g
définie sur IR.
c)Mque g est dérivable sur IR et que

=
I e ye]
2)Soit ¢ la fonction définie sur IR* par :
1
o(x)=g(x-1)+g(-1)
a)

Mque ¢ est dérivable sur IR* et déterminer ¢’(x)
b)Calculer o( 1) eto(-1).
En déduire que pour tout x >0, ¢(x)=-1,
et que pourtoutx <0, (x)=1

3)Soient V et W les suites définie sur IN* par :
o 1 -1 V
V, = —)+g(— et =1,
;[g(k) g( m )} .
) kelN*

b)En déduire que g (% )+ 9( 1:k )=

a)Donner la valeur de ¢( 1 + ¢

-1; kelN*
-1
“n-g(57)

En déduire que la suite W est convergente et donner
sa limite.
Exercice 11:

c)Montrer que pour tout n de IN* ; V=

A/ Soit f(x) = 2X’qu . xe]1, 2]
1) a/ Justifier la dérivabilité de fsur] 1, 2 [ et
exprimer f ‘(x) en fonction de x.

b/ Etudier la dérivabilité de f a gauche en 2 et
interpréter, graphiquement, le résultat obtenu.

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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¢/ Dresser le tableau de variation de f, puis
construire la courbe C; représentative de f dans le
repere R.
2) al Mque I'équation f(x) = x admet dans ] 1, 2] une
solution unique a.

b/ Vérifier que a e ]%, 2.

3) a/ Mque f réalise une bijectionde ] 1, 2] surun
intervalle J que I'on déterminera. On notera ' = g.
b/ Etudier la dérivabilité de g.

c/Construire la courbe C4 dans le méme repére R.

1
X+ 1

d/Mque pourtoutxdeJona:g(x)=1+

B/ On considére la suite U définie par
U=1etvVnelN, U =g(U,).

1) Montrerque VnelN, U, €[1,2].

2) Calculer g’(x) pour x € [1, 2], puis montrer que

pourx e [1,2], |g'(x)] slzé.

3) Moque pour tout n de IN, |U,, -a | < (522)"|1- (x|.

4) En déduire U converge vers un réel que 'on
déterminera.

C/ On considére la fonction ¢ définie sur[0,4£]

msiXG[O,%[
par ¢ (x) = g T .
o(4)=1
1) Mque pourtoutxde[0,4£], o (x) = #S(ZX)'

2) Montrer que ¢ réalise une bijection de [0, 4£]

dans un intervalle | que I'on précisera.

On note ¢ sa bijection réciproque.

3) Calculer ¢'(2- 1/2).

4) a/ Etudier la dérivabilité de ¢ sur .
b/ Expliciter (¢ )’ (x) en fonction de x.

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur [2, +oo par

f(x) = /1—sin(§)

1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 2.
b) Etudier les variations de f puis tracer sa courbe

¢ dans un repére orthonormé R.

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g
définie sur un intervalle J a préciser.
b) Construire la courbe ¢ de g dans le méme

repere que ¢
. ; r (V2
3) a) Déterminer g (?)
b) Montrer que é est dérivable sur J puis vérifier
14 _ -2
que(g)(x)— —nﬁ,er
4) Soit u la suite définie sur IN* \{1} par :

e )

nim \n+k

a) Montrer que pour tout n de IN*\{1},

+1 1 +1 1
=96 S un <7=9g()

b) Déduire que la suite u est convergente.

5) Soit h la fonction définie sur [-1, 1] par
_ 1 L :
h(x) R e et H la primitive de h sur [-1, 1]

qui s’annule en 0.

a) Prouver que H est une fonction impaire.

b) Montrer que pour tout x de [0, 1[on a:

2

1—4H(x) = e

c) Etudier les variations de H puis construire sa
courbe dans un repére orthonormé R’.
Exercice13 |

Ci-contre,la , |
représentation graphique |
selon un repére f \ |

orthonormé (O,I?,j) de | /

la fonction dérivée f’ ' \
d’une fonction f deux fois | T
dérivable sur IR.

|
De plus, on a: A(—%,OJ |

,B(1,0), C(—Z, gj ot D(O,%)

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle
est vraie ou fausse en fournissant une justification
bien rédigée:
1°) f admet un extremum local en:
a)A b) B c)C
2°) lim f(3x) —f(x) _ 7

x—0 X 3
3°) La courbe de f admet au moins deux points
d’inflexion.
4°) La restriction g de f a [-2, 2] est une bijection de [-
2, 2] sur f([-2, 2])
5°) Si g est une bijection et si g(0) = 2 alors g™' est

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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dérivable en 2 et (g")'(2)=—
(97)@=7

Exercice 14

La courbe C

donnée ci-

dessous
représente une
fonction f définie
et dérivable sur

[0 , Tc].

e C admetau
point A(0,1)
et au point
C(m—1) une
demi-tangente horizontale.

C admet au point B(%,Oj une tangente
horizontale

1°)a) Montrer qu’il existe au moins un réel ¢ de }Og[

tel que f'( )=—z
m

b) Calculer lim f(sin3x)
x—0" X

2°)a) Justifier que f réalise une bijection de [0 , =] sur
[-1, 1]. On note " la bijection réciproque de f.
b) ' est-elle dérivable en 0 ? Justifier.

c) Tracer, sur la feuille a rendre, la courbe
représentative C’ de f".

Pour la suite, on admet que pour tout x<[0, 7],
f(x)=(cos x)3

o . (T 9 .., ...
3°)a) Vérifier que f (E)=—§ ou f’ désigne la
fonction dérivée de f.

33

b) Montrer que f' est dérivable en 'y et

2

déterminer (f1)'[

4°)a) Montrer que f' est dérivable sur J =0, 1[.
b) Montrer que pour tout X € J, cos(f‘1(x)) =¥x.
Exercice n°: 15 ( 5 points)

Soit f la fonction définie sur | = }—%w{

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.

2X

«\/2x+1 '

On désigne par C la courbe de f dans un repére
orthonormé (O,T ]) . (Unité 2 cm)

par : f(x)=

1°)a) Montrer que f est dérivable sur | et que pour
2X + 2

(\/2x+1)3 .

b) Dresser le tableau de variation de f.

1
tout x>——, f'(X)=
5 )

c) Etudier le signe de f(x) — x pour x > —% .

2°)a) Montrer que f réalise une bijection de | sur IR.
On note g la bijection réciproque de f.

b) Tracer, dans le méme repére, les courbes
représentatives C et C ' respectivement de f et de g.

c) Montrer que V x € IR, g(x) 22(\/X2+4 + x).
3°) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit ¢, la fonction définie sur | = }—%,+oo|: par :

@, (x)=f(x)+x"
a) Montrer que 'équation ¢, (x)=1 admet dans

9 . .
:|O’E[ une unique solution a,, .

b) Etudier le signe de ¢, ,(x)—¢,(x),pour x>0.
En déduire le sens de variation de la suite (o, ).
c) Montrer alors que la suite (o, ) est
convergente et déterminer sa limite.
Exercice 16: ( 5 points)
Soit f la fonction définie sur ]1, +oo[ par
f(x) = tan( ).
1) a) Montrer que f est dérivable sur ]1, +oo[ et que
fr(x) = = (1 + tan?(3))
b) Déduire que f réalise une bijection de ]1, +oo |
sur un intervalle J que I'on précisera.
c) Construire dans un méme repére orthonormé
- >

(0,i,])les courbes ¢et @ defetf.
2) a) Montrer que f ™' est dérivable sur J et calculer
(FY(2).

b) Soit g la fonction définie sur ]0, +oo [ par
90X = =5
M que g est dérivable sur ]0, +oo [ puis expliciter g’(x)
3) Soitn e IN*;
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a) Montrer que I'équation f(x) = vn admet dans

11, +oo [ une solution unique a,,
b) Montrer que la suite (a,)nen+ €St décroissante.
c) Déduire que la suite (a,),en+ €St convergente

et déterminer sa limite.

4) Soitn € IN* , Sy, = —— T tnei

a) Montrer que ay, < S, < a,
b) Déduire que la suite S est convergente vers une
limite que 'on précisera.
Exercice 17 ( 5 points )
On consideére la fonction f définie sur [0, 1] par :
f( x ) = cos(mvx)
1) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite.
2) a) Dresser le tableau de variation de f puis tracer la
courbe ¢ de f dans le repére orthonormé
R = (0,7, 1) donné dans I’annexe I.
b) Montrer que f admet une fonction réciproque g
définie sur [-1,1]
c¢) Tracer la courbe ¢’ de g dans le méme repére
R.
d) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par :
@(x) = cos (m(1 + X))
Montrer que la courbe de ¢ est 'image de celle de g
par une rotation que I'on précisera
3) a) Montrer que g est dérivable en 1 a gauche et
déterminer g’'(1).
b) Etudier la dérivabilité de g en (-1) a droite.
¢) Montrer que g est dérivable sur ]-1, 1[ et que
go= — e
wl-x?
4) Soit h la fonction définie sur [-1, 1] par
h(x) =/g(x)
a) Montrer que h est dérivable sur ]-1, 1[ et que
h(x)=—=
Ty 1-X
b)Montrer que pour tout x € [-1, 1], h(x) + h(-x) = 1
Exercice 18( 7 points )
La courbe ¢ donnée dans I'annexe | représente une
fonction f définie et continue sur ]0, +oo [ et dérivable
sur]0, +o [\ {1, 2}.
¢ admet au point A(2, 0) une demi- tangente
verticale.
Le point B( 3, 2) est un point d’'inflexion de ¢.
¢ admet une branche parabolique de direction
(O, 7J) au voisinage de +oo
¢ admet une asymptote verticale d’équation :
x=0.
1) Calculer les limites suivantes :

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.

f(cosx) 1im f(x)

X—2— x—2

FBx)-f(x)

lim,_ +
x—1 x—1

llrnx—>0+

2
lim, .. F(x2+1)

2) Soit h la restriction de f sur [2, +<].

a) Montrer que h réalise une bijection de [2, +oo]
sur intervalle J que l'on précisera. ( On notera h™ la
bijection réciproque de h)

b) Montrer que h™' est dérivable sur J.

Calculer (h)(2).

c) Construire la courbe ¢ de h'dans I’annexe | .
3) Soit g la fonction définie par: g(x)=./2 — f(x)
a)Déterminer le domaine de définition D de g.

a) Etudier la dérivabilité de g sur D.
c) Dresser le tableau de variation de g.

Exercice 19:

Répondre par vrai ou faux, aucune justification n’est
demandée.
1) Soit f une fonction dérivable sur IR+, dont la
fonction dérivée est représentée par la courbe ci
contre : ) ,"f

al f est strictement . /

IV,

croissante sur IR+

b/C a un point anguleux

au point d’abscisse 1.
c/ f4(0)=0.

d/ C; admet une tangente verticale au point

d’abscisse 1.

e/ fadmet une fonction réciproque f" .

f/ f' est dérivable sur son domaine.
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