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Mr:Barhoumi
Exercice1:

i u
(u,) est une suite géométrique croissante de premier terme

In(w,)+In(x,)=11
et de raison q vérifiant: i, i (] +e:')

1)a)Calculer u, etu, puis déduire la valeur de q.

b)Exprimer «, en fonction de n.

n 3’ +5n+2
c)Soit 8, = 3’ In(u, ). Montrer que §, =————*
=0

2)Pour toutn de N on pose a, =n+3.

a)Montrer que: and=(a—kb)Ab ol abetksont des entiers non nuls.
b)Déduire que (25, )aa, =a, Al4.

c)Déterminer alors les valeurs possible de (2.5‘,,) Ad,.

d)Déterminer n pour que (25',, ) na, =17,

3)a)Résoudre dans Z’ I'équation :5x-7y=3.

s n=0(mod5)
b)On pose b, =3(1+na,)-2S, +1987°""®, Déterminer n pour que :
' b, =0(mod7)

Exercice 2:
1)a) Montrer que 6" =1(mod11)et que 6" = 1(mod5).

b) En déduire que 6% = 1(mod55).Déduire le reste modulo 55 de 6°°' .
2)Soient a et b deux entiers naturels tel s que @' = b(modSS) et a’ =1 (mod 55) .
Montrer que b*' = a(mod 55)
3)Montrer que I'équation : 55x - 40y =1; n'a pas de solutions dans Z?.

4)Soit I'équation (E): 17x - 40y =1 ;(x,y) eZ’,
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2 -7(mod40)-
a)Montrer que si (x.y) estune solution de ( E)alors ¥= (

[ (E)
b)En déduire une solution particuliere de (E)

yéquation (E)-

c)Résoudre dans Z°
entiers tel que

d)En déduire les couples ( xy) d’
17x-40y =7 et xAy=7.

1)a)Montrer que pour tout entiern, le

s entlers (14n+3) et (5n+1) sont premiers entre eux.,

uetvtels que 31u- 11v=1.

b)En déduire les entiers
! 221w =3.
2)0n considére dans Zx Z I'équation (B):31x-11y

a)Donner une solution particuliére (Xo.yo )de (E).
7, de I'équation ( E).

b)Déterminer 'ensemble des solutions dans #x

x=2(mod31) '
3°0n considére le systeme (S ) : {r 5 (modl l) ou x est un entier.

Montrer que x est solution du systéme (S)siet seulement si ¥ 5126(mod34l) ¢

4)Soit I'entier N =5-3x 12129 péterminer le reste modulo 341 deN.

Exercice4:
1) Etudier suivant les valeurs de I’entier naturel n le reste de la division euclidienne de 5" par 7.

2/)Pour tout entier naturel n, on pose §, =1+3+ 5% it 5
a) Montrer que : 45, = s
b)Soit @ un entier, montrer que : 45,
¢)En déduire le reste de la division euclidienne de S, par 7.
3)Soit n un entier naturel donné.

On considére dans ZxZ les équations (£, ):5"x =8,y =0 et(£)
a)Montrer que pour tout nde N , S, et 5" sont premiers entre eux.

b)Résoudre |'équation (£, ).

¢)Montrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y) tels qu
25x—31y=7

xay=T7 |

=a(mod7) si et seulement si S, =2a(mod7)

:5"x—-S,y=1

ex=35+kS, et y=28+k5"aveck e Z.

4)Résoudre dans 7Zx7Z le systémc{
Exercice 5:
1)a)Déterminer suivant I'entier n le reste modulo 8 de3n.
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b)EN géduire l'entier A, =31 est divisible par 8.
c) péterminer e reste modulo 8 de I'entier
gia0 - 3121 +312,

2)a)Trouver une solution particuliére de 'équation
(E):91x+10y=1. b)Résoudre (E ydans Z*.

3)Soit dans Z’ V'équation ( E) Agx+Acy =24

a)Déduire que les solutions de (E") sont les couples

(xy) tels que x=10k+3 et y=-91k-27 ; keZ.

= O(mod'B') :

xay=3siet seulement si &
—510<x+y<867.

b)Montrer que

¢)En déduire les solutions de ( E') tels que X Ay=3et

On considére I'equation (E) : (E):35¥~ 53y=1,
ol (x ; y) estun couple de nombres entiers relatifs.

1) a) Vérifier que (-3 ~2) estune solution de

I'équation (E).

b) Résoudre alors dans 77 I'équation (E).

{n =2[mod5]

¢) On considére dans N le systeme (S): n1[mod7]

Montrer que n est solution de (S) si et seulement si n=22 [mod 35].
d) Un fleuriste sait qu'il posséde entre 1500 et 2000 fleurs.

- S'il fait des bouquets de 35 fleurs il lui reste 22 fleurs.
_ il fait des bouquets de 53 fleurs il lui reste 23 fleurs. Combien a-t-il des fleurs ?

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O,?,}) ‘Soit la droite D :35x =53y =1

modulo 53 .

a) Déterminer le plus petit inverse positif de 35
abscisse 23’ .Déterminer suivant les valeurs de I'entier

b) On désigne par le point M, de la droite D d'

naturel p le reste modulo 53 de23" .
¢) Existe-t-il p pour laquelle M, soit de coordonnés entiéres ?.

Exercice 7 :
1. 2. Déterminer deux entiers relatifs u et v telsque:7u-13v=1.

. En déduire deux entiers relatifs uo et vo tels que 14uo - 26vy = 4.

)Déterminer tous les couples (a, k) d'entiers relatifs tels que 14a - 26k =4.

2)On considére deux entiers naturels a et b. Pour tout entier n, on note @(n) le reste de la division euclidienne

le an + b par 26.

rirtiques 3
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me suit : & chaque lettre de 'alphabet on associe un entier

On décide de coder un message, en procédant com
compris entre 0 et 25, selon le tableau :

(Letwe |A [B |C [D |E G K [L [M

Nombre012345 10|11 )12

Lettre |N |0 [P |Q R X |y |z

23|24|25

Nombre [ 13 [ 14|15 1617

détermine l'entier n associé puis on calcule ¢(n). La lettre a est alors codée

Pour chague lettre o du message. on

par la lettre associée a ¢(n).

as les entiers a et b, mais on sait que 1a lettre F est codée par la lettre K et la lettre T est codée

On ne connait p
par la lettre 0.
5a+b=10[mod 26]

a)Montrer que les entiers a et b sont tels que: {] ik id [mod 26] y

ue 14a - 26k = 4.

b)En déduire qu'il existe un entier k tel q
c)Déterminer tous les couples d’entiers (a, b), avec

5a+b510[mod26]
0D<as25et0<bs25 telsque i
19a+b=l4[mod26]

3)On suppose que @ = 17 eth=3.
a)Coder le message « GAUSS ».

b)Soit n et p deux entiers naturels quelconques. Montrer que, si ¢(n) = ¢(p), alors 17( n—p ) - 0[ mod 26]

En déduire que deux lettres distinctes de I'alphabet sont codées par deux lettres distinctes

4)On suppose quea =17 eth =3.

2. Soit i un entier naturel. Calculer le reste de la division euclidienne de 23¢(n) + 9 — n par 26
e —_1—“ 1“-'5 s = J“")

Y. iy *\’4
P

b. En déduire un procédé de décodage.
¢. En déduire le décodage du message « KTGZDO ».
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Exercice 1 :
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par: u, =2" +3x7" +14" -1.

1) a) Calculer u,.
b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est pair.

c) On note E I'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite (u,,) . Les entiers

2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a 'ensemble (E) ?.

2) Soit p un nombre premier strictement supérieur a 7.
Soient m et n deux entiers naturels tels que 14 = m.n.
a) Quelles sont les valeurs possibles de m?

b) Montrer que 14m”~ =n[mod p]

¢) En déduire que 14u,_, =0[mod g «

d) L'entier p appartient-il a 'ensemble E ?
e) Déterminer alors E.

Exercice 2:
1) Soit n un entier naturel.

a/ Déterminer selon n les restes possibles de 3" modulo 8.

b/ Résoudre dans N : 5™ =3" +6=0[mod8].

2) Montrer que pour toutn >0, ona: 2" +4" =6" [mod8]

3) On se propose de déterminer tous les couples d'entiers naturels (m, n) , solutions de I'équation :
2"-3"=1 (1) '

a/ Déterminer les restes possibles de 3" +1 modulo 8.

b/ Soit (m, n) un couple solution de I'équation (1).Montrer, a l'aide de a), quem < 2.
4) En déduire tous les couples (m, n) d'entiers naturels, solutions de I'équation (1).

Exercice 3:

Partie A a et b étant deux entiers naturels non nul tel que @’ +5° = 0[mod173].
1) Montrer que :¢"”' = -b"" [mod173] .

2)a) verifier que 173 est premier .

b) Montrer que a =0[mod173] < b= 0[mod173]:

3) Montrer que : si a =0[mod173] alors a+b= 0[mod173].

4) Supposons que 173 ne divise pas a.

a) Prouver que : a'” =4"[mod173] .

b) Montrer que : @' (a+b)=0[mod173].

¢) En déduire que 173 divise (a+b).
Partie B
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On considére dans N* x N' 'équation suivante : (E):x’ + Y’ =173(xp+1).

Soit ( x, y ) un élément de N*xN" solution de (E), Onpose x +y =173k ouk € N".
1) Vérifier que : k(x—y)2 +(k-1)xy=1.

2) Montrer que k =1 puis résoudre I’équation(E).

Exercice 4:
u, =2009° -1

On considére la suite dentiers naturels (u, ) définies par : {

= (14u,) -1
1)Montrer que 2009**" = 2009[mod16].
2)a) Montrer que pour tout n€N :u,,, =, [(u,, ) + {(u,, )3 +2(u,) +24, +ﬂ

b) Montrer que pour tout neN : u, = O[mod 5”*'] )
¢) Calculer u, . En déduire que 2009%" = 2009(mod 625) .

d) Déterminer un entier a tel que a’ se termine par 2009 .

3) a) Montrer que pour tout n€N: , = ~1[mod7].

b) Montrer que pour tout » € N, u, est divisible par 8.

Exercice 5 :

1. Déterminer suivant les valeurs de Pentier naturel n , le reste de la division euclidienne de 5"par 7.

2. Pour tout entier naturel n on pose : 7, = ZS" .
k=0

a. Soit a un entier, montrer que : 47, = a[mod7]si et seulement si 7, = 2a[mod7].

b. En déduire le reste de la division euclidienne de Ty, par 7.

Exercice 6 :
Soit n un entier naturel non nul. On poseé : 4, = 33331

; (n fois le chiffie 3).

1°)a) Justifier que g, et a, sont des nombres premiers.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, 3a,+7= 10"
rel k, . 10°* =7[mod31].

=0[mod31].

2°) Montrer que pour tout entier natu
3°)a) Montrer que pour tout entier naturel k, . 3a;y,,,

b) En déduire que 31 divise a,,,, -
4°) Résoudre ,dans N, l'équation (E): 2x* =7[mod31].

Exercice 7:

1°)a) Résoudre dans Z l'équation : x” = 7[mod 29].

b) Etablir I'équivalence : x* —19x—11=0[mod29]si et seulement si (x+5)" =7[mod29].
¢) En déduire les solutions dans Z de I'équation : x* —19x—11= 0[mod 29].

2°) Montrer que pour tout entier naturel n, 6" —13" est divisible par 7.
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3°) Po ;
) Pour tout entier naturel n, on considere le nombre . A4, =7"+3",

a) Vérifier que . 7 =1[mod10]et 3* =1[mod10].

b) En déduire suivant les valeurs de n, le reste modulo 10 de 4, .

c) Déterminer le chiffre des unités du nombre 2017°%' +2013*",
Exercice 8 : TN 2019

Soit I'équation : (£):x" =-2[mod29].

1) Justifier que : 2°* =1[mod 29] et en déduire que - 8 est solution de (E").
2) Soitx, une solution de (E').

a) Montrer que x, n'est pas multiple de 29 et en déduire que %, =1[mod29].
b) Montrer que : x;’ =-8[mod 29] puis que X, = -8[mod29].

c) En déduire I'ensemble des solutions dans Z de I'équation ( E").

d) Résoudre dans Z 'équation : (x-3)" =-2[mod29].

(x-3)" =-2[mod 29]
4) Résoudre le systeme : -
(x-3)" = ~2[mod13]

Exercice 9 :
A-1) Soit p un entier naturel non nul et m un entier naturel impair.

Vérifier que p = -l[mod(l + p)] puis montrer que 1+ p divise 1+ p" .

2) Soit ae N telque a=>2 et neN".
En utilisant un raisonnement par I'absurde montrer les deux propositions suivantes :

a) Si 1+4" estun nombre premier alors aest pair.
b) Si 1+a" estun nombre premier alors n est une puissance de 2.
(On posera n= 2%xq ou aestun entier naturel et g est un entier naturel impair différent de1).

3) Les nombres 1+ 20202 et 142021 sont-ils premiers (Justifier |a réponse).

B-1) On définit la suite (,),., de nombres entiers par u, =1+ 6.

a) Vérifier que u, = 0[mod17].

b) Soit n et k deux entiers naturels avec k=1 . Verifier que u,,, —1=(4, —1)2‘k .

c) En déduire que u,,;, = 2[modu, ].

d) Prouver que deux termes distincts de la suite (u,, )n20 sont premiers entre eux.

2) Montrer que pour tout entier naturel 70 , le chiffre des unités de u, estégala’.

3) Les entiers u, sont —ils tous premiers ? Justifier.
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