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Exercice 1

La Caisse Nationale de I’ Assurance Maladie (CNAM) publie, chaque année, des statistiques sur les
accidents du travail en France. Celles-ci permettent d’obtenir divers indicateurs, notamment 1’indice de
fréquence (nombre moyen d’accidents du travail avec arrét pour 1000 salariés). K
Le tableau ci-dessous donne I’évolution de I’indice de fréquence pour le secteur du BTP (B2 in@

Travaux Publics) en France, au cours des années 2001 a 2009 :

Année 2001 2002 | 2003 | 2004
Rang de I’année : x; 1 2 3 4

Indice de fréquence: y;, | 1003 98,9 91,6 |895

Premier ajustement
Grace a un logiciel, un éleve a obtenu le nuage de points ése la série statistique (xi , yi) et,
par la méthode des moindres carrés, la droite d’ajust x dont une équation est y = —2,89 x

+102,59 (les coefficients sont arrondis a 0,01). !
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EnSupposant que cet ajustement affine est valable jusqu’en 2012, déterminer une estimation de
indice de fréquence en I’année 2012.
1 serait le pourcentage d’évolution entre 2007 et 2012 de I’indice de fréquence selon ce modéle ?

On arrondira le résultat a 1072.
. Deuxieme ajustement

Un autre éleve envisage un ajustement exponentiel de la série statistique (x,-, yi) .Onpose z; =Iny, .

a) Recopier et compléter le tableau ci-dessous (les valeurs de z; seront arrondies a 107).

X

&=y,




b) A I’aide de la calculatrice, déterminer, par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite

d’ajustement de z en x sous la forme z = a x +b, les coefficients a et b étant arrondis a 107,

—0,0328x

En déduire une expression de y en fonction de x sous la forme y =ke , k étant une constante

arrondie 2 107" pres.

. La stratégie européenne de santé au travail a fixé comme objectif une réduction de 25% de I’indice
de fréquence entre 2007 et 2012. Peut-on prévoir d’atteindre cet objectif selon les deux ajustements
précédents, que 1’on suppose valables jusqu’en 2012 ? N

Exercice2

Partie 1

Dans cette partie, 7 est un entier naturel supérieur ou égal a 3

On considere la fonction g, définie sur ]0,+o0[ par g, (x)=nx+2Inx.

. Dresser le tableau de variations de g, . o
. Montrer que pour tout X € |0,+o[ ,ona Jx = Inx.

. a) Montrer que 1’équation gn( ) 0 admet dans ]0 +oo[ une umq ion notée ¢, , puis montrer

1
qQue—=<a, <—= .
n Jn

b) En déduire la limite de la suite (e,

Partie 11
A- Soit f'la fonction définie sur [O +oo[ par f(x)=

On note (C) sa représentation graphique dans un reper norme 0 i, })

On prend 3 ¢m pour unité
1. Etudier la dérivabilité de f a droite d is donner une interprétation géométrique de ce résultat.
2. Calculer lim f(x)puis donner tation géométrique de ce résultat.
X—>+00

3. a) Montrer que pour to@partenant 210, +00[, f'(x)= (1 3xjf( ).
b) Dresser le tableau de variations de f.

4. Tracer (C). On (;j ~0,5.

2
<—.
3
¢) Montrer que [x =y = (x>0et f(x)= x)] , 0l a; est la solution de I’équation (Cf. Partie I).
. . . 1 .
2. Soit la suite (u,, ) définie par u, = 3 etpour entier naturel n, u,,; = f(u,).
a) Montrer que pour entier naturel n, u, € I.

2
un+1—a3|£§|un—a3|.




1
o , 2\"
c¢) En déduire que pour tout entier naturel n , |u, — a3| < (Ej .

d) Montrer que la suite est convergente et donner sa limite.

Partie 111
8x
Soit F Ia fonction définie sur [0,oc[ par F(x)= [~ f()dr .

1. a) Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[ .

b) Donner I’expression de F'(x) pour tout x appartenant a [0, +oo[ et en déduire le sens de variations

b) En déduire la valeur de lim F(x).

de F.
2. a) Montrer que pour tout x appartenant a [0 +oo[ ona 0<F(x)<2f (x) _7x @N

X—>+00

¢) Dresser le tableau de variations de F.
Exercice 3

ol
Soit f 1a fonction définie sur I'intervalle [0,+oo[ par f(0)=0etsi x>0, f(x %e * (C)estla

courbe de f dans un repere orthonormé du plan.

. a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f'a droite en 0. Donner I’équati de emi-tangente a (C) au point O.

. a) Montrer que fest dérivable sur ]0 +oo[ et que f

b) Déduire les variations de f sur 0 +oo
c¢) Déduire que f admet une fonction remproq inie sur 0 1[.

d) Tracer les courbes (C) et (C’) de g.

. Soit x un réel de ]0,1] .

1
a) Calculer en fonction de x, le réél G(x) =I tf'(t)dr.

1
b) On considére la fonctior % inie sur |0,1] par: F(x)= I f@®ar.
o -
Exprimer F(x) onction de G(x). En déduire que F(x)=——xe ~.
e

. Soit a un réel 1[et A(a)Paire du domaine plan limité par (C), I'axe des abscisses et les

droites ions respectives x=aet x=1.
a) (a)et lim A(a).
a—0"
¢duire I’aire du domaine plan limité par (C), (C’) et les droites d’équations respectives x =1

Exercice4 « Répondre par vrai-faux » . Justifier.

1.

lim (1 + gj =1
n—>+0 n

. Si u(x)=8", alors sa dérivée est u'(x)=8"".

. L’ensemble des couples d’entiers (x, y) solutions de I’équation 12x—5y =3est I’ensemble des

couples (4+10k,9+24k)ou k € Z.




4. On considere, dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (0,&,;) le point A

d’affixe 2—iet B I’image de A par la rotation de centre O et d’angle% . On note / le milieu de[AB].

La similitude directe S de centre A qui transforme / en O a pour écriture complexe
z':(1+i)z—1—2i

5. Pour tout réels a et b strictement posmfsj —-dt = ldt + 1dt .

Lt Lt
Exercice5

- -

./l
n est un entier naturel non nul. Soit f, la fonction définie sur [1, +oo[ par: f (x)= # .On dés@&n)
X

la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé (0, i,J ) .

1. a) Etudier la dérivabilité de f, a droite en 1. Interpréter graphiquement le @ltat 8b enu.

b) Dresser le tableau de variation de f, .

. Soit a un réel de |1, +o0[ . Calculer une mesure de I’aire /(a)de

(C ) la droite des abscisses et les droites d’equatl ectivesx =1 etx =a.

; ,ln(1+2kJ
. Onposetnzz XN A

= k+2n

ie du plan limité par la courbe

c) Etudier la position relative des courbes (Cn ) et (Cm) puis tqer h ‘[(C2 )

a) Montrer que pour tout entier k

_f1 (1+2inj j;»%

1
21!
b) En déduire que f — - f; fj ( j . Calculer alors lim ¢, .

n—>+0

Exercice 6

2n
. P 1 1 1 1
On conside u, ) définie pour tout naturel non nul n par u, = E = + +..+—.

o n+k n+l n+2 3

r que la suite (un ) est majorée par 2 et elle est convergente.

2. Montrer que pour tout réel x > 0, L <In [x_—l—l) < l
x+1 by X

. . pd N _2
3. Déduire de ce qui précéde que, pour tout naturel non nul n, u, <In3<u,+ I
n

4. Déterminer alors la limite de la suite (un ) .




Exercice7

Dans le graphique ci-dessous on a représenté dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 01,0J] ) en gras
la courbe (C) d’une fonction f continue sur R. On sait que la restriction de la courbe (C)a intervalle[0,1]
est le demi-cercle de diametre [OI ] et que la demi-tangente (7) a (C ) a droite en 1 a pour équation y=x—1.

X2, x>0

En pointillé on a représenté la courbe de la fonction g définie par : g(x) = {

—x*, x<0

1. Préciser le signe de f(x)pour tout x € R. y

Inx
2. Pour tout x € |0,+o0[ , on pose F(x)= Io f()dt

a) Calculer F(1).

b) Donner une interprétation graphique de F (e) puis

T

prouver que F (e) = re

a) Montrer que F est dérivable sur ]O, +oo[ et que pour

b) Par une simple lecture graphique prouver q ur tout £ >1

toutx>O,F'(x)=M. @

%(lnx)z—lnx<1 f()dr

ona:t— 1<f(t)<t
En déduire que pour tout x> eon ZQ

F)

¢) Déterminer alors

Exercice8
.S s Z x I I’équation (E):97x—299y =81.
a) Montrer que les solutions de (E)sont les couples (x, y)tels que x =299 +7et y=97k+2 avec
kelZ.
b) soit(x, y)une solution de( E). Quelles sont les valeurs possibles de x Ay ?
¢) Montrer que (299 +7) A(97k +2) = (k—10) A81. En déduire les couples (x, y)solutions de (E)

tels que x A y=8I.




2. a et c deux chiffres non nuls. On suppose que le nombre a quatre chiffres X =a4c4 et Y =c4a4 sont

telsque ¥ =Xg+2 oug€N.

a) Montrer que 202g —201=0(modS5).

b) En déduire que ¢ =3.

¢) Montrer que le couple (¢, a)est solution de(E).

d) Déterminer alors X et Y.

Exercice 9

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. On désigne par P le centre de gravité du triangle HGF et g@tre de

gravité du triangle FBG et on muni I’espace du repére orthonormé direct (A, AB,AD, AE

1. a) Donner une représentation paramétrique de la dro1te BH
b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan(ACF est —x+y+z=

11

c¢) Déterminer les points W de la droite (BH ) tel que le volum: stracdre ACFW est égale a R

. Soit K le milieu de [FG] et & I’homothétie de centre K et

a) Montrer que h(H) =P et h(B) = Q @

3

g.

b) Donner I’expression analythue de h.

. Soit le plan (R): —x+y+z———0

a) Montrer que (R) est l’image du par h.
b) Vérifier que (BH) est,perpen ire 2( ACF ) en un point N que

I’on déterminera les coordo .

En déduire que (R) est perpendiculaire a(PQ) en un point N'que I’on déterminera les coordonnées.
Donner une équation cartésienne de la sphere S tangente aux plans (R)et(ACF) et dont le centre

apparti roite (NN").
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Exercice 1

1. Premier ajustement
a) En supposant que cet ajustement affine est valable jusqu’en 2012, une estimation de I’indice de fréquence en

I’année 2012 est : y;, =—2,89x12+102,59 = 67,91
b) Pourcentage d’évolution entre 2007 et 2012 de I’indice de fréquence selon ce modéle : @

= MXIOO ~-19,15%
84

2. Deuxieme ajustement
Un autre éleve envisage un ajustement exponentiel de la série statistique

Onpose z; =Iny; .

LA ]2 3[4 |5 6

i

z,=Iny, 4,608 | 4,594 | 4,517 | 4,494 | 4,473 | 4,447

b) A I’aide de la calculatrice, par la méthode des moindres carrés, une equation de la droite d’ajustement de z en x est :
z7=-0,0328x+4,6392

c) z :ll’ly <y —ef & y :103,5Xe—0,0328x @ ,
(&)

3. La stratégie européenne de santé au travail a fixé comm
entre 2007 et 2012.

Nous venons de voir qu’en utilisant 1’ajustement affine, 1’ avait une réduction de 19,15% entre 2007 et 2012.
L’objectif ne serait donc pas atteint.

En utilisant 1’ajustement exponentiel, I’indice uence en 2012 est : yiz =103,5x e 9212 — 69 8236
Le pourcentage d’évolution entre 2007 et 2012’de’indice de fréquence selon ce dernier modeéle est :

t'= w x100 =~ —-16,88.° i n’est pas atteint.
Exercice 2

Partie I Py
1. g,estdérivablesur oo[ et g, (x)=n+= 2 =0,deplus lim g,(x)=—o0ct lim g, (x) =400
x

x—0" X—>+00
Le tableau Ec«ariatio s de g, est ainsi :

x 0
B n'(x]

réduction de 25% de ’indice de fréquence

A
A
gy(x)

=0

2. Onpose d(x)= \/; —Inx et on va démontrer que d(x) > Opour tout x € ]0, +00[ .

d est dérivable sur ]O, +oo[ somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et d'(x) =




A-

1.

R

d admet un minimum en x =4, donc pour tout x € ]O, +oo[ ,ona
dx)>d@4)= 2(1—ln2) = 2(lne—ln2) = ZZn(E) > 0 car g >1, donc \/; > Inx pour tout x € ]O,+oo[ )

a) g,estdérivable sur ]O, +oo[ donc continue et elle est strictement croissante sur cet intervalle donc elle
réalise une bijection de |0, +oo[ sur g, <]O, +oo[> =

0oeg, <]O, +oo[> donc I’équation g, (x) =0 admet dans ]O, +oo[ une unique solution notée ,, .

De plus gn(l)=1+21n(1j=1—2ln(n)=ln(%),donc Vn=3 gn(l)-<0.
n n n n

\/_ + 217{ j \/_ In(n)> 0d’aprés la question 2.
IR eI Rl

(0] déduit (1)-<0-< ! c'est-a-dire (lj-< (a )-< ! et
n en déduit que — — |, - = (e, ==
que g, 8n - 8 8 8 —

1

Par ailleurs g, (

. . 1
strictement croissante sur ]0, +OO[ ,alors —<a, <

no " dn
1 .
b) lim —= lim —= =0 par le théoréme de comparaison lim «, =

n—+owo n n—+o0 J_ n—>+00 '
Partie I1

f)-fO) _ 1 £(0)

X - ./ e

pas dérivable a droite de zéro et que (C) admet une i tangente verticale d’équation {

Pour x> 0, et do

= +0, cela implique que f n’est

=0
0

I

lim f(x)= lim —= lim — =0 llm —— =400 résultat de cours. donc (C) admet la droite
X—>+0 x>+0 ¥ x>t e X—>+0 \/_

d’équation y =0 comme
2 1 1
a) f est dérivable sur ]0,+oo[ e x)=lx 3e —x3 e_x=(3i—1j 3e (1 3xjf( ).

3 X
Pour tout x appart [O, +oo[ , f(x)= %/; e “est positive, le signe de f 'ne dépend que du signe de
1-3x
3x
b)) L




B-

1. a) feststrictement décroissante et elle est continue donc f (I ) = |: f, f (%H .

De plus £(I) =~ > %et f()el.
e

Lo
. f@=(z)3e@= I

3 3e

et f(%) el

Donc %-<f(1)-<f(%j-<letauﬁnal f(I)CI.

3x

1- 1
b)Ona: f'(x)= ( 3xJ f(x), soit | f '(x)| = ‘( , d’apres le tableau de variation de f, on sait

que f(x)sf(% ~0,5<1 Vxel. V4

3x) ,or Vxe
X

1
Dot | f'(x)|£( 3
1
§Sx£1<:>1£3x£3<:>
. . , 2
Au final, on a bien Vx'e [, j(x)|£§.

X

c)Ona f(»=x >-0<:>§/;e_x:xetx>-0<:>e_ —x3et x>0 <:>—x=%lnx et x>0

< 3x42¥=0et x>0 < g3(x)=0et x>0 Sx=0;.

a) celajon utilise un raisonnement par récurrence.

= 5 €[, on suppose que u, € [ et on s’intéresse a U, .
Commef([)c],alorsf(un)el,c’estédire U,y =f(un)EI.

. 1 1 . .
On sait que 3 < a3 < —=donc oy €l etaussi pour entier naturel n, u, € I.

B

2
f étant dérivable sur I et pour tout réel x de I, | f '(x)| < 3 d’aprés le corollaire du théoréme des

accroissements finis |f (un ) -f (a3 )| < §|un - a3| ou encore |un+1 - a3| < §|un - a3| .




: 1 2 :
¢) Raisonnons par récurrence : Pour n=0 |u0 - a3| <1- 3 = 3 donc vraie

n+l o) n+2 o)
Soit # € N, supposons |un —a3| < (5) on a donc §|un —a3| < (5) et comme |un+1 —a3| < §|un —a3|

n+2
alors |un N a3| < (Ej ce qu’il faut prouver.

n+l
Conclusion : pour tout entier naturel 7 , |un - a3| < (5) .

n—+o0

) n+l ) &
d)Ona lim (_J =0car —1< g =< let donc par le théoreme de comparaison la suite (un )@

convergente et sa limite est 5.
Partie III

1) a) Soit G(y) = I oy f(t)dt, fest continue sur [0, +oo[ donc G est dérivable sur [O, on o
F(x) = G(8x) —G(x) on a donc F est dérivable sur [0, +oo[ .
b) On a: pour tout réel x>0 F'(x):SxG'(Sx) G'( ) 8><f(8x) f(

=8Bxe™ —re = (8B —1)x e (16e‘7"

Le Signe de F'(x) sur [0 +oo[ est celuide 16¢”’
166" —1>0(:>e7x>116 “Tx>-In(16) < x <= ln 2@

Donc, F est strictement croissante sur |:0 —ll’l et StrlCt nt décroissante sur |: ll’l +OO|: .

2. a) Pour tout x appartenant a [0 +oo[ ona F ( fa1t que fsoit positive ou nulle sur [0 +oo[

F(x) :L %/t_e_’ dt

t étant compris entre x et 8x pour,

%/; <3[8x et comme e * >0 alors
8x

F(x)<3Bx j e dr =23x
X

Finalement, pour tout r

¢ lim 2f(x) (l - e_7x) =0 et donc par le théoreme de comparaison lim F(x)=0.

X—>+00 X—>+0

4| 0 %ln(2)
¢ / F{ ;ln(Z)] \

1. a)Pour x>0, f(x)=(1+l

0 0

Exercice3




1 1
. 1 . . - .
lim ——=—o et lim xe* =0donc par composée lim | —— |e * =0etona lim e * =0 donc par
x—-0" X x>0 -0\ X x—0"

somme [lim f(x)=0= f(0)et fest continue a droite en 0.
x—0"

2 1
b) Pour x > 0, LACY) (x—glje_xz(x+l)(—lj e
X X

X

21
1] x it [i f(x)=0donc

1 . :
lim ——=—wet lim x*¢* =0donc par composée lim | —— | e * =0et par produit [lim
=0T X X—>—00 x—0" X x—0"

fest dérivable a droite en 0 et fd (0) =0. La demi-tangente a (C) au point o a pour équation :

. x+1 . ) . ,
a) La fonction x = —— est rationnel avec un dénominateur ne s’annulant pas sur ]0, +
X

cet intervalle.

. 1 . . .
La fonction x > —— est rationnel avec un dénominateur ne s’annulant pas sur W donc dérivable sur cet
X

1

intervalle et comme la fonction exponentielle est dérivable sur R alors 1 n composée x+>e *.fest

produit de fonctions dérivables sur ]0 +oo donc dérivable sur cet i

1
Pour x>0, f'(x)= (—izj (l+ e ¥ = .
X
1
b) On a pour x>0, f'(x)>0donc fest strictement croissante sur [0 +oo[ lim 1+ e * =ldonc

x—>+oo x
f <[O, +oo[> [0 1[ Dresser le tableau de de f.
c) f est continue et elle est strictement ¢ [0 +oo[ donc elle réalise une bijection de cet intervalle

sur son image [0 1[ Donc f admet onction réciproque g définie sur [0 1[

d) Je donne (C) construlr

o




1
b) Intégrons par partie F'(x) = I Ix f(2)dt.

On posons u'(t) =1=>u(t) =t . Par le théoréme d’intégration par parties :

F=[tf0]. - It F@)yde=fA)—x f(x)-G(x) = ——x £(x)—G(x). On a donc

F(x)=[t f(t)]i —jlt f'@®dt=f1)—x f(x)-G(x)= 2—x f(x)—G(x) . On vient d’exprimer F(x) en
X e

fonction de G(x).

e e

1 1 1
Déduction : On a F(x)=2—xf(x)—G(x)<:>F(x)=2—(x+1)e x—1+e x =l—xe x@résultat
e e

souhaité.

a) Sur ]O 1] la fonction f est strictement positive donc A I f@)dt= (

1 1
1) — 1) —
o’ (——]e @ et par composée [im (——)e @ = [im xe* =0et donc

o a—0" o X——00

1
b) L’aire A' demandée est I’aire du carré unité du quel en retranch%Ce

Exercice 4

n nin 2 xIn| 2 ln(1+
1. [1+EJ =e l[H”J.SOit f(x)=e I(H"jor lim l@j — 2 x2=2car limg:OCt
n N—>+0, n—>+o0 g n—>+0 X
xln(l+%] /

o . 2. A .
a pour limite e” il en est de méme pour la suite u.

X

 In(1+x) ,
=lim =letdonc lim e
n—0 X n—>+w0

proposition fausse. @
Cou(x) =8 =" yest d% u'(x) =(In8)e™" =(In8)x8". proposition fausse.

Le couple (4;9) correspondan =0n’est pas solution . proposition fausse.

[
i tion de centre O signifie z, =ixz, =1+2i. Le milieu / de [AB] a pour affixe

_3+i
2

directe de centre A qui transforme / en O a pour rapport

|ZA| \/_ \/_

AI_| zA| ‘ —+31 5
2 2 2

J[zn] & (ALAO)=arg

k

\/Eetpour angle 0= (AI,E)[Z?Z’]. Or

—_— — 241
(AI,AO)Earg(Z - N [27] & (AI,Ao)sarg(_HSi)[zyz]

2 2

Le complexe _2+l_ =5+SZ :l+liet donc 051[271'].
-1+3 10 2 2 4




L’¢écriture complexe de S est de la forme z'= \/Eelzz +b= (1 + i) z+b avec b € C et comme S (I) =Qalors

O=(1+i)(%+%i}+b<:>b+1+2i=0<:>b=—1—2i . Proposition correcte.

’ 1 dt=lIn (ab) =ln(a) +In (b) ~[ ! dt + '1 dt . Proposition correcte.
1t 1t Lt

Exercice5

f"(x) = Inx lnx .Comme limlﬂ=1et lim ! =+
x-1 Xx"(x— 1) xX— 1 X «/ ot x—1 o1t x"AfInx

a)Pour x>1;

lim 12X _

-1t X -1

f,n’est pas dérivable a droite en 1.1a demi-tangente a C, au point d’abscisse 1 a pour équ

n-1
i . x""(-2nlnx)
b) f, estpas dérivable sur ]1,+oofet Vx >1, f (x)=—"—F—=—.
J 2x™" Inx

Le signe de f,; (x)estceluide 1-2nlnx.Or 1-2nlnx >0 < Inx <

llm f,(x)= lim @L—Oet

x>0 x" \/lnx

UN—J— ;&6

Ce qui donne le tableau de variation ci-contre:

(x Donc C, est

O fou () fi(x )—J_[lxx]m

au dessus de C,,,
d)

1 +oo[

I; fi(x)=0donc I I Si(x)dx = I dx = Ial\/lmdx . Or ’expression l\/lnx est de la forme
1 x X

u'\Ju donc I(a)= {%lnx\/lnx} = glna«\/lna
1




3. Onake {0,1,2,....,n—1}donc 0<k <n-— 1<:>1<k+1<n<:>%+1<1+%<% Or\/2>%etflest
n n

. . . k 1+k
strictement croissante sur [l, \/Z ] doncsi 0<1+ 2— <x<L1+ 2— < \/; alors
n n

f(1+£jsf(x)sf[1+
2n

f; étant continue sur [1,+oo[donc d’apres le théoréme de la moyenne

k+1 kY[ k+1 k+1
RS ) X

R
@Zifl(nij Il 2n f(t)dr<—fl(1+ﬂj

n 2n 2n

k
n ln(1+2) 1 n X
n
orr =S LV 2 L ) o
KRV se 2nk§ fl( 2nj

k=0

k+11j

AT k+1
Ona Vne N*et Vk; 0<k<n-1; f1 1+— J. f@)dt< +—
2n 12n 2n 2n

n—1 k
Par sommation entre O et n — 1, on aura Lz f1(1+i (t)dt < —Z fl( k+1jet
2n = 2n i 2n

d’aprés la relation de Chasles pour le calcul intégral on gbtient)fin. entf, — ZL h (%} <1 (%J <t,.
n

La double inégalité tn—if1 3 <I 3 <t, &aussil 3 Stnsifl 3 +1 3 .
227\2)"\2) 72 2 2\ 2)7 2

lim —fl( ) 0 .Donc par compar t, = [(Ej = —ln(g

n—+0 2n +00 3 2

Exercice6

3ne—=< < ——et par sommation k allant de 1 a 2n, on obtient
3n n+k n+l

1 n . .
<2——<2.Donc la suite u est majorée par 2.
~' n+k n+l

1 1 1 1 ] 1 1
-t + + un=z = + +
3n 3n+1 3n+2 3n+3 =n+k n+l n+2
1 1 1 3 1 1 1
+ + + =— + + +
n+l 3n+1 3n+2 3n+3 3n+3 3n+l1 3n+2 3n+3

1
>0eneffet 3n+1<3n+3et 3n+2<3n+3donc la suite u est croissante et
3n+3 3n+l 3n+2

comme elle est majorée par 2 donc elle converge.

1 1 1
Onapour x>0et x<f<x+], —<-<——.

x+1 ¢ x+1

La fonction inverse étant continue sur ]0, +oo[ , la positivité de ’intégrale permet d’écrire

x+1 1 x+ ] x+1 1
I —dt<j —dt<_|. —ldtou encore : x> 0, Llsln(x—-l-l}sl.
x x XX+ x+ X X

La double inégalité précédente écrite pour différentes valeurs de x donne :




x=n; len(n—ﬂ
n+l1 n

x=n+l; ! <In n+2 < !
n+2 n+l1 n+l

x=3n-1; LSln( 3n jS !

3n 3n-1) 3n-1
. I 1 2
Par sommation, on aura : u, <In3<u, —3—+— =u, +3—

n o n n
e e . 2
La double inégalité précédente, s’écrit aussi 0 </n3—u, < a
n

Le théoréme de comparaison permet d’affirmer que lim u, =In3.
n—>+00

Exercice 7

[
1. f(x)=0sur [O, 1] ,négative ailleurs. ‘b
2 a) F(l)= joo F)dt =0.
QO

1
b) F(e)= '[0 f(®)dt .C’est ’aire du domaine limité par(C ) 1’axe isses et les droites x =0 et x= 1. Or

€1C

2
r

la restriction de la courbe (C ) a ’intervalle [0, 1] est le C

a) Soit pour x réel G(x) = I Ox f()dr . &
On sait que f est continue sur R, donc G est dériwe sur Ret VxeR G'x) = f(x)
De plus F(x)= G(lnx).

La fonction In étant dérivable sur ]0@ eurs dans R alors F est dérivable sur ]O, +oo[ etVxe ]O, +oo[ ,

F'(x) = G'(lnx)xl _ Ll
X

b) Par une lecture graphique, o arque la courbe (C ) est comprise sur [1, +oo[ entre la demi droite T et la

courbe de g. Donc pour'tout #2>1 ona: r—1< f(1) < .
Pour x>eonayl t donc vu la continuité des trois fonctions précédentes, on peut utiliser la positivité

Inx Inx lnx2
C(e-nde< [ p@dr< [ e

2 Inx 1 3
n)’ ~inx < | f(odr <= (inx)

¢) Remarquons que F(x) = j; F(0)de + LGx f(0)dt = F(x) = F(e)+ me f(0)dr.

Ainsi ~ (Inx)’ —Inx —% <F(x)< %(lnx)z —% .

Comme Ilim l(lnx)2 —Inx= lim lnx(l Inx — 1) =+00
X400 2 X—>+00

Alors par comparaison lim F(x)=+00.
X—>+00




F
Vérifier de méme que lim () =0.

X—>+0 X

Tenir compte du signe de In sur ]O, +oo[ et achever votre exercice.

Exercice 8

1.

On a 97 A299 =1donc I’équation admet des solutions dans Z X Z.

aussi 97x7—299x2 =81donc le couple (7, 2) est une solution particuliére de cette équation.

Résolution de I’équation (E) :
Si (x y)est un couple solution de (E) alors 97xx—299x y=97x7-299x2 N

< 97(x-7)=299(y-2) (1) @

On a 299 divise 97 (x 7) et 97 A299 =1d’aprés le lemme de Gauss 299 divise x— onc'il existe k €Z

tel que x—7=299k. On remplace x—7dans (1) on obtient 97 %299k = 295‘@&@1 donne
y—2=97k, ke€L.

Apres vérification on peut conclure que I’ensemble des solutions de W les ouples X, y) avec

x=T7+299ket y=2+97k, k€Z.

b) Soit (x, y)est un couple solution de (E) et d = x A )@ i 97xx—299x y =81 donc d est un

diviseur de 81=3"*.
Or les diviseurs de 81 sont 1, 3,9, 27, 81 donc d e ou I’autre de ces 5 valeurs.

¢) passant par I’algorithme d’Euclide et ra que dans Z,si a=bg+r alors anb=bAr.

299k +7 = 3(97k+2 +8k+1

9Tk+2 12(8k+1)
8k +1=8x(k—10)+8m
On voit donc que (299 +7r/\ (97k+2) :(k—IO)/\Sl.

Déduction :

onavu y=(k—10)A81. Ainsi x A y=81<> 8lest un diviseurde k—10 < 3 p €Z tel que

k=10+ dans ce cas x=299(10+81p)+7=2997+24219p et
10+81p)+2=972+7857p

Donc les couples (x, y)solution de (E) avec x A y=8lsont:

x=2997+24219p et y=972+7857p,p €L.

a) En base décimal y s’écrit y =10°c +4x10%> +10a+4 =10°c +10a+404 et

x=10°xa+4x10° +10xc+4 =10’ xa+10x c+404

Or y=xq+2, qe N<:>y=q(103><a+10xc+404)+2




On aura donc q(103 xa+10xc+404)+2 =10°c +10a + 404

et par différence 10° (c —aq) +10(a —cq) +402—-404q =0 et donc modulo 5: 402—-404g=0 (modS)
& 2x (201 - 202q) =0 (modS) et comme 2AS5=1d’aprées le lemme de Gauss 201—-202¢g =0 (modS)
ou encore 202¢—-201=0 (mod 5) c’est le résultat.

b)Ona: 202g—201=0(mod5) (1)

Or 202=2 (modS)et 201=1 (modS) . L’égalité (1) devient : 2g—1=0 (modS) =2g+4= (&dS)
= 2(q+ 2) =0 (m0d5) et 2A5=1 d’aprés le lemme de Gauss g+2=0 (modS) &qg= 5) et
geNdonc ge {3,8,11,...}.

Or g est un chiffre sinon y=xg+2>10*donc g€ {3, 8} .

)
g#8car x=10"xa+10xc+404 =10’ +404 < 8x>8x10° +8x404 % 10%wAinsi ¢ =3.
onc

©)Ona¥=3X+2 =3><(103xa+10><c+404)+2 et Y=10°c +40.

3><(103xa+10><c+404)+2=103c+10a+404 <:>103( e +10(a—3c)=810
<:>100(c—3a)+(a—3c)=81 <97¢—299a =81 ¢ cle

On en déduitque c=7et a=2. &
Finalement X =2474et Y =7424. /

(c, a) est solution de (E) .

Exercice 9

1.

a) Les composantes du vecteur BH so 1,1,1) donc une représentation paramétrique de la droite (BH) est
x=1l-a

donnéepar: < y=«a
I=a

b) Les composantes Vecte.ur AC A AF sont (1,—1,—1) et A est point de ce plan donc (ACF ) :

11
droite (BH) et tel que le volume de tétraedre ACFW est égale a — donc
6
11 o
E et ‘(AC /\AF).AW‘ =11.0Or W(l— a,a, a) donc cela revient a résoudre
=lleoa= 3 ou «a =4et par conséquent deux points ...

1
Soit K le milieu de [FG] et h I’homothétie de centre K et de rapport g .

] — ] —
a) P est le centre de gravité de HGF et Q est le centre de gravité de FBG, donc KP = 5 KHet KQ= 5 KB

ce qui donne h(H) =Pet h(B) =0.




b) h(M)=M'<=

1
a) Soit le plan (R) : —x+y+z—§=0

(R) et (ACF ) ont méme vecteur normal donc (R) // (ACF ) \

212

Le point a est point de(ACF) eth(A) =A' (5 3 EJ € (R) donc I’image du plan (ACF) @plan

(R).

BH est normal au plan (ACF ) donc (BH) est perpendiculaire a (ACF).

Soit N le point d’intersection de (BH ) avec ( ACF ) les coordonnées de N satis Y
x=l-«a %
y=«a
=

x—y—-2z=0
On a (BH) est perpendiculaire a (ACF) en un point N et i co
L’image par i de (BH) est perpendiculaire a I’image pa

au point N'[§,i’1)

999
c) S est la sphére tangente aux plans et AC et dont le centre appartient a la droite (NN ')

Soit 1 (a,b, c)le centre de la sphere.

@_| a—-b- c+1
Ona d(I,(ACF))=d

G NG
1

a—b—c=a—b—c+-équation impossible
o

+c—1:>2a—2b—2€+l 0
3 3

Q
I
+
~

~

+
O|lH Ol—= ol

W= W= Wl
+
~

3 9
Remarquer que / est le milieu de [NN ']




Soit R le rayon de la sphere, donc R=d (I, (ACF)) = 1—; et par suite une équation cartésienne de S est :

(i




