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la mathématique est une musique silencieuse. Edouard Herriot
Exercice :1 2°)a) Démontrer que quel que soit n de IN,

Les questions suivantes sont indépendantes.
1)Soit ABCD un carré direct de centre O.

On considére I'application f = Sycotzs
Déterminer f(A) et f(D). En déduire que fest une
symétrie glissante dont on précisera I'axe et le
vecteur.

2)Soit g une fonction dérivable sur IR telle que
1

g(1)== etg(1) =7

. tan(mg(x))+1
Calculer lim,,_,, 2(FgC)+1

x—1
3)Calculer limy_ 40 V23 +x2+1 -x)
Exercice :2
Dans le plan complexe rapporté a un repére

orthonormé direct ( O, 01, 0] ), on donne les points
A, B et C d’affixes respectives 1 +i, 1 + 2i et2 + 2i.
Soit ¢ I'application du plan dans lui-méme, qui a tout
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z,
défini par —2M"A + M'M; = 0 oUu M; est le
symétrique de M par rapport a I'axe des réels.
1°) Montrer que OICB est un parallélogramme de
centre A.
2°)a) Montrerque 2’ =-z + 2+ 2i

b) Donner la nature de ¢.
3°)a) Montrer que ¢ = S,0S,; ou Sp désigne la
symétrie centrale de centre A.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de .
Exercice 3 :
Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé direct (O, u, v ),.
1) Résoudre dans C I'équation :
(E):z—iz(1—e'cosh) +e'fcoshd = 0,0 € IR
2) On consideére les points A, B et M d’affixes

. P 1 T T
respectives i, ; et —— @) 0El—=

5
2°2
On note N le milieu du segment [AM].

a)Montrer que zy = %(sin(ZB) + 2isin?(9)).
m T
sy

b)Prouver que, lorsque 6 varie dans | 505

le point N varie sur le cercle T de centre B et de
rayon R =Zl privé d’un point a déterminer.

¢)En déduire 'ensemble des points M, lorsque 6
T T

varie dans | — >3 [.

d)Ecrire z,, sous forme exponentielle.

Exercice :4
On considere les suites réelles (uy) et (v,) définies
sur IN par : ug = 3 et pour tout entier naturel n,

_ Uptvg _ 7
Upyr =—¢et vy, = -
n

1°) Montrer par récurrence que pour tout n de IN,
u,>0etv,>0.

(un + Un)z —28 = (u, — Vn)z
b) En déduire que quel que soit n de IN,
Tn“ (un — vn)z-
c¢) Conclure que quel que soitn,ona :u, — v, 20.
3)a) Prouver que la suite (u,) est décroissante

b) En déduire que la suite (v,) est croissante.
4)a) En s’aidant de la question 2.c et de la question
3.b, démontrer que pour tout entier naturel non nul

n, u, >=.

b) Utiliser le résultat précédent et le résultat de
2.b pour démontrer que pour tout n de IN,
1
Up+1 — Vst = E(un - vn)z
¢) En déduire, a l'aide d’'un raisonnement par
récurrence, que pour tout n de IN,u, — v, <
d) Déduire la limite de u, — v, lorsque n tend vers
+o0,
5°) Conclure que les suites (uy) et (vn) sont
adjacentes et déterminer leur limite commune.
Exercice : 5
Répondre par vrai ou faux
1) n est un entier naturel ayant pour écriture aba7
en base dix.
n est divisible par 7 < a+b=0(mod 7)
2) lim e*In(1+e*)=0

X—+00
3) Soit a et b deux entiers tels que 4a +3b = 5 alors
pgcd(a, b) = 5.
4) Si un entier n est divisible par 4 et par 6 alors il
est divisible par 12.
Exercice :6
Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC
isocele en A tel que (4B ,AC ) = 2?” [27]
Soit O le centre du cercle # circonscrit au triangle
ABC, | le milieu du segment [BC], J le milieu du
segment [AB] et L le milieu du segment [AC]
1) Montrer que OBAC est un losange.
2)a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement
f tel que f(A) = C et f(B) = A.
b)Montrer que f est une symétrie glissante dont on
précisera I'axe et le vecteur.
c)Montrer que f = R, —_;z)oSAB.

Up+1 — Un41 =

d)Déterminer alors la nature et les éléments

caractéristiques de R, )0 t%ﬁ.

30) SOIt |’I30mé’[rle Q= SBC (0] SAC (0] SAB'
a)Montrer que Syc 0 Sug = Sa0 0 Sac--

En déduire que ¢ = S 0 S;; 0 Spc. ou Kest le
projeté orthogonal de | sur (AC).

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
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b)Montrer alors que ¢ est une symétrie glissante dont

précisera I'axe et le vecteur.

4°) Soit g une isométrie du plan qui laisse
globalement invariant le triangle ABC.
a)Montrer que g fixe le point O.

b)Montrer que g([BC]) = [BC].

c)Déterminer toutes les isométries qui laissent
globalement invariant le triangle ABC.
Exercice :7
Pourtoutn =1, In(x
1)Calculer I4(x)
2)a)En intégrant I,(x) par parties,

Calculer In,1(x) = In(x ) (n21)

b)Déduire que ln(x)=e — (1+X7- 1k‘ )e1 x,

3)On suppose maintenant gue x est un élément fixé
de 10, 1]

a)Démontrer que, pour tout n > 0,

02 1y(x) < % e (1-e”)

——f t"el~tdt, x € IR

b)Déduire alors lim In(x)

n—+o0o

X

c)Montrer alors que lim,,_, ;o YK=1 F) = e~

Exercice : 8
I) On considere, dans IC, I'équation ;
(E):z2—e¥z—i+e 20 =0,0 E]%,%n[
1) Développer (e + 2ie~10)?
2) Résoudre dans IC 'équation (E)
II) Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (O, u, v) .
On considere les points A, M et N d’affixes
respectives :
zy =2e's; zyy = e'% +ie7 et zy = —ie .
1) Déterminer la forme exponentielle de z, .
2) Montrer que M décrit le segment [OA] privé des
points O et A, lorsque 8 varie.
3) Déterminer et construire 'ensemble y des points N
lorsque 6 varie.

M

4) Soit H le point d’affixe zy = — ZZ

i . T\ 3¢
a) Vérifier que zy — zy = sin (9 - Z)e 4,
b) Montrer que H est le projeté orthogonal de N sur
(OA).
c) Déterminer 6 pour que l'aire du triangle OMN soit
maximale.
Exercice 9:
1°) On considére, dans I'ensemble des nombres
complexes , I'équation :

iv3)=0.

E): 22+ (V3+7i)z—4(3 -

On désigne par z; et z, les solutions de ( E ) telles
que Re(z¢) < Re(zy).
a) Sans résoudre I'équation ( E ), Montrer que :

|z,2,| = 8V3 etarg(z,) + arg (z,) = 5?” [2m]

b) Mque (V3—i)" =2—2i3.

c) Résoudre, dans £ , I'équation ( E ).
2) Dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé direct ( O, u, v ) , on donne les points
A, B et C d’affixes respectives
a=-2i,b=—/3-3ietc=-4i
a)Déterminer la forme exponentielle de b.
b)Placer les points A, B et C.
c)Déterminer et représenter 'ensemble des points
M d’affixe z tels que :
arg (z + 2i) = _Tzn [27].

d) Déterminer et représenter 'ensemble des points
M d’affixe z tels que % soit imaginaire.

Exercice 10:
Soit f la fonction définie sur IR par :
f(x) = (1 —x)e?*. On désigne par # la courbe
représentative de f dans le plan rapporté un repere
orthonormé (0,1,7).

1°) Dresser le tableau de variation de f.
2°)a) Montrer que  admet un point d’inflexion |
qgu’on précisera.
b)Donner une équation cartésienne de la tangente
T a # au point I.
c)Tracer T et .
3)Calculer l'aire du domaine limité par ¢, 'axe des
abscisses et les droites d’équations x=0 et x= 1.

4°)On pose I, = fol(l —x)"e**dx ;Vn>0,
vnelN*

1
a)Mque vnelN*,ona:—<1I, <
n+1 1+n

eZ

En déduire lim,,_,, o, I,
b)M que VnelN*,ona: 2, = -1+ (n+ 1DI,.
En déduire.lim,,_, ;. , nl,
o * 27’1
5°) Pour tout neIN*,u,, = Eln'
n-1

, 2
a)M par récurrence que VnelN*, on a : —=<1

P * . 2e?
b)En déduire que VnelIN*, ona :u, < D

a) Calculer alors lim,,_, o uy,.

o * B —_ 211
6°)a)Mque VnelN*,ona :u,.q = ‘m”n-
b)En déduire que vnelN*, ona:

1 2k
Up = 3 [ez - ;cl=0ﬁ]

L . 2k
¢)En déduire lim,,_ 27{;0;

Exercice 11 :

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
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A)Soit la fonction f définie sur ]-1, 1[ par :
x) =[5t

F(x)=Js =
1)a)Justifier 'existence de f.
b)Prouver qu’il eX|ste trois réels a,p et ¢ tel que
N B
Vte'R[H}’Hz‘ EEERET
1 1+x

c)Déduire que Vxe]-1,1[,f(x)=-x + 5 5 In (1 X)
2)Etudier les variations de f et construire sa courbe
C dans un repere orthonormé.

3)a)Montrer que VxelR*+ et VkelN* on a :

In(x) < -1 +§+|nk

1
b)Déduire que VkeIN*, fkf" Inxdx < Ink .
2

lin
etque vnelN*[? " Inxdx < In (n!)

2
¢)En déduire que VnelN*,
1 1 1

| — LA
In(n!)>(n+ 2) In (n+2) n+5 In2
4)Soit la suite u définie par sur IN* par :
U o= n+ In(n !)—(n+1—2) In(n)
a)Montrer que VnelN*, u, >% In2,

b)Vérifier que ¥Yn >1, on a: up— Un,1 =(2n +1)f (

2n+1)
c)Déduire que la suite u est convergente.
B)Soit (v,) la suite définie par :

Vo= Jo V) dx et vneIN®, Vo= fof x"2T-xdx

1)Calculer vq
2)a)Définir 'ensemble des points
M(x,y) tel que y* — x(1 — x) = 0.
b)Déduire que v; = g
3)a)Prouver que la suite (v,) est décroissante .
b)Déduire que la suite v est convergente.
4)a)Prouver par une intégration par partie que

n+2
vnelN, Vn.o =ﬂ—15Vn
b)Déduire que VnelN, %s"“*‘ <1et lim Yot _q
n —oo n

Exercice 12 :

I/Soit x un réel de -1, + o[, on pose S(X)=f;1t—:tdt

1)a) xelR+, mque, 0<s(x)£§

3(1 )S e<0

c) En déduire que lim, o =% ™ o
2)a) Démontrer que pour tout x de]-1, +oof

)
b) xe]-1, 0], mque
)
)

In(1+x) = x == + £(x)
ln(1+x) x

b)Calculer hm,HO
3) Soit f la fonction numerique a variable réelle
flx) = ln(lTH) six#0

f0)=1

a) Mque f est continue et dérivable sur ]-1, +oo

b) Etudier les variations de la fonction h définie sur
]-1, +o[ parh ( x ) = x — (x+1)In(1+x)

En déduire le signe de h(x) pour xe]-1, +oo[
c)Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative ( C ) dans le plan rapporté a un
repére

orthonormé (0,1,7)

définie sur -1, +oo] par{

I/ Soit x € ]-1, 0] et n IN*, on pose ¢, = foxlt—;dt
1)Etudier le signe de g,(x) suivant n est pair ou
impair.

b)Etudier le signe de &q(x) -

K1

(n+1)(x+1)’
, . |x|?+1

en déduire que |en(x)

2)a) Mque V t #-1
B P R G

1+t 1+t

b)En déduire que vx de ]-1, 0] et pour tout n de IN*
In(1+2) = x ==+ A=D1+ (= 1), (1)

3) On considére la suite u définie par:

U, = [1+—+322+ +n2n1]
Trouver lim(u,)

<2 —
(n+1)(x+1)

Exercice 13 :
Le plan complexe P est muni d’'un repére

orthonormé direct (O, u, v ). Soit a € [0,]

1) Résoudre dans C I'équation :z2-2z+2=0

2) On considére les points A, B, C et D d’affixes
respectives za= 2i, zg=(1+1)e'%et zc = (1-i)el®
a) Ecrire zg et z¢ sous forme exponentielle.

b) En déduire que le triangle OBC est rectangle
isocele en O.

c¢) Pour quelle valeur de a le quadrilatéere OABC
est-il un parallélogramme ?

3) A tout point M(z) on associe le point M'(2) tel
que z'=2+(z-2)?

On note C le cercle de centre K(2) et de rayon V2 .
a) Déterminer z’ pour z = z,.

b) Soit M le point de C d’affixe z =2+/2 el®
Montrer que I'affixe de M' est 2+2 ei2®
Déterminer et construire , 'ensemble des

points M’ lorsque a varie dans |0, g]

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
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4) Soit N le point d'affixe zyy =2+*22°

et N’ le point associé a N.

a) Ecrire zy - 2 sous forme exponentielle; en déduire

que N est un pointde C .

b) Montrer que : (% , KN’) = 23—”[211]

c) Placer N sur la figure puis construire le point N'.
Exercice 14 :

Soit f la fonction numérique définie par :

fx)=In(x+Vx*—1).

On désigne par ( C ) la courbe représentative de f
dans un repere orthonormé ( O,7,7) .
1) a)Montrer que f est définie sur [1, + oof.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1. Interpréter

graphiquement.
2) a. Montrer que f est dérivable sur 1, +oof

' _ 1
etquef'(x) = Nray
b)Dresser le tableau de variation de f.

3) a. Calculer lim,_, , % Interpréter

graphiquement le résultat obtenu.

b. Tracer la courbe ( C).
4) a. Montrer que f est bijective et tracer, dans le
méme repére, la courbe ( C ‘) de sa fonction
réciproque f~'.
b)Montrer que pour tout xelR ., f~1(x) = ex+2€ i

5) Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la
courbe (C) , I'axe des abscisses et les droites
d'équations respectives: x = 1 et x = 2.

Exercice 15 :

On considere la suite définie sur IN* par

e (lnx)™
Uy = [ ——dx.

1) a) Montrer que pour tout neIN*, u, >0.
b) Montrer que U est décroissante et en déduire
qu’elle est convergente.
2) a) En intégrant par parties, calculer uj.
b) Montrer que pour tout neIN*,
Uppr — M+ Du, = _71
c¢) En déduire la valeur de us.
3) a) Montrer que pour tout neIN*, 0 <u, < %
b) En déduire lim,,_, ;o Up
Exercice 16:
1) Soit h la fonction définie sur ]0,+oo[ par :
h(x)=aln?(x)+blnx ; a et b deux réels.
Déterminer les réels a et b sachant que h admet un

1
' = 4 . 1
minimum en ez egalea(r).

2) Soit f la fonction définie sur ]0,+o0[ par :
f(x) = In*x — Inx. On désigne par C la courbe
représentative de f dans un plan rapporté a un
repére orthonormé (0,1,7 ).
a- Montrer que lim,_, ;o f(x) = +00.
b- Montrer que tout x €]0, +oo[ ;f'(x) = _“Tm
c- Dresser le tableau de variation de f.
d- Préciser les points d’intersection de c avec I'axe
des abscisses.
e- Tracer la courbe c.
(On précisera les branches infinies).

1
3) Soit g la restriction de f a l'intervalle I =]0, ez].
a- Montrer que g est une bijection de Isur un
intervalle J que I'on précisera.
On désigne par g™ la fonction réciproque de g.
b- Montrer que I'équation g(x) = x admet dans I une
unique solution a et quea €]0,1].

c- Tracer la courbe ¢’ de g' dans le méme repére
0,3.)).

1
X+

1
d- Montrer que tout x eJ ; g7 1(x) = e? *,
4) Soit A=[ f(x)dx..
a- Interpréter graphiquement A
b- Calculer A.

1
o - [x+3
c- En déduire la valeur de K=["e V" * dx.

Exercice :17

Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC
isocéle en A tel que (4B, AC ) = 2 [2n]

Soit O le centre du cercle # circonscrit au triangle
ABC, | le milieu du segment [BC], J le milieu du

segment [AB] et L le milieu du segment [AC]

1°) Montrer que OBAC est un losange.

2°)a) Montrer qu’il existe un unique
antidéplacement f tel que f(A) = C et f(B) = A.
a)Montrer que f est une symétrie glissante dont on

précisera I'axe et le vecteur.
b)Montrer que. f = R(O,_B—H)OSAB

b)Déterminer alors la nature et les éléments

caractéristiques de R(o,g)Ot%FC

3°) Soit I'isométrie ¢ = Sg0S4:0S45.

a)Montrer que S4c0S4p = Sa00Sac-

En déduire que ¢ = S;x0S;;05,¢ ou K est le projeté
orthogonal de | sur (AC).

b)Montrer alors que ¢ est une symétrie glissante
dont précisera I'axe et le vecteur.

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
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4°) Soit g une isométrie du plan qui laisse
globalement invariant le triangle ABC.
a)Montrer que g fixe le point O.

b)Montrer que g([BC]) = [BC].

c)Déterminer toutes les isométries qui laissent
globalement invariant le triangle ABC.

Exercice 18 :

Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormé
direct (O,u, v) . Soit A(i) et B(i+1).

On considere I'application

f:P\{A} > P :M(z) >M'(Z')tel que Z- i = o
1)Montrer que les points A, M et M’ sont alignés.
2)Déterminer 'ensemble ¢ des points invariants par f
3)Dans cette question, on suppose que z=1+i+e'®
a)Déterminer et construire 'ensemble I décrit

par le point M d’affixe z lorsque 6 décrit ]_7”,_2—”[
b)Montrer que z’- i=1+i tan g.

¢)En déduire 'ensemble " image de I par f.

Le construire.

Exercice 19 : (5 points )

Soit F la fonction définie sur [0, +oo[ par :
Fuy4@XIecu six >0etF(0) =-In2

1°)a) Montrer, a I'aide d’une intégration par parties,
que pour tout réel x > 0,

b) Montrer que pour tout réel x > 0,
t
e*ln2 < fzxe—dt < e?[n2

2
c) Calculer lim, o [ e

En déduire que F est contlnue a droite en 0.

2°)a) Montrer que pour tout réel x > 0,F(x)<
Fx)

—e*+1
2x

b) En déduire lim,_,,,, F(x) et xl_i)m

+o00 X

3°) Montrer que F est dérivable sur ]0 +00[
et pour tout réel x > 0, F'(x )——( £ _1)

4°) Soit x un réel strictement posmf

a) Montrer qu’il existe un réel cde 10, X[

tel que F(x) - F(0) = xF'(c)

b) En déduire que F est dérivable a droite en 0.

c) Dresser le tableau de variation de F et tracer sa
courbe représentative.

Exercice 20:

I/ On considére la fonction f définie sur ] 0, +oo [ par

Inx

f(x)=2%

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.

et on désigne par §f sa représentation graphique
dans un repere orthonormé ( 0,1,7).
1) a) Dresser le tableau de variation de f .

b) Tracer ¢, .
2) Calculer 'aire de la région du plan limité par la
courbe g“f , 'axe des abscisses et les droites

d’équations x = % x=1.

[I/ On pose pour tout ne IN* ,
I _ 1 fl (Inx) dx

=—1
2n+inl o xx

1) a) Calculer I;.

b) Mque Vn > 0; |L,| <

c)Calculer la limite de I

2) En intégrant par partle, montrer que pour tout n
(_1)n+1\/g

(n+1)12n+1

3) a) Montrer que pour tout n de IN*,
= -1+ Ve Xr, C

ki2k
b) En deduwe la limite de la somme :

Sp=1-d—— et (=)
1'2 112 ni2n
Exercice 21 : ( 6 points )

Soit f la fonction définie sur ]0, +«[ par :

f)=x—=%
On désigne par C la courbe de f dans un repére
orthonormé.
1) a) Calculer lim, ¢, f(x)
lim,e, 400 f(x) -Xx
b) En déduire que la courbe C admet deux
asymptotes que I'on précisera.
c¢) Etudier la position de C par rapport a la droite A :
y =X.
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) a) Montrer que C admet une unique tangente D
parallele a A. Préciser les coordonnées du point de
contact B.
b) Donner une équation de D.
4) Dans la figure ci dessous, On a traceé la droite
A:y=xetlacourbeT: y—lnx

a) Construire le
point A(i, 0) et s
verifier que A
appartient a D.
b) Tracer la i
droite D et placer ' { /. -

deIN*ona lp=1I,+

Jlimy,o f(x) et

le point B. A AT s F i s
c) Tracer C.
5) Calculer l'aire
de la partie du
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plan limitée par C, la droite A et les droites
d’équations : x = é etx=¢e
Exercice : 22
Soit f la fonction définie sur ]—In2,+[ par :
-1 . I T s
f(x) = et g lafonction définie sur ]—5, 5[
parg(x) =-In (1+sinx).
1) a)Dresser le tableau de variations de g
b)Montrer que g admet une fonction
réciproque g~ définie sur ]—In2, +«=[
c)Montrer que g~ est dérivable sur ]—In2, +=[ et
que (g7 (x) =f(x)
2). Pourne IN et x>0, on pose
= [y (F@®)* dt
a)Donner le sens de variations de F,
b)Calculer F;(x) et montrer que xliTwFl(X)= In2
)

-t
c)Mque pourtoutréelt>0; -e2 < f(t) <0
d)En déduire que F,(x) < % et que xlierFn(x) est
finie.
3. On pose U, = xlierFn(x).
On se propose dans la suite de déterminer U,,.
a)Maue Frr(x) + Fu(x) ==~ [(F))* — 1]
b) En déduire que Upq + Up= ~
5.Onpose W,=(-1)"U, ;n€IN .
Vérifier que : Wypq- W, = (—1T)ln+
En déduire que pourn =2 ;

n-1 (D 1) k1
Uy = (-D" [- 2 + 23 |
Exercice 23: (5 points)
Soit f la fonction définie sur [0, + o[ parf(t) =te
1) a) Dresser le tableau de variations de f.

En déduire que f est bornée.
b) Montrer alors que pourtoutréelt=0,

t
ona: f(t)ez <1.
2) Pour tout entiern > 1, on note F, la fonction
définie sur [0, + oo par

= J, [F0]" dt.

a) Prouverque [f()]"<e
utiliser la question 1).

b) En déduire que, pour tout x > 0, F, (x) < 2.

c) Prouver alors que Fn(x) admet une limite finie
quand x tend vers + .

3) Pour tout entier n > 1, on définie la fonction G

j thet dt

-t

. On pourra

sur [0, +oo[ par G, (x
a) Expliciter G4(x) .

b) Montrer que Gyt (X) = (n+1) Gn (X) — x™Te ™™
c¢) En déduire, en raisonnant par récurrence,

que 1M Gx)=nt.
4) a) Montrer que (G,) (nx) =n" [f (x)]".

b) Prouver alors que Fy(x) = Gn (nx).

n+l

En déduire 1M F, (x).
X—>+00

Exercice 24 (2,5points)
Soit f la fonction définie sur [~1,1 |par :
X
T == -
1) Soit F la fonction définie sur [0,%] par :
F(x) = H(y/sin (2x))
ou H la primitive de f qui s’annule en 0.
a)M que F est dérivable sur ]0, %] et déterminer F’ (x)

b) En déduire que pour tout x de [0, %]

ona:F(x) = x—%tan ().
V2

c)Déterminer alors [z f(t)dt
2) Pour tout xe [—1 1]\{0] on pose :
G(x) = fxzx%dt Etudier la parité de G
Exercice :25 (3.5points)
On se propose de résoudre dans IN I'équation
(E): x>3 = 3(mod 37)
1) Soit x solutions de (E)
a) Montrer que x et 37 sont premiers entre eux.
b) Montrer que :
x3¢ = 1(mod 37) et que x = 37 (mod 37)
2)a) Soitx € IN
M que si x = 37 (mod 37)alors x est solution de (E)
b) En déduire que 'ensemble des solutions de
(E)dans IN est {37k + 25; k € N}
3) Soit x une solution de (E).
OnposeS=1+x+x%+-+x°?
a) Vérifier que (x — 1)S =x>3 — 1
En déduire que 12S = 1(mod 37)
b) Déterminer alors le reste modulo 37 de S
Exercice : 26 (4points)
Soit la fonction f définie sur IR+ par
f(X) — l ( x+2+\/x +4x )
On désigne par Cf la courbe représentative de f
dans un repere orthonormé (O, i, j) du plan.

1a)Montrer que : lim m = +o0. Interpréter
x—>0" X

graphiguement.

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
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b) Montrer que f est dérivable sur IR*+ et que

Vx>0, f'(x) = Jxle

c) Dresser le tableau de variation de f construire C; .

2)a) Montrer que f admet une fonction réciproque g
définie IR+.

b) Soit x eIR*+. Résoudre dans IR+ I'équation en
y:e¥+e Vv —-2=ux.
Expliciter alors g(x) pour x €lR+.
3) Soit h une fonction dérivable et strictement
monotone sur un intervalle |.

a) Montrer que h™' admet des primitives sur h(I).

b) Soit o et B deux réels de |.
Montrer que J.hh((B))h‘l(t)dt = Iﬁth‘(t)dt.

aya)Calculer f (0) et {ﬂ}

(S

b)On désigne par A l'aire en (u.a) de la partie du
plan limitée par la courbe C; et les droite d’équations

(e—1) 2
x=0, x=—/ et y=0. Montrer que A = = (u.a)
e e
Exercice :27

On considére la suite U définie sur IN par :
UO = U]_ =1
{Un+2 =Up4q + U, ;pourtoutn €N
1/ Montrer que pour tout neIN, U, =2 n . En déduire

lim,_ 4. Uy .

2/ Soit W la suite définie sur IN* par
W, = Ur21 — Upt1-Un—g

a/ Montrer que W est une suite géométrique de
raison (-1)

b/ En déduire que pour tout neIN*,

U121 —Un+1.Upg = (_1)11

1

L . sz U
3/ On considére la suite V de terme général V,, = 3—*

a/ Montrer que limp 40 (Ve — V) =0

(_1)n+1
——— eten
] ) ) Unt+1.Un—1
déduire la monotonie de la suite (V2,) et celle de la
suite (V2n+1) .

b/ Etablir 'égalité : V.4 — Vg =

¢/ Montrer que pour tout nelIN, Vo, £ Vo,

d/ En déduire que les suites (Van) et (Van,1) sont
convergentes et quelles convergent vers la méme
limite.

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.

e/ En déduire que la suite (V,) est convergente

puis déterminer sa limite.

Exercice :28(6points)

1)Soit g la fonction définie sur ]0,+ oo par
g(x)=1-x+xInx.

a)Etudier les variations de g .

b) En déduire que pour tout x € ]O,+ oo[ ,
I+xlnx > x.
2) Soit f la fonction définie sur [0, o[ par

{f () = —

six>0
1+xinx .

f0)=1

On note C sa courbe représentative dans un
repéere orthonormé( O, i, j).

a) Montrer que f est continue a droite en 0.

x)—1
b) Montrer que lim & =400 Interpréter
x—=0" X
graphiquement.

c)Calculer lim f (x). Interpréter

X—>+0

graphiquement.
3)a)Mque pour tout x € ]0,+[ f'(x) =

1+inx
(1+xInx)?

b) Dresser le tableau de variation de f .

4) Dans la figure ci dessous, on a tracé dans un
repere orthonormé ( O, i, j), les courbes C; et C,

des fonctions définies sur ]0,+ o[ respectivement

1
parx — Ilnxetx » e
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a)Construire le point Ade C; d’abscisse éet le point
B de C, d’abscisse 1—5
En déduire une construction du point C de Cf

1
d’abscisse —
e

b) Déduire de la question 1-b) que pour tout
x>0, f(x) <.

Déterminer alors la position relative de Cf et C,

c) Tracer la courbe C £

5) On considére la fonction F définie sur [1,+o0[ par
F(x) = [} f(D)dt .

a) que pour tout 7 & [1,+00[ Tlmt < f(®).

b) Montrer alors que pour tout x € ]0,+ o[
JIn(1+inx) < F(x) < Inx
. . F(x
c)Déterminer lim F(x)et lim L .
X—>+00 x40y

6) Soit n un entier naturel non nul ;
a) Montrer que la fonction i:xa x—F(x)est

une bijection de [1,+o0[ sur[l,+o0|.
b) En déduire que I'équation h(x) =n admet dans

[1,+o0[ une seule solution o, .
c)Montrer que lim o, =+o0.

n—>+0

d) Vérifier que 2 =

, . . a
Déterminer alors lim )

n—+w n

Exercice:29

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé
direct (O, u, v) Soient les points A et B du plan
d’affixes respectives z1 et z2 tels que O, A et B ne
sont pas alignés. On considére le point M d’affixe z

e , 5
vérifiant la relation : z = 222
Zl+Zz

Z2-Z __ Zy

I/ 1) Montrer que :

z1—Z

2) Montrer que (M4, MB) = m + (04, 0B)[2n]

Z1

3) En déduire que M appartient au cercle C
circonscrit au triangle OAB.

La vie n'est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.

I) On suppose de plus que z; et z, sont les
solutions de I'équation :
(Eg):z* —2(e' + 1)z + 2e'% — 2 = 0,0¢]0,n[ .

ef—1
1)a) Montrer que z = 2 —5—.
b) Donner la forme algébrique de z .
c) Déterminer alors I'ensemble des points M
lorsque 6 décrit 10, T1[.

. 2
Pour la suite on prendra 6 = ?"

LT LT
On pose Z; = e'12z, et Z, = e'12z, . z; et z, sont les

solutions (EZ_n)
3

On désigne par A’ , B’ et C’ les points d’affixes
respectives Z; , Z et Zy, = elsizy.

3)a) Soit K et K’ les milieux respectifs des
segments [AB] et [A'B’].

Vérifier que zx = €' et 7, = e'iz.

b) En remarquant que

(Zy — Z1)? = (Zy + Z1)? — 42, Z,,

vérifier que (Z, — Z1)? = 4((Zx1)? (i\/ 2V3 ) 2,

c¢) Montrer que (A'B', K'E )+(A'B', K' F)=0 [ ]
ou E et F sont les points d’affixes Zp = —Zj.

En déduire que la droite (A’B’) porte la bissectrice
intérieure de 'angle EK'F.
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