Lycée Pilote Ariana SPRING 2020 4éme MATH
M: Lﬁme{:M La musique est une mathématique sonore,

la mathématique est une musique silencieuse. Edouard Herriot
Exercice :1 2°)a) Démontrer que quel que soit n de IN,

Les questions suivantes sont indépendantes.
1)Soit ABCD un carré direct de centre O.

On considére I'application f = Sypot;z
Déterminer f(A) et f(D). En déduire que fest une
symétrie glissante dont on précisera I'axe et le
vecteur.

2)Soit g une fonction dérivable sur IR telle que
1

g(1)===etg(1) =+

A t: +1
Calculer lim,_,, 2(Fge)+1

x—1

3)Calculer lim,_, 4 o ( V3 +x% +1 -x)
Exercice :2
Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé direct ( O, 01, 0] ), on donne les points
A, B et C d’affixes respectives 1 +i, 1 + 2i et2 + 2i.
Soit ¢ I'application du plan dans lui-méme, qui a tout
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z,
défini par —2M"A + M'M; = 0 oUu M; est le
symétrique de M par rapport a I'axe des réels.
1°) Montrer que OICB est un parallélogramme de
centre A.
2°)a) Montrerque z'=-z + 2+ 2i

b) Donner la nature de ¢.
3°)a) Montrer que ¢ = S,0S,; ou Sp désigne la
symétrie centrale de centre A.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de .
Exercice 3 :
Le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé direct (O, u, v ),.
1) Résoudre dans C I'équation :
(E):z% —iz(1—e'cosh) +e'fcoshd = 0,0 € IR
2) On consideére les points A, B et M d’affixes

respectives i, - et i+tar11 5y 0 €l -~ L
On note N le milieu du segment [AM].
a)Montrer que zy = ; (sin(26) + 2isin?(6)).

_E”[,

b)Prouver que, lorsque 6 varie dans | 505

le point N varie sur le cercle T de centre B et de
rayon R =Zl privé d’un point a déterminer.

¢)En déduire 'ensemble des points M, lorsque 6
varie dans ] — Z% [.

d)Ecrire z,, sous forme exponentielle.

Exercice :4

On consideére les suites réelles (u,) et (v,) définies
sur IN par : ug = 3 et pour tout entier naturel n,

_ Uptug 7
Upy1 = et v, = "
n

1°) Montrer par récurrence que pour tout n de IN,
up>0etv,>0.

(u, + Un)z —28 = (u, — vn)z
b) En déduire que quel que soit n de IN,
ﬁnﬂ (un — Un)z-
c¢) Conclure que quel que soitn,ona :u, — v, 20.
3)a) Prouver que la suite (u,) est décroissante

b) En déduire que la suite (v,) est croissante.
4)a) En s’aidant de la question 2.c et de la question
3.b, démontrer que pour tout entier naturel non nul

n, u, >=.

b) Utiliser le résultat précédent et le résultat de
2.b pour démontrer que pour tout n de IN,

1
Up+1 — Vst = E(un - vn)z

¢) En déduire, a l'aide d’'un raisonnement par
récurrence, que pour tout nde IN,u, — v, < —=
d) Déduire la limite de u, — v, lorsque n tend vers
+oo,
5°) Conclure que les suites (uy) et (vn) sont
adjacentes et déterminer leur limite commune.
Exercice : 5

Répondre par vrai ou faux
1) n est un entier naturel ayant pour écriture aba7
en base dix.

n est divisible par 7 < a+b=0(mod 7)
2) lim e*In(14+e*)=0

Up+1 — Un41 =

—+400
3) éoit a et b deux entiers tels que 4a +3b =5 alors
pgcd(a, b) = 5.

4) Si un entier n est divisible par 4 et par 6 alors il
est divisible par 12.

Exercice :6

Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC

isocéle en A tel que (4B ,AC ) = 2?” [27]

Soit O le centre du cercle # circonscrit au triangle
ABC, I le milieu du segment [BC], J le milieu du
segment [AB] et L le milieu du segment [AC]

1) Montrer que OBAC est un losange.

2)a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement
f tel que f(A) = C et f(B) = A.

b)Montrer que f est une symétrie glissante dont on
précisera I'axe et le vecteur.

c)Montrer que f = Ry, =m)0Sap-
'3

d)Déterminer alors la nature et les éléments

caractéristiques de R, 0 t%ﬁ.

30) SO't |’I30métrle Q= SBC (0] SAC (0] SAB‘
a)Montrer que Syc 0 Sug = Sa0 0 Sac--

En déduire que ¢ = S;x 0S5 0 Syc. ou Kest le
projeté orthogonal de | sur (AC).

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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b)Montrer alors que ¢ est une symétrie glissante dont
précisera I'axe et le vecteur.

4°) Soit g une isométrie du plan qui laisse
globalement invariant le triangle ABC.

a)Montrer que g fixe le point O.

b)Montrer que g([BC]) = [BC].

c)Déterminer toutes les isométries qui laissent
globalement invariant le triangle ABC.
Exercice :7
Pourtoutn =1, In(x
1)Calculer 14(x)
2)a)En intégrant I,(x) par parties,

Calculer In,1(x) — In(x ) (n21)

b)Déduire que ln(x)=e — (1+X7- 1k' )e1 x,

3)On suppose maintenant gue x est un élément fixé
de 10, 1]

a)Démontrer que, pour tout n > 0,

0<h() e (1)

——f t"el~tdt, x € IR

b)Déduire alors lim Ix(x)

n—+w0

c)Montrer alors que lim,,_, ;.. Yk=2 %) = e*,

Exercice :( 7 bis )

I) On considére, dans IC, I'équation ;
(E):z2—ez—i+e 20 =0,0 E]%.%n[

1) Développer (e + 2ie~10)?

2) Résoudre dans IC I'équation (E)

II) Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (O, u, v) .

On considere les points A, M et N d’affixes
respectives :

7, = 2e's; zyy = e® +ie7® et zy = —ie®.
1) Déterminer la forme exponentielle de z, .
2) Montrer que M décrit le segment [OA] privé des
points O et A, lorsque 8 varie.
3) Déterminer et construire 'ensemble y des points N
lorsque @ varie.

Zm

4) Soit H le point d’affixe zy = -5 -

i . 7\ 3
a) Vérifier que zy — zy = sin (9 - Z)e 4,
b) Montrer que H est le projeté orthogonal de N sur
(OA).
c) Déterminer 6 pour que l'aire du triangle OMN soit
maximale.
Exercice 8:

1. Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers
14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2. On considére I'"'equation (E) : 87x + 31y =2

(a) Vérifier, en utilisant par exemple la question 1.
que 87 et 31 sont premiers entre eux. En déduire
un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que
87u + 31v = 1 puis une solution (X ; Yo) de (E).
(b) Déterminer 'ensemble des solutions de (E)
dans Z2.
(c) Application : Déterminer les points de la droite
d’“equation 87x-31y-2 = 0 dont les coordonnées
sont des entiers naturels et dont 'abscisse est
comprise entre 0 et 100.
Exercice 9:
1°) On considére, dans I'ensemble des nombres
complexes , I'équation :
)22+ (V3+7i)z—4(3-iV3) =0.
On désigne par z; et z, les solutions de ( E ) telles
que Re(z4) < Re(zy).
a) Sans résoudre I'équation ( E ), Montrer que :
|z,2,| = 8V3 etarg(z,) + arg (z,) = 5?” [27]

b) Mque (V3—i)" =2-2iV3.

c) Résoudre, dans £ , I'équation (E ).
2) Dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé direct ( O, u, ¥ ) , on donne les points
A, B et C d’affixes respectives
a=-2i,b=—/3-3ietc=-4i.
a)Déterminer la forme exponentielle de b.
b)Placer les points A, B et C.
c)Déterminer et représenter 'ensemble des points
M d’affixe z tels que :
arg (z+2i) = _Tzn [27].

d) Déterminer et représenter 'ensemble des points
M d’affixe z tels que % soit imaginaire.
Exercice 10 :
Soit ABCD un carré de centre O tel que.

(AB,AD ) = 2 [2n]

On désigne |=A-BetdJ=A-D
On note s la similitude directe tels que
s(D)=0ets(C)=1.

1) a) Déterminer le rapport et 'angle de s.
b) Soit Qle centre de s.
Trouver une construction géométrique de Q.
2) a) Préciser les images respectives des droite
(BD)et(BC)pars.
b) Déterminer alors s (B) et s (A) etsos (B) .
¢) Montrer que Q est le barycentre des points
pondérés (B,1)et(J,4).
3) On suppose dans cette question que
(4,4B,AD ) un repére orthonormé direct

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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2e?

a) Déterminer I'application complexe associée a s.

b) En déduire I'affixe zo de Q centre de s.
4) Soit R la rotation de centre O et d'angle ~

eth=Ros.
a) Préciser h (B) puis caractériser h.
b) Soit Q’ le milieu de[QB].
Montrer que OQ Q’ est rectangle et isocéle.

Exercice 11 :( 4 points )
Dans I'ensemble des nombres complexes,
on consideére I'équation :
(E) :z2-z(Bm—i)m +2m3(1+m?) = 0,
ou m est un paramétre réel.
I/_ Résoudre I'équation (E).
I/ Dans le plan P muni d’un repére orthonormé direct
(O,7,7). On considére les points
M(m(m+i))etN(2m(m—i)).
1) a/ Montrer que M varie sur une parabole P quand
m varie sur IR.

b/ Caractériser la parabole P.

¢/ Montrer que par le point I( -1, 0 ) passe deux
tangentes T, et T, a la parabole P.

d/ Tracer la parabole P ainsi que les tangentes T,
et Tg.
2) al Déterminer I'affixe du point G image du point N
par la rotation de centre | et d’angle g

b/ Déduire que le point G est 'image du point

M par une similitude indirecte g que I'on
caractérisera.

Exercice 12:

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x) = (1 —x)e?*. On désigne par # la courbe
représentative de f dans le plan rapporté un repére
orthonormé (0,7,7).

1°) Dresser le tableau de variation de f.

2°)a) Montrer que # admet un point d’inflexion |
qgu’on précisera.

b)Donner une équation cartésienne de la tangente T
a # au point I.

c)Tracer T et .

3)Calculer I'aire du domaine limité par %, 'axe des
abscisses et les droites d’équations x=0 et x= 1.

4°)On pose I, = fol(l —x)"e?*dx ; Vn>0, VnelN*

1 2
a)Mqgue vnelN*, on a S Sh <

e

1+n
En déduire lim,,_, ;o I,

b)M que VnelIN*,ona:2l,,; =
En déduire.lim,,_, o, nl,
5°) Pour tout neIN*,u,, =

-1+ (m+ DI,.

211
=1,.
n!
-1

) 2n
a)M par récurrence que VnelN*,on a: —=1

b)En déduire que VYnelN*,ona :u, < D

a) Calculer alors lim,,_, ;o uy,.

o * . _ il
6°)a)Mque VnelN*,ona :u,,; = —m+un.
b)En déduire que VnelN*, ona:

1 2k
-unz_[ez_ ;cl OF]

2k
C)En déduire limy_,1e0 Xk=07;

Exercice 13 :

A)Soit la fonction f définie sur ]-1, 1[ par :

f(x)=[7todt
1)a)Justifier I'existence de f.
b)Prouver qu’il eX|ste trois réels o, et ¢ tel que

_ B, o
VteIR[11},1t2—oc R

c)Déduire que vxel-1, 1[, f(x ) =-x +

2 (750
2)Etudier les variations de f et construire sa courbe
C dans un repére orthonormé.

3)a)Montrer que VxelR*+ et VkelN* on a :

|n(x)s-1+§+|nk

1
b)Déduire que VkeIN*, [} Inxdx < Ink .
2

1
et que VneIN*ff+n Inxdx < In (n!)

2
c)En déduire que VnelIN*,
1 1 1

[ — LA
Inn ) >(n+ 2) In (n+2) n+3 In2
4)Soit la suite u définie par sur IN* par :
Upn=n+In(n!)—(n +1—2) In(n)
a)Montrer que VnelN*, u, >% In2,
b)Vérifier que Vn >1, on a: uy— U1 =(2n +1)f (2n1 1)
c)Déduire que la suite u est convergente.

B)Soit (v,) la suite définie par :

Vo= o V) dx et vneIN*, Vo= fof x"2[Txdx

1)Calculer vq

2)a)Définir 'ensemble des points
M(x,y) tel que y* — x(1 — x) = 0.
b)Déduire que v; = g
3)a)Prouver que la suite (v,) est décroissante .
b)Déduire que la suite v est convergente.
4)a)Prouver par une intégration par partie que

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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_n+2 ainsi que les droites (CJ) et (AJ).
VNelN, Voo =5 Vo b)Caractériser Siac) 0 S(ag).
P N+2 _ Vpy Vet et en déduire que A est le milieu de [IJ]
b)Déduire que vneIN, N5~ Vi <let nlm A =1 2)Soit S la similitude directe qui transforme B en A

Exercice 14 :

I/Soit x un réel de -1, + «o[, on pose S(X)=f;£tdt

1)a) xelR+, mque, 0 <e(x) <=

x3
<e<0
3(1+x)

e(x) -0

-

2)a) Démontrer que pour tout x de ]-1, +oo
In(1+x) = X —"; + ()

. In(14x)
b)Calculer lim,_,, n(%)x

3) Soit f la fonction numérique a variable réelle
fx) = 40 (i+x) six#+0

f0)=1

a) Mque f est continue et dérivable sur -1, +oo

b) Etudier les variations de la fonction h définie sur
J-1, +oo[ parh ( x ) = x = (x+1)In(1+x)

En déduire le signe de h(x) pour xe]-1, +oof

c)Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative ( C ) dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (0,7, )

)
b) xe]-1, 0], mque
)
)

c¢) En déduire que lim,_,q

définie sur -1, +oof par{

I/ Soit x € ]-1, 0] et n eIN*, on pose &, = [ = dt

0 1+t
1)Etudier le signe de g,(x) suivant n est pair ou
impair.

xn+1

i (n+1)(x+1)’
en déduire que |en(x)| < —A

n T (n+1)(x+1)
2)a) Mque V t #-1

b)Etudier le signe de &n(x)

L P A G

1+t 1+t

b)En déduire que vx de ]-1, 0] et pour tout n de IN*
I(1+2) = x =2 4.+ (=11 (—1) e, (3)

3) On consideére la suite u définie par:

Uy =2+ =+t b —

Trouver lim(u,)
n—>+0

n2n-1 ]

Exercice 15 :

ABC est un triangle rectangle en A tel que AC=2AB
—_—— T

et (AC,AB) = > [2n] et D=SA(B).

On désigne par F le projeté orthogonal de A sur BC],
| le symétrique de F par rapport a (AB) et J le
symétrique de F par rapport a (AC).

1)a)Montrer que les droites (IB) et IA) sont
perpendiculaires

etAenC.
a)Déterminer le rapport et 'angle de S.

Soit Y= So S(Ac)

Préciser la nature et le rapport de .
Déterminer y(A) et y(D).

Caractériser y.

)SOit f= S(AG) ovy

)Déterminerf (D)

b)Mque f est une homothétie que I'on précisera.

Exercice 16 :

Le plan complexe P est muni d’'un repére
orthonormé direct (O, u, v ). Soit a € [0,7]

1) Résoudre dans C I'équation :z2-2z+2=0

2) On considére les points A, B, C et D d’affixes
respectives za= 2i, zg=(1+1i)eet z¢ = (1-1)e'®.
a) Ecrire zg et z¢ sous forme exponentielle.

b) En déduire que le triangle OBC est rectangle
isocele en O.

c) Pour quelle valeur de a le quadrilatere OABC
est-il un parallélogramme ?

3) A tout point M(z) on associe le point M'(2) tel
que z'=2+(z-2)?

On note C le cercle de centre K(2) et de rayon v2 .
a) Déterminer z’ pour z = za.

b) Soit M le point de C d’affixe z =2+1/2 e®
Montrer que I'affixe de M' est 2+/2 el2®
Déterminer et construire , 'ensemble des

points M lorsque a varie dans [0,

4) Soit N le point d’affixe zy =2+@

et N’ le point associé a N.

a) Ecrire zy - 2 sous forme exponentielle; en
déduire que N est un point de C .

b) Montrer que : (i , KN') = 2?"[217]

c) Placer N sur la figure puis construire le point N'.
Exercice 17 :

Soit f la fonction numérique définie par :

fx)=In(x+vVx*—1).

On désigne par ( C ) la courbe représentative de f
dans un repeére orthonormé ( O,7,7) .

1) a)Montrer que f est définie sur [1, + oo[.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.
Interpréter graphiquement.

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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2) a. Montrer que f est dérivable sur |1, +oof

etque f'(x) = \/%1
o

b)Dresser le tableau de variation de f.

3) a. Calculer limy_, ;o % Interpréter

graphiquement le résultat obtenu.

b. Tracer la courbe ( C).
4) a. Montrer que f est bijective et tracer, dans le
méme repeére, la courbe ( C ‘) de sa fonction
réciproque ' .
b)Montrer que pour tout xelR.,, f~1(x) = £=°
5) L'espace est rapporté a un repére orthonormé

(0,1,7, k )).Soit S le solide obtenu par la rotation de la
partie de ( C’) relative a [0, 1] autour de I'axe (O,7).
Calculer le volume de S.

6) Calculer 'aire de la partie du plan limitée par la
courbe (C) , I'axe des abscisses et les droites
d'équations respectives: x = 1 et x = 2.

Exercice 18 :

On considere la suite définie sur IN* par
Up = fle (lr;i)n dx
1) a) Montrer que pour tout neIN*, u, > 0.
b) Montrer que U est décroissante et en déduire
gu’elle est convergente.
2) a) En intégrant par parties, calculer uj.
b) Montrer que pour tout neIN*,
Upyr — M+ Duy, = _?1
c¢) En déduire la valeur de us.
3) a) Montrer que pour tout neIN* , 0 < u,, < é
b) En déduire lim,,_, ;o U,
Exercice 19 :
Le plan est orienté dans le sens direct.
Soit ABCD un carré de centre O tel que
(4B, AD) =2 (2]
OnnoteJ =A*D,K=C=*DetF =5p(C).
La perpendiculaire en D a la droite (BD) coupe
(GJ) en un point E.
1) Soit S la similitude directe telle que
S(A) =J et S(B) =D.
a- Déterminer le rapport et 'angle de S.
b- Déterminer les images des droites (BD)
et (AD) par la similitude S. En déduire S(D).
2) On désigne par C et C’ les cercles de diamétres
respectifs [AJ] et [BD].
a- Soit Q le centre de S. Montrer que Qe (N ('

puis construire le point Q.

b- Montrer que les points Q , B et E sont alignés.
3) Soit o la similitude indirecte telle que

o(0) = A et o(K) = B.

a- Déterminer le rapport de o.

Montrer que C est le centre de o.

c- Déduire I'axe de o.

4- Soit ¢ = Soo.

a- Déterminer ¢(0)et ¢(K).

a- Caractériser alors ¢.

Exercice 20 :

1) Soit h la fonction définie sur ]0,+oc[ par :

h(x)=aln?(x)+blnx ; a et b deux réels.

Déterminer les réels a et b sachant que h admet un
1

minimum en ez égale a (_Tl).

2) Soit f la fonction définie sur ]0,+oc[ par :

f(x) = In*x — Inx. On désigne par C la courbe

représentative de f dans un plan rapporté a un

repére orthonormé (0,1,7 ).

a- Montrer que lim,_, ;o f(x) = +oo.

b- Montrer que tout x €]0, +oo[ ;f'(x) = _“;l"x.

c- Dresser le tableau de variation de f.

d- Préciser les points d’intersection de c avec 'axe

des abscisses.

e- Tracer la courbe c.

(On précisera les branches infinies).

3) Soit g la restriction de f a l'intervalle I =]0,e%].

a- Montrer que g est une bijection de I'sur un
intervalle J que 'on précisera.

On désigne par g’1 la fonction réciproque de g.

b- Montrer que I'équation g(x) = x admet dans I une
unique solution a et quea €]0,1].

c- Tracer la courbe ¢’ de g’1 dans le méme repere
0,%,7).

1[4t
d- Montrer que tout X eJ ; g7 1(x) = e2 ¥,
4) Soit A=[, f(x)dx.
a- Interpréter graphiquement A

b- Calculer A.
la droite

1
c- En déduire la valeur de K=’ e_JXTZ dx.
Exercice :14
Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC
isocéle en A tel que (4B ,AC ) = 2 [2n]
Soit O le centre du cercle # circonscrit au triangle
ABC, | le milieu du segment [BC], J le milieu du

segment [AB] et L le milieu du segment [AC]

1°) Montrer que OBAC est un losange.

2°)a) Montrer qu’il existe un unique
antidéplacement f tel que f(A) = C et f(B) = A.
a)Montrer que f est une symétrie glissante dont on

précisera I'axe et le vecteur.

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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b)Montrer que. f = R zm 0SB
'3

b)Déterminer alors la nature et les éléments

caractéristiques de R( )otlfc
'3

3°) Soit I'isométrie ¢ = Sg0S,4:0S45.

a)Montrer que S4c0Sap = S400Sac-

En déduire que ¢ = S;x0S;;05,¢ ou K est le projeté
orthogonal de | sur (AC).

b)Montrer alors que ¢ est une symétrie glissante
dont précisera 'axe et le vecteur.

4°) Soit g une isométrie du plan qui laisse
globalement invariant le triangle ABC.

a)Montrer que g fixe le point O.

b)Montrer que g([BC]) = [BC].

c)Déterminer toutes les isométries qui laissent
globalement invariant le triangle ABC.
Exercice 15 :

Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormé

direct (O,u, v ) . Soit A(i) et B(i+1).

On considere I'application

f:.P{A} > P :M(z) > M'(zZ))tel que z’- i = v
1)Montrer que les points A, M et M’ sont alignés.

2)Déterminer 'ensemble ¢ des points invariants par f

3)Dans cette question, on suppose que z=1+i+e'®
a)Déterminer et construire I'ensemble I décrit

par le point M d'affixe z lorsque 8 décrit ==, —~[
b)Montrer que z’- i=1+i tan g.

C)En déduire 'ensemble " image de I par f.
Le construire.

Exercice 16 : (5 points )

Soit F la fonction définie sur [0, +oo par :

F(x)_fzx1 "4t six >0 et F(0) = -n2

1°)a) Montrer a l'aide d’une intégration par parties,

que pour tout réel x > 0,

Fx= S =2 [ e
b) Montrer que pour tout réel x > 0,
e*ln2 < fzxe—dt <e*In2
c) Calculer lim, g4 fzxe dt .
En déduire que F est continue a droite en 0.
2°)a) Montrer que pour tout réel x > 0,F(x)< et
b) En déduire lim,_,, ,, F(x) et xlirfw¥

3°) Montrer que F est dérivable sur ]0, +oof
et pour tout réel x > 0, F'(x) = —71(ex_—1)2

4°) Soit x un réel strictement positif.
a) Montrer qu’il existe un réel c de ]0, X[

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.

tel que F(x) - F(0) = xF'(¢)

b) En déduire que F est dérivable a droite en 0.
c) Dresser le tableau de variation de F et tracer sa
courbe représentative.

Exercice 17 (4 points )

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé
direct . On désigne par f I'application u plan dans
lui-méme

qui a tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z'=( %) Z+1-i

1°)a) Montrer que f est une similitude directe
centre | que I'on précisera

b) Soit n un entier naturel non nul.

Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de I'application g, = fofo...of
(nfois)

2°) On définit la suite des points ( A, ) par :

Ao le point d’affixe 2 + i et pour tout entier naturel n,
On désigne par An.1 =1 (Ay).

a) Mque pour tout entier n >0, An = gn(Ao).

b) En déduire que pour tout entier naturel n,

L(n+2)7r
an=2+ ( )"

c) Montrer que pour tout entier naturel n, les points
l, As et An.q sont alignés.
Exercice 18:
I/ On considére la fonction f définie sur 10, +oo [

Inx

parf(x)= o
et on désigne par ¢, sa représentation graphique

dans un repere orthonormé ( 0,7,7).
1) a) Dresser le tableau de variation de f .
b) Tracer ¢, .
2) Calculer l'aire de la région du plan limité par la
courbe §f , 'axe des abscisses et les droites

d’équations x = % x=1.

[I/ On pose pour tout ne IN* ,
1 1 (Inx)™

I 2n+1n|f X\/} dx

1) a) Calculer ls.

b) Mque Vn > 0; |L,| <

c)Calculer la limite de |,

2) En intégrant par partle, montrer que pour tout n

(_1)n+1\/5

(n+1)12n+1

3) a) Montrer que pour tout n de IN*,
=1 +Ve X, C

ki2k
b) En déduire la limite de la somme :
Sn=1'i+ : +(_ )nnllzn
Exercice 19 :(3 points)

nian

deIN*ona ly=1I,+

12 " 1e?
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Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
(0,1, 7). On considére la conique E de foyer O, de
sommet S(-1,0) et de directrice associée au foyer O

la droite D :x = _75

1) a) M que I'excentricité e de E est égale a g .

b) En déduire que E est une ellipse d’équation :

(XZ)Z 2
9 +5_1

c¢) Construire l'ellipse E .
2) Soit M un point de E d’affixe z = re'®
ou 6 € [0, etr > 0.

a) Montrer que r = 3 2c050"

b) La droite (OM) recoupe l'ellipse E en M’.

Exprimer ('; OM') en fonction de 0.
6

c) En déduire que ot ﬁ =$

30
3) a) Montrer que :MM' = rwE—

b) En déduire que MM’ est minimale si et
seulement si O est le milieu de [MM’].
Exercice 20 : (5 points )
Le plan est orienté. Dans la figure de I'annexe jointe :
*ABCD
un
losange
de
centre O
tel que

(AB,AD ) = 4?” [27]

* | et J les projetés orthogonaux respectivement de O
et C sur (AD).
1) Soit f la similitude directe qui envoie O sur | et C
sur J.

a) Déterminer I‘angle et le rapport de f.
1+\/_ )

b) Montrer que A estle centre de f.
¢) Montrer que f(B) = O
2) Soit E=1(D).
a) Montrer que E est le symétrique de O par rapport
l.

b) Determiner%
3) Soit g la similitude indirecte qui envoie B sur O
et D sur E.
a) Déterminer le rapport de g.
b) Montrer que g(O) = |
4) Soit Q le centre de g.
a) Montrer que Q appartient a la droite (BI).
)
p

(on donne cos( 7y =

Q-

b) Montrer que g o0 g(C) = J et en déduire que Q
appartient a la droite (CJ).

c) Construire Q et 'axe A de g.
d) A coupe (BC) en H. construire le point K image
de H parg.

Exercice 21 : (6 points )
Soit f la fonction définie sur ]0, +«[ par :

f) =x—=%

On désigne par C la courbe de f dans un repére
orthonormé.

1) a) Calculer lim,_,, f(x)
limy 400 f(X) —x

b) En déduire que la courbe C admet deux
asymptotes que I'on précisera.

c) Etudier la position de C par rapport a la droite A :
y =X

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) a) Montrer que C admet une unique tangente D
parallele a A. Préciser les coordonnées du point de
contact B.

b) Donner une équation de D.

4) Dans la figure ci dessous, On a tracé la droite
A:y=xetlacourbeI';y="2%

a) Construire
le point
A, 0) et
vérifier que A
appartient a LS O
D. ) -
b) Tracer la
droite D et ’
placer le
point B.
c) Tracer C. 3
5) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par C,
la droite A et les droites d’équations : x = é etx=¢e

Exercice : 22
Soit f la fonction définie sur ]—In2,+[ parf(x) =

et g lafonction définie sur ]—% g[ par

limy o 400 £(X) €1

-1
it
g(x) =-In (1+sinx)
1) a)Dresser le tableau de variations de g
b)Montrer que g admet une fonction
réciproque g~ définie sur ]—In2, +=[
c)Montrer que g~! est dérivable sur |—In2, +[
et que (g71) (x) = f(x)
2). Pourne IN et x > 0, on pose
Fa(x)= [5 (F(©)*" dt
a)Donner le sens de variations de F,
b)Calculer F; (x) et montrer que xl_iﬂlel (X)=In2

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.
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-t
c)Mque pourtoutréelt>0; -e2 < f(t) <0
d)En déduire que F,(x) < et que xlierFn(x) est

n
finie.
3. On pose U, = xlierFn(x).
On se propose dans la suite de déterminer U,,.
aMaue Fr(x) + Fu(x) ==~ [(F))* — 1]
b) En déduire que Up; + U=~
5.0Onpose W,=(-1)"U, ;n€IN".
_1\n+1
Vérifierque : Wyiq- Wy, = CO
En déduire que pourn =2 ;
n n-1 Dk
U= (D" [-m2 +ppE— .
Exercice 22 :( 7 points )
Le plan est rapporté a un repére orthonormé
(O, T7)
Soit ( E ) la conique d’équation : 4x? + 3y?-4y -4 =0
1°)a) Montrer que( E ) est une ellipse dont on
déterminera I'excentricité, les sommets, un foyer et la
directrice associée.
b) Tracer (E ).
2°) Soit M un point de ( E ) d’affixe z=x + iy, x ety
des réels.
a) Montrer que |z| = %(y +2)
2
2—sin (0)

n

ou 0 est un

b) En déduire que |z| =
argument de z.
c¢)La perpendiculaire a (OM) passant par O coupe
(E) en un point N tel que (OM, ON) = = [2n].
Déterminer 6€[0 ,211] pour que l'aire du triangle OMN

soit maximale.
Exercice 23: (4 points)

R=(0, i, j)estunrepere orthonormé direct du

plan
1) Soit E 'ensemble des points M(x, y) vérifiant
4x* +y? —8x=0
a) Montrer que (E) est une ellipse dont on donnera le
centre, I'excentricité, les sommets et les foyers.
b) Vérifier que les foyers appartiennent au cercle(C)
de centre O et de rayon 2.

Tracer (E) et construire ces foyers.
c) Monter qu’il existe deux tangentes a (E) issues du
point A(-2 , 0).
2) Soit M(a, b) un point variable du cercle (C) de
centre O et de rayon 2 et H le projeté orthogonal de
M sur la droite D : x = 2.

a) Déterminer, en fonction de a et b, les
coordonnées du point I milieu de [MH].

b) Montrer que lorsque M varie sur le cercle (C),
[ varie sur une ellipse.

La vie n’est bonne qu’a étudier et d enseigner les mathématiques.

Exercice 24: (5 points)
Soit f la fonction définie sur [0, +co[ parf(t) =te
1) a) Dresser le tableau de variations de f.
En déduire que f est bornée.
b) Montrer alors que pourtoutréelt=0,
t

ona: f(t)ez <1.
2) Pour tout entier n > 1, on note F, la fonction
définie sur [0, + oo par

= J, [f0]" dt.

-t

t
a) Prouverque [f(t)]" < e 2 .Onpourra
utiliser la question 1).
b) En déduire que, pour tout x > 0, F, (x) < 2.
c) Prouver alors que F(x) admet une limite
finie quand x tend vers + .

3) Pour tout entier n > 1, on définie la fonction G,

sur [0, +oo[ par Gy (x) = .[o the" dt.

a) Expliciter G1(x) .
b) Montrer que Gt (X) = (n+1) G (x) — x™'e™™
¢) En déduire, en raisonnant par récurrence,

que Xlirgo Ga(X) = n .
4) a) Montrer que (Gn)’ (nx) =n" [f (x)]".

b) Prouver alors que Fy(x) = Gn (nx).

n+l
n

En déduire lim Fn ().
X—>+0o
Exercice 25 :(3 points )
Soit m un parameétre complexe et (En) I'équation

d'inconnue z :
zZ2—(m+im)z+ (m+1)(im—-1) = 0.

1) a) Vérifier que z’' = 1 + m est une solution de
(Em).

b) En déduire l'autre solution z” de (En)
Dans la suite le plan complexe est muni d’'un
repére orthonormé direct (O;u; v),
on note les points A, M, M’ et M”, d'affixes
respectives :1, m, z' et z".

2) Montrer que M” est I'image de M’ par un
antidéplacement que I'on caractérisera.

3) Soit (H) I'ensemble des points M tels que les
points A, M’ et M” soient alignés.

a) Montrer que (H ) est une hyperbole.

b) Montrer que O est un point de (H ), et donner

une équation de la tangente a (H) en O.
c) Donner les éléments caractéristiques de ( H ).
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