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Résumé du cours
Division euclidienne. On appelle q quotient de a par b I’entier défini comme suit :

q est le plus grand entier < % sib > 0. q est le plus petit entier > % sib<0

Définition : On appelle reste de la division de a par b I’entier positif r =a —bq
Effectuer la division euclidienne de a par b, ¢’est déterminer le couple unique (q, r) tel
que a=bg+r avec 0<r<|b|

Congruence :On dit que a est congru a b modulo n noté a = b(modn) si a-b multiple
de n ou encore a-b=knavec keZ.

Définition : a entier, 3! entierr € {0,1,...., n-— 1} r est appelé le reste modulo n de a

Conséquences: deux entiers sont congrus modulo n < ils ont le méme reste modulo n
Propriétés : Soient a, b et ¢ trois entiers et n entier naturel non nul
) {a = b(modn)
- Si

alors (a+c)=(b+d)(modn)et (ac)=(bd)(modn)
¢ =d(modn)

- Si a =b(modn) alors ka = kb(modn) , k entieret a” =b" (modn) ;me Z*

Théoréme de Fermat : soit ac N, p nombre premier ne divise pas a, a””' = 1(mod p)
Exercice 1 Ly

1) Déterminer le reste de la diVisionlgh'clidiénne de 14%par 17.
2) En déduire le reste de la division euclidienne de 14" et 14 par 17.
Exercice 2 3

1) Effectuer la division euclidienne de 1208 par 51. ST A
2) Sans effectuer la division euclidienne déterminer :
a) Le quotient et le reste de la division euclidienne de —1208par 51.
b) Le quotient et le reste de la division euclidienne de 1208par 23.
Exercice 3 :
Soit xet y deux entiers relatifs. .
( Les questions sont il‘ldépendanteslles unes des autres )
1) Démontrer que si x =0(mod y) alors x2=0(mod y?).
2) Démontrer que si 2x2= 1(mod y?) alors y est impair.
3) Démontrer que si y>2—2x2=1 alors xest pair.
4) Dans cette question, y est un entier naturel non nul et » un entier naturel.
On note ¢ le quotient de la division euclidienne de x—Ipary .

Déterminer le quotient de la division euclidienne par (xy” —1) par y".
Exercice 4

1) Montrer que pour tout entier naturel n>3 :
57 —1=24fi+57 Ji+57 )f1+57)
2) En déduire que 5" =1mod2”

3) Existe-t-il un entier naturel n tel que 52" —1 soit divisible par 2"
Exercice 5

1) ne N, déterminer suivant n, le reste de la division de 3" +1par 8
2) Soit (E) I’équation dans Nx N : 27 —-37 =1

a) Montrer que p<2.

b) Résoudre alors I’équation (E).
3) Existe-t-il un couple d’entiers naturels p et q tels que 27 +1=¢’
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Exercice 6

Déterminer tous les nombres premiers p, g et r tel que : 15p+7 pg+ qr = pgqr
Exercice 7

Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tel que 17 divise (n+1)"" —2
Exercice 8

Déterminer tous les entiers naturels n et p tel que 15" —21” =0mod12
Exercice 9

Les questions sont indépendantes les unes des autres. n est un entier

1) Montrer que : ém + 3121)5 Omod11,

2) Montrer que (42" +2% +1)=0mod7

3) Montrer que 3.5 +2** =0mod17,

4) Montrer que (4" -1 —3n) =0mod9,

5) Quel est le reste de la division par 7 de :32*, 1234%*' + 4321

6) Déterminer : le chiffre des unités de 77

7) Déterminer le chiffre des dizaines de 444* . Er} déd'ui_re le chiffre des dizaines

de 388626024% " . Eett

8) Montrer que 2" —1 n’est pas premier

9) Montrer que Vne N , Vpe N* 1 n”**et n” ont le méme chiffre des unités.
Exercice 10 a1

Soit la suite (x, ) définie sur N par u, =14 et'w,,, =5u,-6 =
1) _Mon;r_er"q'i_lé pour tout n € N YN = un (mod4)
2) En déduire que pour toutn € N ,u,, = 2(mo&‘l4}) etque u,,,, =0(mod4)
3) a) Montrer que pour tout n appartenan:t-a-N, ona: 2u, =5"7+3
b) En déduire la suite (un) est;;;un entier naturel
¢) Montrer que. 2u, = ZS(ﬁio:dIOO)
4) Déterminer suivant les valeurs de ’entier naturel n le chiffre des unités et des
dizaines de I’écriture décimale de la suite (un )

Exercice 11

1) a) Effectuer la division euclidienne de 2009° par 16
b) En déduire que 2009*" =2009(mod16)

y = 2009 — 1
U, = (un +1)5 -1

2) On considere la suite (un) définie sur N par {

a) Démontrer que u, est divisible par 5
b) Démontrer que u,,, =u, (un4 + 5(un3 +2u,” +2u, + 1))
c) Démontrer que u, = O(modS””).
3) a) Démontrer que 2009° =1(mod625).
b) En déduire que 2009*' =2009(mod625)
4) Montrer que 2009**" =2009(mod10000)
5) En déduire qu’il existe un entier naturel p tel que p° =2009(mod10000)
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