Révision Bac Math 2020/2021

Exercice 1

I) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In (V 1+9x2 + 3x) et soit (C f) sa représentation
graphique dans un repére orthonormé (0,1,j).

1) Vérifier que pour tout x € Rona: f(x) + f(—x) = 0, et en déduire la parité de f.
2) a) Vérifier que pour tout x € [0, +o[ona: f(x) =Inx+In (3 + /xiz + 9) en déduire liln fx)
X—>+00

b) Calculer lim

A L;) et interpréter le résultat obtenu graphiquement.
x—+0o0

c¢) Déterminer lim f(x) donner la nature de la branche infinie de (C f) au voisinage de —oo.
X—>—00

3) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Donner une équation de la tangente T a (C f) au point 0.
4) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans R exactement deux solutions « et 8 et tel que
—2,8 < a < —2,9 et donner un encadrement de S.

b) En déduire la position relative de (C f) et la droite A : y = x.
¢) Vérifier que V1 + 9a2 = e* — 3a.
5) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sue un intervalle J que ’on
déterminera.
b) Tracer (C;) et (C f-1) courbe représentative de f~1.
¢) Expliciter f~1(x) pour tout x € J.
6) On considére la suite réelle (U,,) définie sur N par U, = 4 et pour toutn € N, U, = f(U,).
a) Montrer que pour toutn € Nona: g < U, < 4.
b) Etudier la monotonie de (U,,).
¢) En déduire la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.
7) a) Montrer que faln ( 1+ 9x2 + 3x) dx = a? —E—M
0 3 6
b) Soit A(a) la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par les courbes (C f) H (C f—l) et les

droites d’équations x = 0 et x = .

e%*+e %-2
Montrer que A(a) = 0 a? ua.

Exercice 2

On considére le point A d’affixe (—1) et les points M, N et P d’affixes respectifs z , z> et z3 ou1 z est un
nombre complexe non nul différent de (—1) et de 1.

1) a) Montrer que : ( Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si :

1+2z . L
( est imaginaire pur )

b) On pose z = x + iy ou x et y sont des réels. Montrer que :
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1+z x*+y*+x—iy
z  xt4y?

¢) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P

est le cercle (I') de diameétre [0 A], privé des points O et A.

2) Dans la figure ci-dessous on a tracé le cercle (I'). et on a placé un point M d’affixe z sur (I") et son
projeté orthogonal H sur I’axe (0 ,u).

On se propose de construire les points Net P.d’affixes respectives z> et z3 tels que le triangle

MNP soit rectangle en P.
a) Montrer que : (W,ﬁﬁ) = (Ti,ﬁﬁ) [27t] puis que (67\7,‘0‘13) = (ﬁ,m) [27]

b) Montrer que : OH = OM?.
¢) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire.
1

v

Exercice 3

Un médecin est contacté dans son cabinet par ses patients et dispose d’un aide-soignant.
Quand le médecin est absent, le patient est systématiquement contacté par I’aide-soignant.
Quand le médecin est présent, il contacte ses patients trois fois sur quatre.

Le médecin est présent dans son cabinet quatre fois sur neuf.

Tout patient est contacté une seule fois soit par le médecin soit par I’aide-soignant.

Soient les événements suivant :

S «le patient est contacté par I’aide-soignant » et A « le médecin est absent ».

1) a) Modéliser la situation par un arbre pondérée.
b) Montrer que p(S) = §

2) Un patient est contacté par I’aide-soignant.

Déterminer la probabilité pour que le médecin soit présent dans son cabinet.
3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

n patients contactes le cabinet I’un apreés ’autre de facon indépendante.

Soit p,, la probabilité pour que I’aide-soignant contacte au moins deux patient.

a) Montrer que p,, =

"y




b) Calculer limp,,.

n—-+w
Exercice 4

x"e™*
n!

Soit f,, la fonction définie sur [0, +oo[ par: f, (x) = avec n € N*. Soit (C,,) la courbe de f,,

dans le repére orthogonal (0 ,7,)) tel que || Z]| = 1 et || j]| = 10.
A)
1) a) Dresser le tableau de variation de f;.
b) Pour tout n € N*\{1}, dresser le tableau de variation de f,.
2) a) Pour tout n € N*, étudier les positions relatives de (C,.1) et (C,).

3) On a tracé ci-dessous les courbes (C;) et (C3).

a) Sans justification, graduer le repére puis nommer sur le graphique les deux courbes.

b) Tracer soigneusement la courbe (C,) ainsi que les demi-tangentes a I’origine pour chacune des
trois courbes.
B) On considére la suite (U,,) définie sur N* par : U, = f,(n).
1) a) En utilisant les résultats de la partie A) démontrer que (U,,) est décroissante sur N*,

b) La suite (U,,) est-elle convergente ? Justifier la réponse.

2) a) Montrer que pour tout t € [0,1],0ona: <1- % .

1

1+t
2

b) Déduire que pour tout x € [0,1],ona:In(1+x) < x— x: .

. 1\" -
¢) Prouver alors que pour n € N*ona: (1 + ;) <e'"m,

1
3) a) Montrer que pour tout k € N*,on a: % <e 4k,
k
n-1

1
b) En déduire que pour n € N*\{1}, ona :U, < e (1% :

4) a) Montrer que pour tout k € N*,ett € [k,k+ 1] ona:
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d) Déterminer alors la limite de suite (U,,).
Exercice 5
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure
ci-contre, ABCD est un losange de centre , I est le milieu

du segment [AB] , J est le milieu du segment [AD]

e

et (A_B),A_D)) = g [2m].
1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f
qui transforme A en B et B en D.
b) Caractériser f.
¢) Déterminer I’image du triangle ABD par f.
2) Soit s un antidéplacement qui transforme I’ensemble {4, B, D} en ’ensemble {B, C, D} et tel que
s(4) =cC.
a) Déterminer I’image du segment [BD] par s.
b) En déduire que s est la symétrie orthogonale d’axe (BD).
3) Soit g un antidéplacement qui transforme I’ensemble {4, B, D} en ’ensemble {B, C, D} et tel que
g(A) = D.
a) Montrer que g(D) = B.
a) Caractériser g.
Exercice 6
On consideére les suites réelles (U,,) et (V,,) définies par :
Uy =1;V, =2 et, pour tout entier naturel n,U,,,; =alU, + 1 —a)V,etV,,; =1 -a)U, + aV,
ou « est un réel donné tel que % <a<1.
1) Soit (t,,), la suite définie sur N part, =V, - U, .
a) Calculer ty et ¢, .
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, t, = 2a — 1)".
¢) En déduire la limite de £,, .
2) a) Montrer que, pour tout entier naturel n, U,, <V, .
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.
¢) En déduire que les suites (U,,) et (V,,) convergent vers une méme limite .
d) Montrer que, , pour tout entier naturel n, U,, +V,, = 3.
¢) En déduire la valeur de la limite .
Exercice 7
1) On considére dans Z? I’équation (E) : 35u —96v =1.
a) Vérifier que le couple (11 ,4) est une solution de (E).
b) Résoudre alors I’équation (E).

2) On considére dans N I’équation (F) : x3° = 2(mod 97).

"y




Soit x une solution de (F).
a) Montrer que 97 est premier.
b) Montrer que x°¢ = 1(mod 97).
¢) Montrer que x = 2'1(mod 97).
3) a) Montrer que si x = 211(mod 97) alors x est solution de I’équation (F).
b) Montrer que les solutions de (F) sont de la forme x = 97k + 11 avec k € N.

Exercice 8

I) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = On désigne par (C) sa courbe représentative.

1
Jitexx”

_p2
1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout x € Rona: f'(x) = ————

e X
(1+e%%)y/1+e2x

2) a) Déterminer lilP f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X—+00 X—>—00

b) Vérifier que pour tout réel ,0 < f(x) < 1.
3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f réalise une bijection f~! de R sur un intervalle J que I’on précisera.
¢) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution « telle que 0,5 < a < 0, 6.
d) Déterminer le signe de f(x) — x pour tout réel x. Interpréter le résultat graphiquement.
4) Dans la figure ci-dessous, on a construit la droite y = x et on a placée le réel a sur I’axe des

. L V2 .
abscisses et le réel ~ sur I’axe des ordonnées.

a) Tracer la courbe (C)

b) Tracer la courbe (C) de f~1.
5) a) Montrer que la fonction h définie sur R par h(x) = x — In(1 + V1 + e2*) est une primitive de f.

b) On désigne par A I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C) ’axe des abscisses et les
droites d’équations x = 0 et x = a.

a(1+\/f)).

a+1

Montrer que A = a + In (

X
II) Pour tout k € N*, on considére la fonction F; définie sur [0, +oo[ par F,(x) = f (f(t))k dt
0

1) a) Montrer que la function Fj, est croissante sur [0, +oo[.
b) Montrer que pour tout reel £ € [0,+[, 0 < (f(t))k <eM,
¢) En déduire que pour tout € [0,+o0[, 0 < Fi(x) <

d) Montrer alors que la function F;, posséde une limite finie I}, quand x tend vers +co.

e) Montrer que klil-P I, =0.

2) a) En utilisant la question 1.5.a) Montrer que I, = —h(0).
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b) Montrer que pour tout réel t € [0, +oo], (f(t))3 —f@®) =f'(v).

¢) En déduire que pour tout > 0, F3(x) = F{(x) + f(x) — f(0).
V2
b) Montrer que I3 = In(1 +v2) — 5

3) a) Montrer que pour tout x > 0 et pour tout k > 2 on a:

Fori1(x) = Fyp_q(x) = zkl_ 1 ((f(x))Zk_l - (f(o))Zk_l) k=2

-1
2k-1

b) En déduire que I -1,  =—
) q 2k+1 2k-1 21 ()

k

-1
¢) Montrer que I, = I3 — Z
m=2 (Zm - 1) (ﬁ)

2m-1 ’k 2

k
d) En déduire 11 Z

4y (2m — 1)(@2'" '

Exercice 9
On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (0 ,u,v).
Dans la figure ci-dessous, (I) est le cercle de centre O et de rayon V2 , A, B et C sont les points
d’affixes respectifs 1, iv2 et —iv/2 .
Soit Q un point du cercle (I') d’affixe un nombre complexe a, distinct de iv/2 et —i/2 .
1) On désigne par R le point d’affixe a + a.
a) Vérifier R € (0 ,u). Construire R.
b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés.

2) Soit P le point du plan d’affixe i~ ¢ M 1o noint V2affixe = non pul,
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a) Justifier que P est ’image de Q par une rotation que I’on précisera. Construire P.
b) Montrer que A, P et M sont alignés < (ia+ 1)z + (ia— 1)z = i(a + a).

¢) Montrer que (AP) | (OM) & (ia+ 1)z— (ia—1)z=0

d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Zj I’affixe du point H.
i(ata)

2(ia+1) 0 B
>(a)
O j
C

Une entreprise fabrique des piece électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique a

Justifier que Zy =

Exercice 10

ptouvé que 6% des pieces fabriquées sont défectueuses.
L’unité de controle rejette 97% des pieces défectueuses et 2% des pieces non défectueuses.
On choisit une piece au hasard et on la soumet a un test de controle .
On note D : « la piéce est défectueuse » et R : « la piéce est rejeté par I’unité de controle »
1) Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités
2) a) Calculer la probabilité que la piéce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par ’unité de controle.
b) On dit qu’il y a erreur de controle lorsque une piéce défectueuse et acceptée ou une piéce non
défectueuse et rejetée. Calculer la probabilité pour qu’il y ait une erreur de controle.
3) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit acceptée est égale a 0,923.
4) Pour la commercialisation de ses pieces, I’entreprise décide de faire passer chaque piéce a trois
controles successifs mais indépendants :
* Si la piéce est acceptée par les trois controles, elle sera commercialisée avec le logo de la marque
de voiture.
* Si la piece est acceptée uniquement par deux controles, elle sera commercialisée sans le logo de
la marque de voiture.
* Si elle est acceptée uniquement par un controle ou rejetée, elle sera détruite.
a) Montrer que la probabilité pour que la piéce soit commercialisée sans le logo de la marque de

voiture est 3 x (0,923)2 x (0,077).
%« 1thematiques.kooli.me L"«W

b) Déterminer la probabilité pour que la piece soit détruite.

BAC.MOURAJAA




Exercice 11
A) Soit g la fonction définie sur |0 ,+oo[ par g(x) =2(x — 1) — Inx
1) a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que I’équation g(x) = 0 admet exactement deux racines 1 et a et que 0,2 < a <
0,25.

¢) Déterminer le signe de g(x) sur |0, +oo[.

L@ = "“‘1’;) si x € R3\{1}
f(O) =f(1)=0

a) Montrer que f est continue sur R, .

2) Soit f la fonction définie sur R, et soit Cy sa courbe.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter le résultat graphiquement.

¢) Montrer que f est dérivable en 1 et donner une équation de la tangente T a Cf en A(1,0).

3) a) Montrer que Vx € R} \{1},ona: f'(x) = g(ix)ir)lzx

b) Dresser le tableau de variation de f.
4) Soit ¢ la fonction définie sur R, par ¢(x) = f(x) =x + 1.

a) Vérifier que pour tout x € R;\{1} ona: ¢'(x) = - (l“_’; - 1)

b) Etudier les variations de ¢. ( Calculer ¢(1) ).

¢) En déduire la position relative de T et Cy.
4) Soit h la fonction définie sur [0 ,%] par h(x) = 4x? — 4x.

a) Montrer que f(a) = h(a).
b) Etudier le sens de variation de h et en déduire un encadrement de f(a).

b) Tracer T et C; (unité graphique cm ).
X
B) Soit F la fonction définie sur [1,+o[ par: F(x) = f f(® dt.
1

4(ln t)2

1) Montrer que Vt € [1,+c[,ona: f(t) > , en déduire que Vt € [1,+oo[, F(x) > g(ln x)3.

2) Dresser le tableau de variation de F.
3) Soit (U,,) la suite définie sur N* par : U,, = F(n + 1) — F(n).
a) Montrer que Vn € N*, f(n) < U, < f(n+ 1).

U
b) En déduire lim U,, et lim —=.
n-+oo n-o+oco N

Exercice 12

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure ci- contre :
* ABC est un triangle isocele en A tel que (A_B) , R) = E [27].

* H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
* I et ] sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AC].

* A est la médiatrice de [AC].

o 1
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1) a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f
qui envoie Cen A et Hen J.
b) Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera I’axe est le vecteur.
¢) On désigne par D le symétrique du point H par rapport a J, montrer que f(J) = D
d) Montrer que I’'image par f de la droite (AB) est la droite A.
e) La paralléle a la droite (AC) et passant par D coupe A en K, montrer que f(I) = K.
2) Soit ’application : g = S, o f.
a) Déterminer g(H) et g(C).
b) Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de g.
¢) Montrer que le triangle CIK est équilatéral.
3) On pose f(B) = P.
a) Montrer que g(B) = P.
b) En déduire que le point P est ’intersection de A et A’ ou A’ est la bissectrice du segment [BC].
4) Soit ’application h = R(] _g) 0 ty;.
a) Déterminer h(C) et montrer que h = g.

b) Soit L le milieu du segment [AD], montrer que (HJ) est la médiatrice du segment [KL].

Exercice 13

U,?

Soit la suite (U,,) définiesur Npar:Uy=2 etvneN U,,; = Py
1) a) Montrerque Yn € Nona:U, > 4
b) Etudier la monotonie de la suite (U,,)

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite

2) Soient les suites (V,,) et (W, )définies sur Npar:V,, =1 — Ui et W, =In(V,)

n

a) Exprimer V, 4 en fonction de V,,
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b) En déduire que la suite (W,,) est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme
Wo =—In2

¢) Exprimer alors (W) en fonction de n
1

3) a) MontrerqueVn € Nona: U, =

d) Retrouver alors lirP U,
n—>+oo

Exercice 14

On consideére la suite (a,) définie sur N par a, = 2 X 5" + 7.

1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, a, est impaire.
b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5.
¢) En déduire que pour tout n € N, a, = 1(mod 8).

x = 1(mod 8)
x = 7(mod 125)

b) Montrer que pour toutn > 3, a, = 257(mod 1000).

2) a) Montrer que si { alors x = 257(mod 1000).

¢) Quels sont les trois derniers chiffres de (2 x 52920 4 7)(2 x 52021 1 7)?
3) a) Vérifier que pour tout n € N, 5a,,, — a,,,1 = 28.

b) Soit d le PGCD de a,,, et a,,,, - Montrer que d est différent de 7.

¢) Trouver alors d.

Exercice 15

A) On considére la fonction f définie sur [0 ,+oo[ par {f () = xlnx si x>0

f@)=0
On note (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7,)).
1) a) Vérifier que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
¢) Dresser le tableau de variation de f.
2) On a tracé ci-dessous dans un repére orthonormé (0,7,j) la courbe I de la fonction x — e* et les
droites A et A’ d’équations respective y = x ety = —x.

a) Construire les points A et B d’abscisses respectives e et % .

b) Déterminer la position relative de (C f) et A puis la position relative de (€ f) et A,
¢) tracer la courbe (C;).

3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (C f) et les droites A et A'.

Montrer que Paire de de la partie S est égale a i (e2 - elz)

B) Soit n un entier naturel.

1 e
On pose U,, = fl t"e' dt V, =f1 the'f(t) dt

e

1) a) Montrer que U,, > 0.

"y




b) Montrer que 0 < U, <3 En déduire lim U,

n-+oo

1

¢) Montrer que U,,,1 = e — -(nm+1)Uu,.

entl1

b) Montrer alors que lim (n + 1)U, =

n—-+oo

2) a) Montrer que 7" <V, < 0. Déterminer alors lim V,

n—-+oo

b) Vérifier que pour tout € |0, +oo[, f(t)=tP(t)-t .

1
Montrer alors que V, = Jl t"tletf'(t) dt — U,.q
e
1
e
¢) A P’aide d’une intégration par parties, montrer que (n + 2)V,, = e:T Vo1 —Upyq -

d) Montrer alors que lim (n+ 2)V,, =0.

n—-+oo

3) a) Montrer qu’il existe un seul réel o,, appartenant a P’intervalle E , 1] tel que f(0,) = %

b) Montrer que lim Yo _o.

n—-+oo Upn

¢) Déterminer lim o,

n—-+oo

Exercice 16
Soit 6 un réel non nul.
Dans la figure ci-dessous :
* (0,u,V) est repére orthonormé direct.

* G est le cercle de centre O et de rayon 1.
E est le point de G tel que (Ti , ﬁ) = 0[2m].

F et G sont les points d’affixes respectives : —1 et +/2 .
I’ est le demi-cercle de diametre [FG].

D est le point d’intersection de I et ’axe (0, V).
1) a) Vérifier que OD? =1 ++/2.

b) Soit A le point d’affixe z, = iv/ 1 + /2. Vérifier que z, = 0De'(**2), Construire alors 4.

2) On considere, dans C, ’équation (E) : z% + - sz_ 0z + €29 ,

iV1+V/2

a) Vérifier que z, est une solution de I’équation (E).

b) On désigne par B le point d’affixe zg, ou zp est la deuxiéme solution de (E).
Déterminer zp.
3) a) Montrer que les points , A et B sont alignés.

b) Placer le point C d’affixe z, = ODe'.

aff(AC) _ 2
¢) Montrer que o/ (aB) — (1 +i).
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En déduire que le triangle ABC est isoctle et que (AB ,AC) = E [2m]

d) Construire alors le point B.

Exercice 17
Une urne contient six pieces de monnaie :

* Quatre sont équilibrées
* Les deux autres piéces sont truquées de facon que la probabilité d’obtenir « Face» est égale e‘lg

1) On tire au hasard une piéce de I’urne et non effectue un lancer de cette piéce.
On considere les événements suivants :

E : « La piece est équilibrée »

F1 : « On obtient FACE lors du lancer de la piece »

2) a) Compléter ’arbre ci-contre
b) Montrer que (F,) = g .
¢) Sachant qu’on obtenu FACE pour la pié¢ce lancée, calculer la probabilité qu’elle soit équilibrée.
3) On tire au hasard une piéce de I’urne et on effectue deux lancers successifs de cette piéce.
On désigne par X la variable aléatoire qui indique le nombre de fois ou la piece a donné FACE.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer ’espérance mathématique de X.
4) On tire au hasard une piéce de I’urne et on effectue n lancers successifs de cette piece, n > 1.

On désigne par F,, : « On obtient FACE pour les n lancers de la piece ».

Montrer que p(Fp,) = %((%)n—l + (g)n)

5) On pose p,, la probabilité d’avoir tiré la piéce équilibrée sachant qu’on obtenu FACE a chacun des

n lancers.

a) Montrer que p,, =
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b) Déterminer le plus petit entier naturel non nul n tel que p,, < 0,01.
Exercice 18
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(x) = Ve* — 1 et soit (C f) sa représentation graphique

dans un repére orthonormé (0,1,7)).
f(®)

1) Déterminer lizrn f(x) et liin — et interpréter le résultat graphiquement.
X—+ 00 X—>+00

2) a) Montrer que liror}r % = +oo et interpréter le résultat graphiquement.
x—
ex

b) Montrer que pour tout x € ]0,+o[, f'(x) = Wt

¢) Dresser le tableau de variation de .
d) En déduire que e* — 1 < ve* — 1 si et seulement si, x < In (2).
3) Montrer que le point B(In 2,1) est un point d’inflexion de (C f).
4) Dans la figure ci-dessous, on a tracé dans le repére (0 ,7,J) la courbe I' de la fonction x — e* — 1.
a) Etudier la position relative de (C f) par rapport aT.
b) Tracer la courbe (C f).

5) Soit g la fonction définie sur [0 g[ par g(x) = tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [0 ,g[ sur [0, +oo[ . On note g~ sa fonction réciproque.

b) Calculer g=1(0) et g~1(1).

1

¢) Montrer que g~ est dérivable sur [0, +oo[ et pour tout x € [0, +oo[, (g71)'(x) = —

9@ _ 4

d) Montrer que lim
x—0T X

6) On pose pour tout x € [0, +oo[, F(x) = jxf(t) dt et G(x)=2[f(x)— (g lo H(x)]
0

a) Montrer que pour tout x € [0, 4+ o[ F'(x) = G'(x).
b) En déduire que pour tout x € [0, +o[ F(x) = G(x).
¢) Soit A Iaire de la partie du plan limitée par la courbe (C f), la courbe I et les droites d’équations

x = 0etx = In2. Montrer que A = 1+ln2—12—t

7) Soit n un entier naturel tel que n > 2.
On désigne par f, la fonction définie sur [Inn,+o[ par f,(x) = Ve* — n.

On note (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,7,7)).

a) Soit G,, la fonction définie sur [Inn, +oo[ par G,(x) = 2 [ fa(x) —\ng™t (f"—\/?)]

X
Montrer que pour tout x € [Inn,+x[,G,(x) = fa(t) dt

Inn

b) Vérifier que pour tout x > Inn,Ve* —n <+Ve* —1

En déduire que pour tout x > Inn, f,(x) <e* -1
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¢) Soit A, I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C,,), la courbe I et les droites

d’équations x = Inn et x = In (n + 1). Montrer que 4, = 2\/ng™! (\/1_5) +1In (ﬁ) -1

d) Déterminer lim A,

x>+

Exercice 19

Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle
direct, non rectangle et non isocele.

GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles
et isoceles respectivement en G et en E.

L, K, I et ] sont les milieux respectifs des cotés

[BC], [GE], [EL] et [GL]. F et H sont les symétriques

respectifs de G et J par rapport a L.

. A T
On note 7 et r,, les rotations de méme angle 2

et de centres respectifs G et E. S; désigne la symétrie

centrale de centre L.

1) a) Determiner 7, 0 S; 0 r1(A) puis caractériser r, 0 S; 0 4.
b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocele.
¢) Justifier que le quadrilatere LJKI est un carré.
2) Soit ¢ la symétrie glissante de vecteur LK et d’axe A passant par I.
On pose g = @ 0 S(;r), oUl S, p est la symétrie orthogonale d’axe (LE).
a) Montrer que A= (IH).
b) Montrer que g(J) = I et g(L) = E.

c) Prouver que g est la rotation de centre K et d’angle
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3) Soit f ’antidéplacement qui envoie J/ en L et L en E.

a) Justifier que f est une symétrie glissante.

b) Donner les éléments caractéristiques de f.
4) Soit M un point du plan. Soient M’ et M"' les images respectifs de M par f et g.
Montrer que M’ et M'"' son symétriques par rapport a une droite fixe que I’on précisera.

Exercice 20
1) Soit la suite géométrique (U,,) définie sur N par son premier terme U, = ; et de raison §

a) Calculer U;.

b) Déterminer li1+n U,.
n—->+owo

n
¢) On pose pour toutn € N, §,, = Z U,
k=0

1 1
Montrer que S, = 2 (1 - —)

gn+1
2) Montrer que pour tout réel x, 1 + x < e*.
3) Soit (V,,) la suite définie sur Npar:V,, = (1 + Uy)(1 4+ U;) X ..x (1 + U,).
a) Calculer Vy et V;.

b) Montrer que la suite (V,,) est croissante.

1 1
= 1__
¢) Montrer que pour tout entier naturel n, V,, < eZ( 3”+1)

d) Montrer que la suite (V,,) est convergente.
e) Soit L la limite de la suite (V).

Montrer que 1 < L < /e.

Exercice 21

A) Soit q un entier naturel.
1) Montrer que g? est impair si et seulement si g est impair.
2) Montrer que si g est impair alors g% = 1 (mod 8).
B) On se propose de déterminer I’ensemble A des triplets naturels non nuls (m,n, q)
tels que 22" + 32" = g2
1) Vérifier que (2,1,5) est un triplet de A.
Dans la suite de ’exercice on suppose que (m,n, q) est un élément de A.
2) a) Montrer que q est impair.
b) Montrer que g> — 32" = 0(mod 8).
¢) Montrer alors que m est différent de 1.
3) On suppose que m > 2.
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a) Justifier que les entiers (g — 3™) et (g + 3™) sont pairs.

b) Soitd = (q —3™)A (q + 3™).
Montrer que d divise 2q et que d divise 22™. En déduire que d = 2.

¢) Montrer que g — 3" = 2 et que q + 3" = 22m°1,
En déduire que g = 22™"% + 1 et que 3" = 22m"2 — 1
4) Déterminer n et q lorsque m = 2.
5) On suppose que m > 3.

a) Montrer que 3" = —1(mod 16).

b) Déterminer , suivant les valeurs de ’entier naturel k, les restes possibles de 3% dans la division
euclidienne par 16.

¢) En déduire qu’il n’existe pas de triplets (m,n, q) éléments de I’ensemble A tels que m > 3.
6) Déterminer I’ensemble A.

Exercice 22
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7,j)
On considére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) = V1 —e~*.
1) a) Montrer que f posséde une fonction réciproque g définie sur [0,1] .
b) Montrer que pour tout x € [0,1[ ; g(x) = —In (1 — x?).
¢) Montrer que I’équation g(x) = x admet une solution « sur [0,7 ; 0, 8].
d) On donne ci-dessous la représentation graphique (C) de la fonction f dans le repére (0,7,)).
la premiére bissectrice A et le point A(a , ).

On désigne par (C’) la courbe de g. Tracer (C') dans le méme repére.

g(x)
2) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1[ par ¢@(x) = f(® dt.
0
2x2
1-x2°

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 1] et que '(x) =

2
b) Déterminer les réels , b et c tels que pour x appartenant [0, 1] 12_7 —a+—+ i
1+x

E),xe[o,1[.

¢) En déduire que ¢ (x) = —2x + In (
d) On désigne par % I’aire de la région du plan située entre les courbes (C) et (C')et les droites
d’équations respectives x = 0 et x = a.

Montrer que %= 2 ((p(a) — a?z)

n
1
3) Soit (U,,) la suite définie sur N* par U,, = Z T3k
k=1

"y




Soitn > 1.0n pose pour t € [0,1[,S,,(t) = 2 Z k-1
=1

V3
3
a) Montrer que f s,(t) dt=U,
0

b) Montrer que pour t € [0,1[,,S,(t) = (1 — t*™)g'(t), ou g’ est la dérivée de g sur [0,1].

¢) Montrer que pour < t < ? , (1 - 3%) g'® <S5, <g'®.

d) En déduire que (1 - 3%) g (\/3—5) <U,<g (?)

4) Montrer aloL‘s que la suite (U,,) est conve% déterminer sa limite.

4
4

~y

R [

i ;

H

Exercice 23
1) Soit x un entier non nul premier avec 53.

a) Déterminer le reste modulo 53 de x>3.

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x52%*1 = x(mod 53).
2) Soit ’équation (E,) : x*° = 2(mod 53), ou x € Z.

Montrer que 2° est une solution de (E,).
3) Soit x une solution de (E;).

a) Montrer que x est premier avec 53.

b) Montrer que x?1® = x(mod 53).

¢) En déduire que x = 2°(mod 53).
4) a) Montrer que 2° = 35(mod 53).

b) Donner alors ’ensemble des solutions dans Z de I’équation (E,).
5) On considére dans Z X Z I’équation (E;) : 71u — 53v = 1.

a) Vérifier que (3 ,4) est une solution de I’équation (E).

b) Résoudre dans Z X Z I’équation (E,).

x = 34(mod 71)

6) Résoudre dans Z, le systeme {ng = 2(mod 53)
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