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Révision Bac Math 2020/2021 

Exercice 1            

I) Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏 (√𝟏 + 𝟗𝒙𝟐 + 𝟑𝒙) et soit (𝑪𝒇) sa représentation 

graphique dans un repère orthonormé (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

1)  Vérifier que pour tout 𝒙 ∈ ℝ on a : 𝒇(𝒙) + 𝒇(−𝒙) = 𝟎, et en déduire la parité de 𝒇. 

2)  a) Vérifier que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[ on a : 𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏 𝒙 + 𝒍𝒏 (𝟑 + √ 𝟏𝒙𝟐 + 𝟗) en déduire 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ 𝒇(𝒙) 

      b) Calculer 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ 𝒇(𝒙)𝒙  et interpréter le résultat obtenu graphiquement. 

      c) Déterminer 𝒍𝒊𝒎𝒙→−∞ 𝒇(𝒙) donner la nature de la branche infinie de (𝑪𝒇)  au voisinage de −∞. 

3)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

      b) Donner une équation de la tangente 𝑻 à (𝑪𝒇) au point 𝑶. 

4)  a) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎 admet dans ℝ exactement deux solutions 𝜶 et 𝜷 et tel que −𝟐, 𝟖 < 𝜶 < −𝟐, 𝟗 et donner un encadrement de 𝜷.  

     b) En déduire la position relative de (𝑪𝒇) et la droite ∆ ∶ 𝒚 = 𝒙. 

     c) Vérifier que √𝟏 + 𝟗𝜶𝟐 = 𝒆𝜶 − 𝟑𝜶. 

5)  a) Montrer que 𝒇 admet une fonction réciproque 𝒇−𝟏 définie sue un intervalle 𝑱 que l’on 
déterminera. 

      b) Tracer (𝑪𝒇) et (𝑪𝒇−𝟏) courbe représentative de 𝒇−𝟏. 

      c) Expliciter 𝒇−𝟏(𝒙) pour tout 𝒙 ∈ 𝑱. 

6)  On considère la suite réelle (𝑼𝒏) définie sur ℕ par 𝑼𝟎 = 𝟒 et pour tout 𝒏 ∈ ℕ, 𝑼𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑼𝒏). 

      a) Montrer que pour tout 𝒏 ∈ ℕ on a : 𝜷 ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝟒. 

      b) Etudier la monotonie de (𝑼𝒏). 

      c) En déduire la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 𝟕)  𝒂) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∫ 𝒍𝒏 (√𝟏 + 𝟗𝒙𝟐 + 𝟑𝒙)𝜶
𝟎  𝒅𝒙 = 𝜶𝟐 − 𝟏𝟑 − 𝒆𝜶 + 𝒆−𝜶𝟔  

      b) Soit 𝑨(𝜶) la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par les courbes (𝑪𝒇) ; (𝑪𝒇−𝟏) et les 

droites d’équations 𝒙 = 𝟎 et 𝒙 = 𝜶. 

Montrer que 𝑨(𝜶) = 𝒆𝜶+𝒆−𝜶−𝟐𝟔 − 𝜶𝟐  𝒖𝒂. 

Exercice 2           

On considère le point 𝑨 d’affixe (−𝟏) et les points 𝑴, 𝑵  et 𝑷 d’affixes respectifs 𝒛 , 𝒛𝟐 et 𝒛𝟑 où 𝒛 est un 

nombre complexe non nul différent de (−𝟏) et de 𝟏. 

1)  a) Montrer que : ( Le triangle 𝑴𝑵𝑷 est rectangle en 𝑷 si et seulement si : ( 𝟏 + 𝒛𝒛  𝐞𝐬𝐭 𝐢𝐦𝐚𝐠𝐢𝐧𝐚𝐢𝐫𝐞 𝐩𝐮𝐫 ) 

     b) On pose 𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 où 𝒙 et 𝒚 sont des réels. Montrer que : 
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𝟏 + 𝒛𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒙 − 𝒊𝒚𝒙𝟐 + 𝒚𝟐  

     c) En déduire que l’ensemble des points 𝑴 tels que le triangle 𝑴𝑵𝑷 soit un triangle rectangle en 𝑷 

est le cercle (𝜞) de diamètre [𝑶𝑨], privé des points 𝑶 et 𝑨. 

2)  Dans la figure ci-dessous on a tracé le cercle (𝜞). et on a placé un point M d’affixe z sur )( et son 

projeté orthogonal 𝑯 sur l’axe (𝑶 , 𝒖⃗⃗⃗).                                                 

On se propose de construire les points 𝑵et 𝑷.d’affixes respectives 𝒛𝟐 et 𝒛𝟑 tels que le triangle  𝑴𝑵𝑷 soit rectangle en 𝑷. 

     a) Montrer que : (𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑶𝑵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗̂ ) ≡ (𝒖⃗⃗⃗ , 𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) [𝟐𝝅]  puis que (𝑶𝑵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ , 𝑶𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗̂ ) ≡ (𝒖⃗⃗⃗ , 𝑶𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗̂ ) [𝟐𝝅]  
     b) Montrer que : 𝑶𝑯 = 𝑶𝑴𝟐. 

     c) Donner un procédé de construction des points 𝑵 et 𝑷 puis les construire.  

                                                                                                              𝟏 

                                                                                                             𝒗⃗⃗⃗ 

 

 

                                                                             −𝟏                                                         𝟏 

                                                                                                                                         𝒖⃗⃗⃗ 

 

 

Exercice 3 

Un médecin est contacté dans son cabinet par ses patients et dispose d’un aide-soignant. 

Quand le médecin est absent, le patient est systématiquement contacté par l’aide-soignant. 

Quand le médecin est présent, il contacte ses patients trois fois sur quatre. 

Le médecin est présent dans son cabinet quatre fois sur neuf. 

Tout patient est contacté une seule fois soit par le médecin soit par l’aide-soignant. 

Soient les événements suivant : 𝑺 « le patient est contacté par l’aide-soignant » et 𝑨 « le médecin est absent ». 

1) a) Modéliser la situation par un arbre pondérée. 

    b) Montrer que 𝒑(𝑺) = 𝟐𝟑   

2)  Un patient est contacté par l’aide-soignant. 

Déterminer la probabilité pour que le médecin soit présent dans son cabinet. 

3)  Soit 𝒏 un entier supérieur ou égal à 𝟐. 𝒏 patients contactes le cabinet l’un après l’autre de façon indépendante. 

Soit 𝒑𝒏 la probabilité pour que l’aide-soignant contacte au moins deux patient. 

    a) Montrer que 𝒑𝒏 = 𝟏 − 𝟐𝒏+𝟏𝟑𝒏  
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    b) Calculer 𝒍𝒊𝒎𝒏→+∞𝒑𝒏.  

Exercice 4 

Soit 𝒇𝒏 la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par : 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏𝒆−𝒙𝒏!    avec 𝒏 ∈ ℕ∗. Soit (𝑪𝒏) la courbe de 𝒇𝒏 

dans le repère orthogonal (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) tel que ‖ 𝒊‖ = 𝟏  et  ‖ 𝒋‖ = 𝟏𝟎. 

A) 

1)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇𝟏. 

     b) Pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗\{𝟏}, dresser le tableau de variation de 𝒇𝒏. 

2)  a) Pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗, étudier les positions relatives de (𝑪𝒏+𝟏)  et  (𝑪𝒏). 

3)  On a tracé ci-dessous les courbes (𝑪𝟏)  et  (𝑪𝟑). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     a) Sans justification, graduer le repère puis nommer sur le graphique les deux courbes. 

     b) Tracer soigneusement la courbe (𝑪𝟐) ainsi que les demi-tangentes à l’origine pour chacune des 
trois courbes. 

B)  On considère la suite (𝑼𝒏) définie sur ℕ∗ par : 𝑼𝒏 = 𝒇𝒏(𝒏). 

1)  a) En utilisant les résultats de la partie A) démontrer que (𝑼𝒏) est décroissante sur ℕ∗. 

     b) La suite (𝑼𝒏) est-elle convergente ? Justifier la réponse. 

2)  a) Montrer que pour tout 𝒕 ∈ [𝟎 , 𝟏], on a : 
𝟏𝟏+𝒕 ≤ 𝟏 − 𝒕𝟐 . 

     b) Déduire que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏], on a : 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙) ≤ 𝒙 − 𝒙𝟐𝟒  . 

     c) Prouver alors que pour 𝒏 ∈ ℕ∗ on a : (𝟏 + 𝟏𝒏)𝒏 ≤ 𝒆𝟏− 𝟏𝟒𝒏 . 

3)  a) Montrer que pour tout 𝒌 ∈ ℕ∗, on a : 
𝑼𝒌+𝟏𝑼𝒌 ≤ 𝒆− 𝟏𝟒𝒌 .  

     b) En déduire que pour 𝒏 ∈ ℕ∗\{𝟏}, on a :  

4)  a) Montrer que pour tout 𝒌 ∈ ℕ∗, et 𝒕 ∈ [𝒌, 𝒌 + 𝟏] on a :  
𝟏𝒕 ≤ 𝟏𝒌 . 

      𝐛) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝒏 ∈ ℕ∗\{𝟏} 𝐨𝐧 𝐚 ∶ ∫ 𝒅𝒕𝒊𝒏
𝟏 ≤ ∑ 𝟏𝒌𝒏−𝟏

𝒌=𝟏  

     c) Montrer alors que pour 𝒏 ∈ ℕ∗\{𝟏}, on a : 𝑼𝒏 ≤ 𝒆−𝟏−𝟏𝟒 𝐥𝐧(𝒏)
. 
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     d) Déterminer alors la limite de suite (𝑼𝒏). 

Exercice 5           

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure  

ci-contre, 𝑨𝑩𝑪𝑫 est un losange de centre  , 𝑰 est le milieu 

du segment [𝑨𝑩] , 𝑱 est le milieu du segment [𝑨𝑫]   
et (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) ≡ 𝝅𝟑  [𝟐𝝅].                
1)  a) Montrer qu’il existe un unique déplacement 𝒇 

qui transforme 𝑨 en 𝑩 et 𝑩 en 𝑫. 

      b) Caractériser 𝒇.  

      c) Déterminer l’image du triangle 𝑨𝑩𝑫 par 𝒇. 

2)  Soit 𝒔 un antidéplacement qui transforme l’ensemble {𝑨 , 𝑩 , 𝑫} en l’ensemble {𝑩 , 𝑪 , 𝑫} et tel que 𝒔(𝑨) = 𝑪. 

      a) Déterminer l’image du segment [𝑩𝑫] par 𝒔. 

      b) En déduire que 𝒔 est la symétrie orthogonale d’axe (𝑩𝑫).  

3)  Soit 𝒈 un antidéplacement qui transforme l’ensemble {𝑨 , 𝑩 , 𝑫} en l’ensemble {𝑩 , 𝑪 , 𝑫} et tel que 𝒈(𝑨) = 𝑫. 

      a) Montrer que 𝒈(𝑫) = 𝑩. 

      a) Caractériser 𝒈. 

Exercice 6           

On considère les suites réelles (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏) définies par : 𝑼𝟎 = 𝟏 ; 𝑽𝟎 = 𝟐 et, pour tout entier naturel 𝒏, 𝑼𝒏+𝟏 = 𝜶𝑼𝒏 + (𝟏 − 𝜶)𝑽𝒏 et 𝑽𝒏+𝟏 = (𝟏 − 𝜶)𝑼𝒏 + 𝜶𝑽𝒏 

où 𝜶 est un réel donné tel que 
𝟏𝟐 < 𝜶 < 𝟏. 

1)  Soit (𝒕𝒏), la suite définie sur ℕ par 𝒕𝒏 = 𝑽𝒏 − 𝑼𝒏 . 

     a) Calculer 𝒕𝟎 et 𝒕𝟏 . 

     b) Montrer que, pour tout entier naturel 𝒏, 𝒕𝒏 = (𝟐𝜶 − 𝟏)𝒏 . 

     c) En déduire la limite de 𝒕𝒏 . 

2)  a) Montrer que, pour tout entier naturel 𝒏, 𝑼𝒏 ≤ 𝑽𝒏 . 

     b) Montrer que la suite (𝑼𝒏) est croissante et que la suite (𝑽𝒏) est décroissante. 

     c) En déduire que les suites (𝑼𝒏) et (𝑽𝒏) convergent vers une même limite  . 

     d) Montrer que, , pour tout entier naturel 𝒏,  𝑼𝒏 + 𝑽𝒏 = 𝟑. 

     e) En déduire la valeur de la limite  . 

Exercice 7 

1)  On considère dans ℤ𝟐 l’équation (𝑬) ∶ 𝟑𝟓𝒖 − 𝟗𝟔𝒗 = 𝟏 . 

     a) Vérifier que le couple (𝟏𝟏 , 𝟒) est une solution de (𝑬). 

     b) Résoudre alors l’équation (𝑬). 

2)  On considère dans ℕ l’équation (𝑭) ∶  𝒙𝟑𝟓 ≡ 𝟐(𝒎𝒐𝒅 𝟗𝟕).  
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Soit 𝒙 une solution de (𝑭). 

     a) Montrer que 𝟗𝟕 est premier. 

     b) Montrer que 𝒙𝟗𝟔 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟗𝟕). 

     c) Montrer que 𝒙 ≡ 𝟐𝟏𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟗𝟕).  

3)  a) Montrer que si 𝒙 ≡ 𝟐𝟏𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟗𝟕) alors 𝒙 est solution de l’équation (𝑭). 

     b) Montrer que les solutions de (𝑭) sont de la forme 𝒙 = 𝟗𝟕𝒌 + 𝟏𝟏 avec 𝒌 ∈ ℕ. 

Exercice 8           

I) Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) = 𝟏√𝟏+𝒆𝟐𝒙 . On désigne par (𝑪) sa courbe représentative. 

1)  Montrer que 𝒇 est dérivable sur ℝ et que pour tout 𝒙 ∈ ℝ on a : 𝒇′(𝒙) = −𝒆𝟐𝒙(𝟏+𝒆𝟐𝒙)√𝟏+𝒆𝟐𝒙 

2)  a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦𝒙→+∞ 𝒇(𝒙) et 𝐥𝐢𝐦𝒙→−∞ 𝒇(𝒙). Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 

      b) Vérifier que pour tout réel  , 𝟎 < 𝒇(𝒙) < 𝟏. 

3)  a) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

      b) Montrer que 𝒇 réalise une bijection 𝒇−𝟏 de ℝ sur un intervalle 𝑱 que l’on précisera. 

      c) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝒙 admet une unique solution 𝜶 telle que 𝟎, 𝟓 < 𝜶 < 𝟎, 𝟔. 

      d) Déterminer le signe de 𝒇(𝒙) − 𝒙 pour tout réel 𝒙. Interpréter le résultat graphiquement. 

4)  Dans la figure ci-dessous, on a construit la droite 𝒚 = 𝒙 et on a placée le réel 𝜶 sur l’axe des 

abscisses et le réel 
√𝟐𝟐  sur l’axe des ordonnées. 

      a) Tracer la courbe (𝑪) 

      b) Tracer la courbe (𝑪′) de 𝒇−𝟏. 

5)  a) Montrer que la fonction 𝒉 définie sur ℝ par 𝒉(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧(𝟏 + √𝟏 + 𝒆𝟐𝒙) est une primitive de 𝒇. 

      b) On désigne par A l’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (𝑪) l’axe des abscisses et les 

droites d’équations 𝒙 = 𝟎 et 𝒙 = 𝜶. 

Montrer que  A = 𝜶 + 𝐥𝐧 (𝜶(𝟏+√𝟐)𝜶+𝟏 ).  

𝐈𝐈)  𝐏𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒌 ∈ ℕ∗, 𝐨𝐧 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐢𝐝è𝐫𝐞 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝑭𝒌 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 , +∞[ 𝐩𝐚𝐫 𝑭𝒌(𝒙) = ∫ (𝒇(𝒕))𝒌𝒙
𝟎  𝒅𝒕 

1)  a) Montrer que la function 𝑭𝒌 est croissante sur [𝟎 , +∞[. 
     b) Montrer que pour tout reel 𝒕 ∈ [𝟎 , +∞[, 𝟎 ≤ (𝒇(𝒕))𝒌 ≤ 𝒆−𝒌𝒕. 

     c) En déduire que pour tout ∈ [𝟎 , +∞[ , 𝟎 ≤ 𝑭𝒌(𝒙) ≤ 𝟏𝒌 . 

     d) Montrer alors que la function 𝑭𝒌 possède une limite finie 𝑰𝒌 quand 𝒙 tend vers +∞. 

     e) Montrer que 𝐥𝐢𝐦𝒌→+∞ 𝑰𝒌 = 𝟎. 

2)  a) En utilisant la question I.5.a) Montrer que 𝑰𝟏 = −𝒉(𝟎). 
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     b) Montrer que pour tout réel 𝒕 ∈ [𝟎 , +∞[, (𝒇(𝒕))𝟑 − 𝒇(𝒕) = 𝒇′(𝒕). 

     c) En déduire que pour tout ≥ 𝟎 , 𝑭𝟑(𝒙) = 𝑭𝟏(𝒙) + 𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟎). 

     b) Montrer que 𝑰𝟑 = 𝐥𝐧(𝟏 + √𝟐) − √𝟐𝟐  . 

3)  a) Montrer que pour tout 𝒙 ≥ 𝟎 et pour tout 𝒌 ≥ 𝟐 on a: 

𝑭𝟐𝒌+𝟏(𝒙) − 𝑭𝟐𝒌−𝟏(𝒙) = 𝟏𝟐𝒌 − 𝟏 ((𝒇(𝒙))𝟐𝒌−𝟏 − (𝒇(𝟎))𝟐𝒌−𝟏) , 𝒌 ≥ 𝟐 

     b) En déduire que 𝑰𝟐𝒌+𝟏 − 𝑰𝟐𝒌−𝟏 = −𝟏(𝟐𝒌−𝟏)(√𝟐)𝟐𝒌−𝟏  𝒌 ≥ 𝟐 

     𝐜) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝑰𝟐𝒌+𝟏 = 𝑰𝟑 − ∑ −𝟏(𝟐𝒎 − 𝟏)(√𝟐)𝟐𝒎−𝟏𝒌
𝒎=𝟐   , 𝒌 ≥ 𝟐 

     𝐝) 𝐄𝐧 𝐝é𝐝𝐮𝐢𝐫𝐞  𝐥𝐢𝐦𝒌→ ∑ −𝟏(𝟐𝒎 − 𝟏)(√𝟐)𝟐𝒎−𝟏𝒌
𝒎=𝟐  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 9           

On munit le plan complexe d’un repère orthonormé  direct (𝑶 , 𝒖⃗⃗⃗ , 𝒗⃗⃗⃗).  

Dans la figure ci-dessous, (Γ) est le cercle de centre 𝑶 et de rayon √𝟐 , 𝑨, 𝑩 et 𝑪 sont les points 

d’affixes respectifs 𝟏 , 𝒊√𝟐 et −𝒊√𝟐 . 

Soit Q un point du cercle (Γ) d’affixe un nombre complexe 𝒂, distinct de 𝒊√𝟐 et −𝒊√𝟐 . 

 1)  On désigne par 𝑹 le point d’affixe 𝒂 + 𝒂. 

      a) Vérifier 𝑹 ∈ (𝑶 , 𝒖⃗⃗⃗ ). Construire 𝑹. 

      b) Déterminer les nombres complexes 𝒂 pour lesquels 𝑶, 𝑹 et 𝑸 sont alignés. 

2)  Soit 𝑷 le point du plan d’affixe 𝒊𝒂 et 𝑴 le point d’affixe 𝒛 non nul. 
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      a) Justifier que 𝑷 est l’image de 𝑸 par une rotation que l’on précisera. Construire 𝑷. 

      b) Montrer que 𝑨, 𝑷 et 𝑴 sont alignés ⇔ (𝒊𝒂 + 𝟏)𝒛 + (𝒊𝒂 − 𝟏)𝒛 = 𝒊(𝒂 + 𝒂). 

      c) Montrer que (𝑨𝑷)⏊(𝑶𝑴) ⇔ (𝒊𝒂 + 𝟏)𝒛 − (𝒊𝒂 − 𝟏)𝒛 = 𝟎 

      d) Soit 𝑯 le projeté orthogonal de 𝑶 sur (𝑨𝑷). On désigne par 𝒁𝑯 l’affixe du point 𝑯. 

Justifier que 𝒁𝑯 = 𝒊(𝒂+𝒂)𝟐(𝒊𝒂+𝟏) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 10           

Une entreprise fabrique des pièce électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique a 

ptouvé que 𝟔% des pièces fabriquées sont défectueuses. 

L’unité de contrôle rejette 𝟗𝟕% des pièces défectueuses et 𝟐% des pièces non défectueuses. 

On choisit une pièce au hasard et on la soumet à un test de contrôle . 

On note D : « la piéce est défectueuse » et R : « la pièce est rejeté par l’unité de contrôle » 

1)  Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités 

2)  a) Calculer la probabilité que la pièce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l’unité de contrôle.  
     b) On dit qu’il y a erreur de contrôle lorsque une pièce défectueuse et acceptée ou une pièce non 
défectueuse et rejetée. Calculer la probabilité pour qu’il y ait une erreur de contrôle.  

3)  Montrer que la probabilité pour que la pièce soit acceptée est égale à  𝟎, 𝟗𝟐𝟑. 

4)  Pour la commercialisation de ses pièces, l’entreprise décide de faire passer chaque pièce à trois 

contrôles successifs mais indépendants : 

       * Si la pièce est acceptée par les trois contrôles, elle sera commercialisée avec le logo de la marque 

de voiture. 

       * Si la pièce est acceptée uniquement par deux contrôles, elle sera commercialisée sans le logo de 

la marque de voiture.  

       * Si elle est acceptée uniquement par un contrôle ou rejetée, elle sera détruite. 

     a) Montrer que la probabilité pour que la pièce soit commercialisée sans le logo de la marque de 

voiture est 𝟑 × (𝟎, 𝟗𝟐𝟑)𝟐 × (𝟎, 𝟎𝟕𝟕). 

     b) Déterminer la probabilité pour que la pièce soit détruite.        
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Exercice 11 

A)  Soit 𝒈 la fonction définie sur ]𝟎 , +∞[ par 𝒈(𝒙) = 𝟐(𝒙 − 𝟏) − 𝐥𝐧 𝒙 

1)  a) Etudier les variations de 𝒈. 

     b) En déduire que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet exactement deux racines 𝟏 et 𝜶 et que 𝟎, 𝟐 < 𝜶 <𝟎, 𝟐𝟓. 

     c) Déterminer le signe de 𝒈(𝒙) sur ]𝟎 , +∞[. 
2)  Soit 𝒇 la fonction définie sur ℝ+ par :{𝒇(𝒙) = 𝒙(𝐥𝐧 𝒙)𝟐𝒙−𝟏    𝐬𝐢  𝒙 ∈ ℝ+∗ \{𝟏}𝒇(𝟎) = 𝒇(𝟏) = 𝟎                           et soit 𝑪𝒇 sa courbe. 

     a) Montrer que 𝒇 est continue sur ℝ+. 

     b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎. Interpréter le résultat graphiquement. 

     c) Montrer que 𝒇 est dérivable en 𝟏 et donner une équation de la tangente 𝑻 à 𝑪𝒇 en 𝑨(𝟏 , 𝟎). 

3)  a) Montrer que ∀𝒙 ∈ ℝ+∗ \{𝟏}, on a : 𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) 𝐥𝐧 𝒙(𝒙−𝟏)𝟐  

     b) Dresser le tableau de variation de 𝒇.  

4)  Soit 𝝋 la fonction définie sur ℝ+ par 𝝋(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙 + 𝟏.  

     a) Vérifier que pour tout 𝒙 ∈ ℝ+∗ \{𝟏} on a : 𝝋′(𝒙) = − ( 𝐥𝐧 𝒙𝒙−𝟏 − 𝟏)𝟐
. 

     b) Etudier les variations de 𝝋. ( Calculer 𝝋(𝟏) ). 

     c) En déduire la position relative de 𝑻 et 𝑪𝒇.  

4)  Soit 𝒉 la fonction définie sur [𝟎 , 𝟏𝟐] par 𝒉(𝒙) = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙.  

     a) Montrer que 𝒇(𝜶) = 𝒉(𝜶). 

     b) Etudier le sens de variation de 𝒉 et en déduire un encadrement de 𝒇(𝜶). 

     b) Tracer 𝑻 et 𝑪𝒇 (unité graphique  𝒄𝒎 ). 𝐁)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝑭 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟏 , +∞[ 𝐩𝐚𝐫 ∶ 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒙
𝟏  𝒅𝒕. 

1)  Montrer que ∀𝒕 ∈ [𝟏 , +∞[, on a :  𝒇(𝒕) ≥ 𝟒(𝐥𝐧 𝒕)𝟐𝒕  , en déduire que ∀𝒕 ∈ [𝟏 , +∞[, 𝑭(𝒙) ≥ 𝟒𝟑 (𝐥𝐧 𝒙)𝟑. 

2)  Dresser le tableau de variation de 𝑭. 

3)  Soit (𝑼𝒏) la suite définie sur ℕ∗ par : 𝑼𝒏 = 𝑭(𝒏 + 𝟏) − 𝑭(𝒏). 

     a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒇(𝒏) ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝒇(𝒏 + 𝟏). 

     b) En déduire 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞𝑼𝒏   et  𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞ 𝑼𝒏𝒏  .   

Exercice 12 

Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure ci- contre : 

* 𝐀𝐁𝐂 est un triangle isocèle en 𝐀 tel que (𝐀𝐁⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐀𝐂⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) ≡ 𝛑𝟔 [𝟐𝛑]. 
* 𝐇 est le projeté orthogonal de 𝐂 sur la droite (𝐀𝐁). 

* 𝐈 et 𝐉 sont les milieux respectifs des segments [𝐀𝐁] et [𝐀𝐂]. 
* ∆ est la médiatrice de [𝐀𝐂]. 
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1)  a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement 𝐟  

qui envoie 𝐂 en 𝐀 et 𝐇 en 𝐉. 
     b) Montrer que 𝐟 est une symétrie glissante dont on déterminera l’axe est le vecteur. 

     c) On désigne par 𝐃 le symétrique du point 𝐇 par rapport à 𝐉, montrer que 𝐟(𝐉) = 𝐃  

     d) Montrer que l’image par 𝐟 de la droite (𝐀𝐁) est la droite ∆. 

     e) La parallèle à la droite (𝐀𝐂) et passant par 𝐃 coupe ∆ en 𝐊, montrer que 𝐟(𝐈) = 𝐊. 

2)  Soit l’application : 𝐠 = 𝑺∆ 𝛐 𝐟. 

     a) Déterminer 𝐠(𝐇) et 𝐠(𝐂). 

     b) Déterminer alors la nature et les éléments caractéristiques de 𝐠. 

     c) Montrer que le triangle 𝐂𝐈𝐊 est équilatéral. 

3)  On pose 𝐟(𝐁) = 𝐏. 

     a) Montrer que 𝐠(𝐁) = 𝐏. 

     b) En déduire que le point 𝐏 est l’intersection de ∆ et ∆′ où ∆′ est la bissectrice du segment [𝐁𝐂]. 
4)  Soit l’application 𝐡 = 𝐑(𝐉 ,−𝛑𝟑) 𝛐 𝐭𝐇𝐉⃗⃗⃗⃗ ⃗. 
     a) Déterminer 𝐡(𝐂)  et montrer que 𝐡 = 𝐠. 

     b) Soit 𝐋 le milieu du segment [𝐀𝐃], montrer que (𝐇𝐉) est la médiatrice du segment [𝐊𝐋].  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 13 

Soit la suite (𝑼𝒏)  définie sur ℕ par : 𝑼𝟎 = 𝟐  et ∀𝒏 ∈ ℕ   𝑼𝒏+𝟏 = 𝑼𝒏𝟐𝟐𝑼𝒏−𝟏 

1)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 ≥ 𝟒    

     b) Etudier la monotonie de la suite (𝑼𝒏)      

     c) En déduire que la suite (𝑼𝒏) est convergente et calculer sa limite 

2)  Soient les suites (𝑽𝒏) et (𝑾𝒏)définies sur ℕ par : 𝑽𝒏 = 𝟏 − 𝟏𝑼𝒏  et  𝑾𝒏 = 𝐥𝐧(𝑽𝒏) 

     a) Exprimer 𝑽𝒏+𝟏 en fonction de 𝑽𝒏     

h
tt

p
:/
/m

a
th

e
m

a
ti
q
u
e
s
.k

o
o
li
.m

e
/ 
  
5
8
  
 3

0
0
  
 1

7
4



Kooli Mohamed Hechmi          http://mathematiques.kooli.me/ 10 

 

     b) En déduire que la suite (𝑾𝒏) est une suite géométrique de raison 𝒒 = 𝟐 et de premier terme  𝑾𝟎 = − 𝐥𝐧 𝟐 

     c) Exprimer alors (𝑾𝒏) en fonction de 𝒏 

3)  a) Montrer que ∀𝒏 ∈ ℕ on a : 𝑼𝒏 = 𝟏𝟏−(𝟏𝟐)𝟐𝒏 

     d) Retrouver alors 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞𝑼𝒏     

Exercice 14           

On considère la suite (𝒂𝒏) définie sur ℕ par 𝒂𝒏 = 𝟐 × 𝟓𝒏 + 𝟕. 

1)  a) Justifier que pour tout entier naturel 𝒏, 𝒂𝒏 est impaire. 

     b) Déterminer suivant les valeurs de 𝒏, le reste modulo 𝟖 de 𝟓𝒏. 

     c) En déduire que pour tout 𝒏 ∈ ℕ,  𝒂𝒏 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟖). 

   2)  a) Montrer que si {𝒙 ≡ 𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟖)      𝒙 ≡ 𝟕(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟐𝟓)  alors 𝒙 ≡ 𝟐𝟓𝟕(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎𝟎). 

     b) Montrer que pour tout 𝒏 ≥ 𝟑,  𝒂𝒏 ≡ 𝟐𝟓𝟕(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟎𝟎𝟎). 

     c) Quels sont les trois derniers chiffres de (𝟐 × 𝟓𝟐𝟎𝟐𝟎 + 𝟕)(𝟐 × 𝟓𝟐𝟎𝟐𝟏 + 𝟕) ? 

3)  a) Vérifier que pour tout 𝒏 ∈ ℕ, 𝟓𝒂𝟐𝒏 − 𝒂𝟐𝒏+𝟏 = 𝟐𝟖. 

     b) Soit 𝒅 le 𝑷𝑮𝑪𝑫 de 𝒂𝟐𝒏 et 𝒂𝟐𝒏+𝟏 . Montrer que 𝒅 est différent de 𝟕.  

     c) Trouver alors 𝒅.     

Exercice 15           

A)  On considère la fonction 𝒇 définie sur [𝟎 , +∞[ par {𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏𝒙   𝐬𝐢  𝒙 > 𝟎𝒇(𝟎) = 𝟎                            
On note (𝑪𝒇) sa courbe représentative dans un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

1)  a) Vérifier que 𝒇 est continue à droite en 𝟎. 

      b) Etudier la dérivabilité de 𝒇 à droite en 𝟎. 

      c) Dresser le tableau de variation de 𝒇. 

2)  On a tracé ci-dessous dans un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) la courbe Γ de la fonction 𝒙 ↦ 𝒆𝒙 et les 

droites ∆ et ∆′ d’équations respective 𝒚 = 𝒙 et 𝒚 = −𝒙. 

      a) Construire les points 𝑨 et 𝑩 d’abscisses respectives 𝒆 et  
𝟏𝒆 . 

      b) Déterminer la position relative de (𝑪𝒇) et ∆ puis la position relative de (𝑪𝒇) et ∆′. 
      c) tracer la courbe (𝑪𝒇). 

3)  Soit 𝑺 la partie du plan limitée par la courbe (𝑪𝒇) et les droites ∆ et ∆′. 
Montrer que l’aire de  de la partie 𝑺 est égale à  

𝟏𝟒 (𝒆𝟐 − 𝟏𝒆𝟐). 

B)  Soit 𝒏 un  entier naturel.         𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝑼𝒏 = ∫ 𝒕𝒏𝒆𝒕𝟏𝟏𝒆  𝒅𝒕        𝐞𝐭            𝑽𝒏 = ∫ 𝒕𝒏𝒆𝒕𝒇(𝒕)𝒆𝟏𝒆  𝒅𝒕 

1)  a) Montrer que 𝑼𝒏 > 𝟎. 
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     b) Montrer que  𝟎 < 𝑼𝒏 < 𝒆𝒏+𝟏  En déduire 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞ 𝑼𝒏 . 

     c)  Montrer que  𝑼𝒏+𝟏 = 𝒆 − 𝒆𝟏𝒆𝒆𝒏+𝟏 − (𝒏 + 𝟏)𝑼𝒏 . 

     b) Montrer alors que 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞(𝒏 + 𝟏)𝑼𝒏 = 𝒆 . 

2)  a) Montrer que  
𝑼𝒏𝒆 ≤ 𝑽𝒏 ≤ 𝟎 . Déterminer alors 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞ 𝑽𝒏 . 

     b) Vérifier que pour tout ∈ ]𝟎 , +∞[ , f(t)=tf’(t)-t . 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐚𝐥𝐨𝐫𝐬 𝐪𝐮𝐞   𝑽𝒏 = ∫ 𝒕𝒏+𝟏𝒆𝒕𝒇′(𝒕)𝟏𝟏𝒆  𝒅𝒕 − 𝑼𝒏+𝟏 

     c) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que (𝒏 + 𝟐)𝑽𝒏 = 𝒆𝟏𝒆𝒆𝒏+𝟐 − 𝑽𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏+𝟏 . 

     d) Montrer alors que 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞(𝒏 + 𝟐)𝑽𝒏 = 𝟎 . 

3)  a) Montrer qu’il existe un seul réel 𝝈𝒏 appa rtenant à l’intervalle [𝟏𝒆  , 𝟏] tel que 𝒇(𝝈𝒏) = 𝑽𝒏𝑼𝒏 

     b) Montrer que 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞ 𝑽𝒏𝑼𝒏 = 𝟎 . 

     c) Déterminer 𝐥𝐢𝐦𝒏→+∞𝝈𝒏 

Exercice 16           

Soit 𝜽 un réel non nul. 

Dans la figure ci-dessous : 

       *  (𝑶 , 𝒖⃗⃗⃗ , 𝒗⃗⃗⃗) est repère orthonormé  direct. 

       *  C est le cercle de centre 𝑶 et de rayon 𝟏. 

       *  𝑬 est le point de C tel que (𝒖⃗⃗⃗ , 𝑶𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗̂ ) ≡ 𝜽[𝟐𝝅]. 
       *  𝑭 et 𝑮 sont les points d’affixes respectives : −𝟏 et +√𝟐 . 

       *  Γ est le demi-cercle de diamètre [𝑭𝑮]. 
       *  𝑫 est le point d’intersection de Γ et l’axe (𝑶 , 𝒗⃗⃗⃗). 

1)  a) Vérifier que 𝑶𝑫𝟐 = 𝟏 + √𝟐 . 

      b) Soit 𝑨 le point d’affixe 𝒛𝑨 = 𝒊√𝟏 + √𝟐𝒆𝒊𝜽. Vérifier que 𝒛𝑨 = 𝑶𝑫𝒆𝒊(𝜽+𝝅𝟐)
. Construire alors 𝑨. 

2)  On considère, dans ℂ, l’équation (𝑬) ∶  𝒛𝟐 + √𝟐𝒊√𝟏+√𝟐 𝒆𝒊𝜽𝒛 + 𝒆𝟐𝒊𝜽 . 

      a) Vérifier que 𝒛𝑨 est une solution de l’équation (𝑬). 

      b) On désigne par 𝑩 le point d’affixe 𝒛𝑩, où 𝒛𝑩 est la deuxième solution de (𝑬). 

Déterminer 𝒛𝑩. 

3)  a) Montrer que les points  , 𝑨 et 𝑩 sont alignés. 

      b) Placer le point 𝑪 d’affixe 𝒛𝑪 = 𝑶𝑫𝒆𝒊𝜽. 

      c) Montrer que  
𝒂𝒇𝒇(𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝒂𝒇𝒇(𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = √𝟐𝟐 (𝟏 + 𝒊). 
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En déduire que le triangle 𝑨𝑩𝑪 est isocèle et que (𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡ 𝝅𝟒 [𝟐𝝅] 
      d) Construire alors le point 𝑩. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 17             

Une urne contient six pièces de monnaie : 

     * Quatre sont équilibrées 

     * Les deux autres pièces sont truquées de façon que la probabilité d’obtenir « Face» est égale à 
𝟐𝟑 

1)  On tire au hasard une pièce de l’urne et non effectue un lancer de cette pièce. 
On considère les événements suivants : 

      𝑬 : « La pièce est équilibrée » 

      𝑭𝟏 : « On obtient FACE lors du lancer de la pièce » 

2)  a) Compléter l’arbre ci-contre   

     b) Montrer que (𝑭𝟏) = 𝟓𝟗 . 

     c) Sachant qu’on obtenu FACE pour la pièce lancée, calculer la probabilité qu’elle soit équilibrée. 

3)  On tire au hasard une pièce de l’urne et on effectue deux lancers successifs de cette pièce. 

On désigne par 𝑿 la variable aléatoire qui indique le nombre de fois où la pièce a donné FACE. 

     a) Déterminer la loi de probabilité de 𝑿. 

     b) Calculer l’espérance mathématique de 𝑿. 

4)  On tire au hasard une pièce de l’urne et on effectue 𝒏 lancers successifs de cette pièce, 𝒏 ≥ 𝟏. 

On désigne par 𝑭𝒏 : « On obtient FACE pour les 𝒏 lancers de la pièce ». 

     Montrer que 𝒑(𝑭𝒏) = 𝟏𝟑 ((𝟏𝟐)𝒏−𝟏 + (𝟐𝟑)𝒏) 

5)  On pose 𝒑𝒏 la probabilité d’avoir tiré la pièce équilibrée sachant qu’on obtenu FACE à chacun des 𝒏 lancers. 

     a) Montrer que 𝒑𝒏 = 𝟏𝟏+𝟏𝟐(𝟒𝟑)𝒏 
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     b) Déterminer le plus petit entier naturel non nul 𝒏 tel que 𝒑𝒏 ≤ 𝟎, 𝟎𝟏. 

Exercice 18           

Soit 𝒇 la fonction définie sur [𝟎 , +∞[ par 𝒇(𝒙) = √𝒆𝒙 − 𝟏 et soit (𝑪𝒇) sa représentation graphique 

dans un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

1)  Déterminer 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ 𝒇(𝒙)  et  𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞ 𝒇(𝒙)𝒙  et interpréter le résultat graphiquement. 

2)  a) Montrer que 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+ 𝒇(𝒙)𝒙 = +∞  et interpréter le résultat graphiquement. 

     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 , +∞[, 𝒇′(𝒙) = 𝒆𝒙𝟐√𝒆𝒙−𝟏 

     c) Dresser le tableau de variation de  . 

     d) En déduire que  𝒆𝒙 − 𝟏 ≤ √𝒆𝒙 − 𝟏 si et seulement si, 𝒙 ≤ 𝒍𝒏 (𝟐). 

3)  Montrer que le point 𝑩(𝒍𝒏 𝟐 , 𝟏) est un point d’inflexion de (𝑪𝒇). 

 4)  Dans la figure ci-dessous, on a tracé dans le repère (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) la courbe Γ de la fonction 𝒙 ↦ 𝒆𝒙 − 𝟏. 

     a) Etudier la position relative de (𝑪𝒇) par rapport à Γ. 

     b) Tracer la courbe (𝑪𝒇). 

5)  Soit 𝒈 la fonction définie sur [𝟎 , 𝝅𝟐[ par 𝒈(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧(𝒙).  

     a) Montrer que 𝒈 réalise une bijection de [𝟎 , 𝝅𝟐[ sur [𝟎 , +∞[ . On note 𝒈−𝟏 sa fonction réciproque. 

     b) Calculer 𝒈−𝟏(𝟎) et 𝒈−𝟏(𝟏). 

     c) Montrer que 𝒈−𝟏 est dérivable sur [𝟎 , +∞[ et pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[, (𝒈−𝟏)′(𝒙) = 𝟏𝟏+𝒙𝟐 

     d) Montrer que 𝒍𝒊𝒎𝒙→𝟎+ 𝒈−𝟏(𝒙)𝒙 = 𝟏. 

𝟔)  𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[, 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒙
𝟎  𝒅𝒕    𝒆𝒕   𝑮(𝒙) = 𝟐[𝒇(𝒙) − (𝒈−𝟏𝜊 𝑓)(𝒙)] 

     a) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[  𝑭′(𝒙) = 𝑮′(𝒙). 

     b) En déduire que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , +∞[  𝑭(𝒙) = 𝑮(𝒙). 

     c) Soit 𝑨 l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (𝑪𝒇), la courbe Γ et les droites d’équations  𝒙 = 𝟎 et 𝒙 = 𝒍𝒏 𝟐. Montrer que 𝑨 = 𝟏 + 𝒍𝒏 𝟐 − 𝝅𝟐 

7)  Soit 𝒏 un entier naturel tel que 𝒏 ≥ 𝟐. 

On désigne par 𝒇𝒏 la fonction définie sur [𝒍𝒏 𝒏 , +∞[ par 𝒇𝒏(𝒙) = √𝒆𝒙 − 𝒏. 

On note (𝑪𝒏) sa courbe représentative dans le repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

     a) Soit 𝑮𝒏 la fonction définie sur [𝒍𝒏 𝒏 , +∞[ par 𝑮𝒏(𝒙) = 𝟐 [𝒇𝒏(𝒙) − √𝒏𝒈−𝟏 (𝒇𝒏(𝒙)√𝒏 )]. 
𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒙 ∈ [𝒍𝒏 𝒏 , +∞[, 𝑮𝒏(𝒙) = ∫ 𝒇𝒏(𝒕)𝒙

𝒍𝒏 𝒏  𝒅𝒕 

     b) Vérifier que pour tout 𝒙 ≥ 𝒍𝒏 𝒏, √𝒆𝒙 − 𝒏 < √𝒆𝒙 − 𝟏 

En déduire que pour tout 𝒙 ≥ 𝒍𝒏 𝒏, 𝒇𝒏(𝒙) ≤ 𝒆𝒙 − 𝟏 
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     c) Soit 𝑨𝒏 l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (𝑪𝒏), la courbe Γ et les droites 

d’équations 𝒙 = 𝒍𝒏 𝒏 et 𝒙 = 𝒍𝒏 (𝒏 + 𝟏). Montrer que 𝑨𝒏 = 𝟐√𝒏𝒈−𝟏 ( 𝟏√𝒏) + 𝒍𝒏 ( 𝒏𝒏+𝟏) − 𝟏 

     d) Déterminer 𝒍𝒊𝒎𝒙→+∞𝑨𝒏   

 

 

 

                                                                                                        Γ 

 

                                                          

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 19           

Le plan est orienté. 

Dans la figure ci-contre, 𝑨𝑩𝑪 est un triangle 

direct, non rectangle et non isocèle. 𝑮𝑨𝑪 et 𝑬𝑩𝑨 sont des triangles directs, rectangles 

et isocèles respectivement en 𝑮 et en 𝑬.  𝑳, 𝑲, 𝑰 et 𝑱 sont les milieux respectifs des côtés  [𝑩𝑪], [𝑮𝑬], [𝑬𝑳] et [𝑮𝑳]. 𝑭 et 𝑯 sont les symétriques 

respectifs de 𝑮 et 𝑱 par rapport à 𝑳. 

On note 𝒓𝟏 et 𝒓𝟐 les rotations de même angle 
𝝅𝟐 

et de centres respectifs 𝑮 et 𝑬. 𝑺𝑳 désigne la symétrie  

centrale de centre 𝑳. 

1)  a) Determiner  𝒓𝟐 𝝄 𝑺𝑳 𝝄 𝒓𝟏(𝑨) puis caractériser 𝒓𝟐 𝝄 𝑺𝑳 𝝄 𝒓𝟏. 

     b) En déduire que le triangle 𝑬𝑭𝑮 est rectangle, isocèle. 

     c) Justifier que le quadrilatère 𝑳𝑱𝑲𝑰 est un carré. 

2)  Soit 𝝋 la symétrie glissante de vecteur 𝑳𝑲⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  et d’axe ∆ passant par 𝑰. 

On pose 𝒈 = 𝝋 𝝄 𝑺(𝑳𝑬), où 𝑺(𝑳𝑬) est la symétrie orthogonale d’axe (𝑳𝑬). 

     a) Montrer que ∆= (𝑰𝑯). 

     b) Montrer que 𝒈(𝑱) = 𝑰 et 𝒈(𝑳) = 𝑬. 

     c) Prouver que 𝒈 est la rotation de centre 𝑲 et d’angle − 𝝅𝟐 . 
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3)  Soit 𝒇 l’antidéplacement qui envoie 𝑱 en 𝑳 et 𝑳 en 𝑬. 

     a) Justifier que 𝒇 est une symétrie glissante. 

     b) Donner les éléments caractéristiques de 𝒇. 

4)  Soit 𝑴 un point du plan. Soient 𝑴′ et 𝑴′′ les images respectifs de 𝑴 par 𝒇 et 𝒈. 

Montrer que 𝑴′ et 𝑴′′ son symétriques par rapport à une droite fixe que l’on précisera. 
Exercice 20           

1)  Soit la suite géométrique (𝑼𝒏) définie sur ℕ par son premier terme 𝑼𝟎 = 𝟏𝟑 et de raison 
𝟏𝟑 

     a) Calculer 𝑼𝟏. 

     b) Déterminer 𝒍𝒊𝒎𝒏→+∞𝑼𝒏. 

     𝐜) 𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝐭𝐨𝐮𝐭 𝒏 ∈ ℕ, 𝑺𝒏 = ∑ 𝑼𝒌𝒏
𝒌=𝟎  

Montrer que 𝑺𝒏 = 𝟏𝟐 (𝟏 − 𝟏𝟑𝒏+𝟏). 

2)  Montrer que pour tout réel 𝒙, 𝟏 + 𝒙 ≤ 𝒆𝒙. 

3)  Soit (𝑽𝒏) la suite définie sur ℕ par : 𝑽𝒏 = (𝟏 + 𝑼𝟎)(𝟏 + 𝑼𝟏) × … × (𝟏 + 𝑼𝒏). 

     a) Calculer 𝑽𝟎 et  𝑽𝟏. 

     b) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est croissante. 

     c) Montrer que pour tout entier naturel 𝒏, 𝑽𝒏 ≤ 𝒆𝟏𝟐(𝟏− 𝟏𝟑𝒏+𝟏)
 

     d) Montrer que la suite (𝑽𝒏) est convergente. 

     e) Soit 𝑳 la limite de la suite (𝑽𝒏). 

Montrer que 𝟏 < 𝑳 ≤ √𝒆. 

Exercice 21           

A)  Soit 𝒒 un entier naturel. 

1)  Montrer que 𝒒𝟐 est impair si et seulement si 𝒒 est impair. 

2)  Montrer que si 𝒒 est impair alors 𝒒𝟐 ≡ 𝟏 (𝒎𝒐𝒅 𝟖). 

B)  On se propose de déterminer l’ensemble 𝑨 des triplets naturels non nuls (𝒎 , 𝒏 , 𝒒)  

tels que 𝟐𝟐𝒏 + 𝟑𝟐𝒏 = 𝒒𝟐 

1)  Vérifier que  (𝟐 , 𝟏 , 𝟓) est un triplet de 𝑨. 

Dans la suite de l’exercice on suppose que (𝒎 , 𝒏 , 𝒒) est un élément de 𝑨. 

2)  a) Montrer que 𝒒 est impair. 

     b) Montrer que 𝒒𝟐 − 𝟑𝟐𝒏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟖). 

     c) Montrer alors que 𝒎 est différent de 𝟏. 

3)  On suppose que 𝒎 ≥ 𝟐. 
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     a) Justifier que les entiers (𝒒 − 𝟑𝒏) et (𝒒 + 𝟑𝒏) sont pairs. 

     b) Soit 𝒅 = (𝒒 − 𝟑𝒏)˄ (𝒒 + 𝟑𝒏). 

Montrer que 𝒅 divise 𝟐𝒒 et que 𝒅 divise 𝟐𝟐𝒎. En déduire que  𝒅 = 𝟐. 

     c) Montrer que 𝒒 − 𝟑𝒏 = 𝟐 et que 𝒒 + 𝟑𝒏 = 𝟐𝟐𝒎−𝟏. 

 En déduire que 𝒒 = 𝟐𝟐𝒎−𝟐 + 𝟏 et que 𝟑𝒏 = 𝟐𝟐𝒎−𝟐 − 𝟏  

4)  Déterminer 𝒏 et 𝒒 lorsque 𝒎 = 𝟐. 

5)  On suppose que 𝒎 ≥ 𝟑. 

     a) Montrer que 𝟑𝒏 ≡ −𝟏(𝒎𝒐𝒅 𝟏𝟔). 

     b) Déterminer , suivant les valeurs de l’entier naturel 𝒌, les restes possibles de 𝟑𝒌 dans la division  

euclidienne par 𝟏𝟔. 

     c) En déduire qu’il n’existe pas de triplets (𝒎 , 𝒏 , 𝒒) élèments de l’ensemble 𝑨 tels que 𝒎 ≥ 𝟑. 

6)  Déterminer l’ensemble 𝑨. 

Exercice 22           

Le plan est muni d’un repère orthonormé  (𝑶 , 𝒊 , 𝒋) 

On considère la fonction 𝒇 définie sur [𝟎 , +∞[ par 𝒇(𝒙) = √𝟏 − 𝒆−𝒙 . 

1)  a) Montrer que 𝒇 possède une fonction réciproque 𝒈 définie sur [𝟎 , 𝟏[ . 
     b) Montrer que pour tout 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ ; 𝒈(𝒙) = −𝒍𝒏 (𝟏 − 𝒙𝟐). 

     c) Montrer que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝒙 admet une solution 𝜶 sur [𝟎, 𝟕 ; 𝟎, 𝟖]. 
     d) On donne ci-dessous la représentation graphique (𝑪) de la fonction 𝒇 dans le repère (𝑶 , 𝒊 , 𝒋). 

la première bissectrice ∆ et le point 𝑨(𝜶 , 𝜶). 

On désigne par (𝑪′) la courbe de 𝒈. Tracer (𝑪′) dans le même repère. 𝟐)  𝐒𝐨𝐢𝐭 𝝋 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 [𝟎 , 𝟏[ 𝐩𝐚𝐫 𝝋(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒈(𝒙)
𝟎  𝒅𝒕. 

      a) Montrer que 𝝋 est dérivable sur [𝟎 , 𝟏[ et que ′(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐𝟏−𝒙𝟐 . 

      b) Déterminer les réels  , 𝒃 et 𝒄 tels que pour 𝒙 appartenant [𝟎 , 𝟏[ 𝟐𝒙𝟐𝟏−𝒙𝟐 = 𝒂 + 𝒃𝟏+𝒙 + 𝒄𝟏−𝒙 

      c) En déduire que 𝝋(𝒙) = −𝟐𝒙 + 𝒍𝒏 (𝟏+𝒙𝟏−𝒙), 𝒙 ∈ [𝟎 , 𝟏[ . 
      d) On désigne par A l’aire de la région du plan située entre les courbes (𝑪) et (𝑪′)et les droites 

d’équations respectives 𝒙 = 𝟎 et 𝒙 = 𝜶. 

Montrer que  A = 𝟐 (𝝋(𝜶) − 𝜶𝟐𝟐 ). 

𝟑)  𝐒𝐨𝐢𝐭 (𝑼𝒏) 𝐥𝐚 𝐬𝐮𝐢𝐭𝐞 𝐝é𝐟𝐢𝐧𝐢𝐞 𝐬𝐮𝐫 ℕ∗ 𝐩𝐚𝐫 𝑼𝒏 = ∑ 𝟏𝒌. 𝟑𝒌𝒏
𝒌=𝟏  
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𝐒𝐨𝐢𝐭 𝒏 ≥ 𝟏. 𝐎𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐞 𝐩𝐨𝐮𝐫 𝒕 ∈ [𝟎 , 𝟏[, 𝑺𝒏(𝒕) = 𝟐 ∑ 𝒕𝟐𝒌−𝟏𝒏
𝒌=𝟏  

       𝐚) 𝐌𝐨𝐧𝐭𝐫𝐞𝐫 𝐪𝐮𝐞 ∫ 𝑺𝒏(𝒕)√𝟑𝟑𝟎  𝒅𝒕 = 𝑼𝒏 

      b) Montrer que pour 𝒕 ∈ [𝟎 , 𝟏[, , 𝑺𝒏(𝒕) = (𝟏 − 𝒕𝟐𝒏)𝒈′(𝒕), où 𝒈′ est la dérivée de g sur [𝟎 , 𝟏[.  
      c) Montrer que pour ≤ 𝒕 ≤ √𝟑𝟑  , (𝟏 − 𝟏𝟑𝒏) 𝒈′(𝒕) ≤ 𝑺𝒏(𝒕) ≤ 𝒈′(𝒕). 

      d) En déduire que (𝟏 − 𝟏𝟑𝒏) 𝒈 (√𝟑𝟑 ) ≤ 𝑼𝒏 ≤ 𝒈 (√𝟑𝟑 ). 

4)  Montrer alors que la suite (𝑼𝒏) est convergente et déterminer sa limite. 

 

 (𝑪) 

                   

                                                           𝒋                                                            

 

 

 

                                                             𝜶         𝒊 

 

Exercice 23           

1)  Soit 𝒙 un entier non nul premier avec 𝟓𝟑. 

     a) Déterminer le reste modulo 𝟓𝟑 de 𝒙𝟓𝟑. 

     b) En déduire que pour tout entier naturel 𝒌, 𝒙𝟓𝟐𝒌+𝟏 ≡ 𝒙(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑).  

2)  Soit l’équation (𝑬𝟏) ∶  𝒙𝟐𝟗 ≡ 𝟐(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑), où 𝒙 ∈ ℤ. 

     Montrer que 𝟐𝟗 est une solution de (𝑬𝟏). 

3)  Soit 𝒙 une solution de (𝑬𝟏). 

     a) Montrer que 𝒙 est premier avec 𝟓𝟑. 

     b) Montrer que 𝒙𝟐𝟏𝟔 ≡ 𝒙(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑). 

     c) En déduire que 𝒙 ≡ 𝟐𝟗(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑). 

4)  a) Montrer que 𝟐𝟗 ≡ 𝟑𝟓(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑). 

      b) Donner alors l’ensemble des solutions dans ℤ de l’équation (𝑬𝟏). 

5)  On considère dans ℤ × ℤ l’équation (𝑬𝟐) ∶ 𝟕𝟏𝒖 − 𝟓𝟑𝒗 = 𝟏. 

     a) Vérifier que (𝟑 , 𝟒) est une solution de l’équation (𝑬𝟐). 

     b) Résoudre dans ℤ × ℤ l’équation (𝑬𝟐). 

6)  Résoudre dans ℤ, le système { 𝒙 ≡ 𝟑𝟒(𝒎𝒐𝒅 𝟕𝟏)𝒙𝟐𝟗 ≡ 𝟐(𝒎𝒐𝒅 𝟓𝟑) 
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