Lycée pilote Bourguiba Tunis
Sénte rhithmetigue

Exercice 1 : (Premiére partie : les exercices de 1 a 15).
Soit n un entier naturel non nul.

1) Déterminer suivant n, le chiffre des unités de 3". En déduire le chiffre des unités de

Ientier x = 2003*1°3732011,
2) Montrer que 6 est le chiffre des unités de 6".
3) Déterminer suivant n le chiffre des unités de I'entier y = 3"+6"+9". En déduire le

chiffre des unités de I'entier a = 2003'' +2006*'' + 2009,
Exercice 2 :
1) Résoudre dans Z ’équation : n*+n+7=0 (mod 13).
2) Soit x un entier.
a) Montrer que x*=0 (mod 9) ssix=0 (mod 3); x°=1 (mod 9) ssix=1 (mod 3) ;
x3=8 (mod 9) ssix=2 (mod 3).
b) Montrer que si a®+ b+ ¢? est divisible par 9 alors a ou b ou %multiple de 3.
Exercice 3 : Q/
Les questions sont indépendantes.
1) Déterminer le reste de la division euclidienne
2) Déterminer les entiers naturels n tels que 67" divisible par 15.
3) Déterminer les entiers naturels n et p tels que.:; 15" —21” soit divisible par 12.
Exercice 4 :
1) Montrer que pour tout xe{2;3;4; 5} on&’l (mod 7). En déduire le reste modulo 7
de 20117,

2) Pour neN, on pose u, = 2”—1—3”+4"(®,S
a) Montrer que sin =1 (mod 2) am u, est divisible par 7.
b) Montrer que si p est le reste. modulo 6 de n alors u, = u, (mod 7).

c) Déterminer les valeurs our les quelles u, divisible par 7.
Exercice 5 :
1) a/ Déterminer s@t I’entier naturel n les possible de 5" modulo 6
b/ En déduire le reste modulo 6 de I’entier A =(2009)2°%8
2) al/ Montrer que : pout tout n € N*, 5= 2"+ 3"(mod6)
b/ En déduire que : pour tout p € N*, B =(2005)+(2006)**”+(2007)** est divisible par 6
3) Résoudre dans Z 1’équation : x*>+ x +4=0(mod6)

Exercice 6 :
On considére entier N = 201520194 90132013 907112011,

1) Montrer qu’il existe un entier k tel que N =11k -3.
2) a) Etudier selon I’entier naturel n le reste modulo 11 de 31.

b) En déduire que N2015 = 1 (mod 11).
n
3) Pour tout n€IN, on pose X = ZN2015P.

p=0
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a) Déterminer les entiers naturels n pour que Xy soit divisible par 11.

b) Déterminer le reste modulo 11 de (X2015)10.
Exercice 7 :
1) Résoudre dans Z I’équation x2+4x+3 =0[7]
2) Soit n un entier naturel
a/ Déterminer suivant n le reste modulo 7 de 2"
b/ Déterminer le reste modulo 7 de ’entier 10720%°
¢/ Déterminer les entiers naturels n tels que 107"+ 107%"+107%"soit divisible par 7
Soit a un entier naturel non divisible par 7
On désigne par k le plus petit entier naturel non nul tel que a*=1[7]
a/ Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a” =1[7]
b/ Quelles sont alors les valeurs possibles de k.
Exercice 8 :
1) Montrer que pour tout neN, 4" =1 (mod 3).
2) Déterminer suivant I'entier naturel n le reste de la division euclidienne de 4" par 17.
3) Déterminer les entiers naturels n tels que 4"-1 est divisible par 5.
4) Déterminer quatre diviseurs premiers de 4%-1. &
5) Soit p un nombre premier distinct de 2.
a) Montrer qu’il existe un entier naturel non nul k& tel que 4 (mod p).
b) Soit n>1tel que 4" =1 (mod p). On note m le pl t entier strictement positif tel que
4™ =1 (mod p). Montrer que n est divisible par e%
¢) En déduire que p=1 (mod m).
Exercice 9 :

1) Montrer que Vn €N, 23"—8 =0 (mod7).
2) al/ Déterminer suivant les valeurs de lentier naturel k les restes modulo 7 de 2*

b/ En déduire le reste modulo 7 de %1 1493004
3) Soit P € N on considére A, =27 +2
a/ Si p=3n quel est le reste de la division de A, par 7
b/ Démontrer sip = 3n+1 s A, est divisible par 7
4) Résoudre dans Z I’équation . 3x2+2=0( mod7)
5) Montrer que tout n nt2_4n+2=0(mod7).
Exercice 10 :
1) 1) Soit p un 6’&: impair. Déterminer le reste de la division euclidienne de p? par 8.
2) Montrer que pour tout entier pair x on a : x2 = 0 (mod 8) ou x2 = 4 (mod 8).
3) Soit a, b et ¢ trois entiers impairs.
a) Déterminer le reste modulo 8 des entiers : X = a2+ b2+c2et Y=2(ab+ac+bc).
b) En déduire que X et Y ne sont pas des carrés parfaits.

¢) L’entier g est-il un carré? Justifier.

1) Déterminer suivant les valeurs de neN*, le reste de 2" et 10** modulo 7.

2) Vérifier que N = 797979 est divisible par 7.

3) Soient d et e des chiffres tels que d+0. On considére 'entier a, = dede...de, d et e
étant répétés chacun n fois (n eN*). Déterminer, suivant les valeurs de d et e, 'ensemble
des entiers naturels non nuls 7 tel que a, soit divisible par 7.

Exercice 11 :
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Soit . i t{xE?)(mod 8)
oit x un entier vérifiant | _ o (04 5)

1) a) Montrer que 3x =1 (mod 40).
b) En déduire qu’il existe un entier & tel que x =40k —13.
c¢) Déterminer, lorsque x > 0, le chiffre des unités de x.

2) Déterminer les valeurs de I’entier naturel n pour que 3"+13 soit divisible par 40.
Exercice 12 :

9
Soit @ = »'2011*,
k=0
1) Vérifier que 2011 =11 (mod 100).
2) Discuter selon I’entier naturel n, le reste de 11" modulo 100. En déduire qu’il existe un entier
naturel & tel que a =100k +60.

3) Montrer que pour tout entier p > 2, a? =0 (mod 100).
2009
4) Soit N= Y 2011%,
k=0
a) Montrer que N=201a (mod 100).
b) Déterminer les deux derniers chiffres de V.

Exercice 13 ; % .
1) Soit £ = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
a) Vérifier que pour tout keE,ona: k! (@ 1x10x...x(12-k).

b) Montrer alors que pour tout keE, ,& (mod 11).
¢) En déduire que pour tous les e aetb:(a+b)'=a'+b" (mod 11).

2) a) Montrer que pour tout entie 1=pn (mod 11).

b)Montrer que pour tous les entiers a et b :
[a” +6"=0 (mod 11 t seulement si |:a+ b=0 (mod 11):|.

) . ~40<x <40
a) Résoudre da le systéeme :4 | .
2" +2048=0 (mod 11)

Exercice 14 :
1) On admet que pour tout entier premier p>3ona (p—2)!=1 (mod p), montrer alors que :
(p—1) '+1=0 (mod p).
2) En raisonnant par I’'absurde montrer que pour un entier p > 3 tel que (p—1) !+1=0 (mod p)
alors p est premier.
3) Soit un entier premier n > 3.

5
a) Montrer que (% —5) =0 (mod n).

b) En déduire quesin !+1=(n+1)"alors (n—-1) !=5 (mod n).
¢) Peut-on trouver un entier premier n>3tel que: n !+1=(n+1)".

Exercice 15 :

Les deux parties de I’exercice sont indépendantes.
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On cherche les entiers naturels n et p tels que 2"—3? =1.
1) Déterminer les restes de 3” modulo 8.
2) En déduire que si (n ; p) est solution alors n< 2.
3) Déterminer tous les couples (n ; p) vérifiant 2" 37 =1.
Soit k€N, on considére I’équation dans N*XN* : x2+4 y2 =2k,
1) Soit @ un entier naturel multiple de 4. Montrer que si x2+ y2= a alors x et y sont pairs.
2) Dans cette question, k =2n, neN et on suppose que I’équation admet des solutions.
a) Vérifier que n est non nul.
b) En considérant la plus petite valeur n, de n, déterminer une contradiction.
3) Dans cette question, k =2n+1, neN.
a) Vérifier que x = y = 2" est une solution.
b) Montrer par récurrence que c’est I'unique solution.

Exercice 16 :

Soit 7 un entier naturel non nul. On pose a = n*-1et b = né-1.
1) Montrer que n2+n+1 et n2+1 sont premiers entre eux.
2) Montrer que n2—n+1 et n2+1 sont premier entre eux.
3) En déduire a A b.

Exercice 17 : QZ\’
A) 1) Montrer que pour tout neN, 3n3—11n+48 est divisible pay@.
2) Montrer que pour tout neN, (3n2—9n+16)eN*.

n
3) a, b et c des entiers naturels non nuls tels que bc-a %trer que aAb=(bc-a)Ab.
4) Montrer que pour tout entier n > 2, (3n3—11n)/\(n&3} 48\ (n+3).

3_
5) En déduire les entiers naturels n tels que 3n N.

@)Pour neN*, on pose a = n2+1et b=n(n2—1)

1) Montrer que (n2+1)An =1.
2) Montrer que aAb =(n2—1)A2. @

3) En déduire suivant n, a A b. .
Exercice 18 : f&

1) a/ Déterminer suiva?@ valeurs de neN, les restes modulo 9 de 2"
b/ En déduire le;$eur de n pour que 2"-1=0(mod9)

1Y =1(mod9) si et seulement si z+y=0(mod6)

¢/ Montrer que

d/ En déduire le reste de la division euclidienne de 20092008.20992 par 9

e/ Soit N=a.112+b.11+c ou a,b et ¢ sont des éléments de {0,1,2,..,9}. Montrer que :
si N =0(mod9) alors (4a+c¢)?~ b3=0 (mod 9).
x> +y>=1300

. Soit (x,y) une solution de (S) et d =xAy.
(xAy)(xv y)=600

2) Soit dans Z> le systéme (S) :{

a/ Montrer que d € {1, 2, 5, 10}.
b/ Montrer que a Ab =1<> (a2+b2)Aab=1, Va et b € Z.En déduire que d = 10

¢/ Donner alors les solutions dans Z? du systéme ( S).

Exercice 19 :

Toutes les questions sont indépendantes.
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a+b=168

1) Déterminer les entiers naturels a et b tels que : .
anb=21

2) Soit n un entier naturel non nul. Déterminer (n* +1)A(n+1).
3) Soit a et b deux entiers relatifs. Démontrer que si a et b sont premiers entre eux
alors 4a+11b et 3a+8b le sont aussi.
4) Montrer que si x et y sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que x >y,
alors (x+y)A(x—7y)est égala 1 ou a 2.
Exercice 20 :
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. Démontrer que p -1 est divisible par 24.
Exercice 21 :
Soit n un entier supérieur ou égal a 6 et a, b et ¢ trois entiers naturels tels que :
a=n*+n+1 , b=n?*+n+4 , c=n*+3n3+5n+4.
1) Sachant que ¢ = ab, déterminer n, puis les nombres a, b et c.
2) Vérifier, en utilisant ’algorithme d’Euclide que a et b sont premiers entre eux.
3) En déduire une solution de I’équation : ax+ by = 1.
Exercice 22 : ,\)
Soit n un entier relatif quelconque, on pose : QJ
A=n-1 et B=n%*3n+6.

1) Démontrer que AAB = AN4. % -
2) Déterminer suivant les valeurs de n : AAB.
Exercice 23 : &
Soit a un entier distinct de 1, on considére l’éql'm@Jms 72, (Ea): (a-1)x—(a2+a+1)y=26.

1) Dans cette question @ =2 donc (EQ) : x—% 26.
a) Vérifier que si (x,y) solution de ors x =5 (mod 7).
b) Résoudre alors (E,).

¢) Déterminer suivant I'entie aturel n, le reste de 5" modulo 7.
d) Déterminer les couples iers naturels (x,y) solutions de (E2) tels que : 5°+5% = 3 (mod
7).

Dans cette question .
a) Montrer que ( YA (a2+a+1) divise 3.
b) Déterminer les valeurs de a pour que (Ea) admette des solutions.

Exercice 24 :

Soit p un entier distinct de 1 et neN*. On pose S=1+p+p?+....+p" L
1) Ecrire S sous forme d’un quotient. En déduire que p” et 1—p sont premiers entre eux.
2) Résoudre dans Z* 1’équation : p"x—(1—p)y = p.
3) En déduire dans Z* les solutions de I’équation : 10"x+2" %y —10x2" '=0.

Exercice 25 :

Le plan rapporté a un repére orthonormé (O,7,7). On considére la droite A : 3x+4y—1=0.
1) Déterminer la partie 9 de A dont les coordonnées des points sont des entiers.
2) Déterminer les points M de 9 tels que OM” est divisible par 13.

3) Déterminer les entiers a et b tels que 3a+4b=5eta A b =5.
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Exercice 26 :
1) Montrer que pour tout entier n, 14n+3 et 5n+1 sont premiers entre eux.
2) On considére ’équation dans Z2, (E) : 87x+31y = 2.
a) Vérifier a I’aide de 1) que 87 et 31 sont premiers entre eux.
b) En déduire un couple (u,v) d’entiers tels que 87u+31v =1.
¢) Résoudre alors (E).
Exercice 27 :
Soit neN*. On considére dans ZXZ I’équation (E) : 2n+1)x—(2nr%2+2n)y = 1.

1) Développer (2n+1)% En déduire que (E) admet des solutions.
2) Résoudre (E).

Exercice 28 :
1) Résoudre dans ZXZ 1’équation : 2x—7y = 28.

. . 2x—Ty =28
2) Soit dans ZXZ, le systéme (S) suivant : {yx Y

a) Résoudre (S).
b) Soit (x; ¥o) une solution de (S). Déterminer x,Ay, (on dlstlnguerqj&l}( cas).

—1=x2(mod7)

Exercice 29 :
1) On considére dans Z? I'équation : (E;) : 11x+8y ="79.
a) Montrer que si (x ; y) est solution de (E,) alors y =3 @%1)
b) Résoudre alors I’équation (El)
2) Soit dans Z* 'équation (E,) : 3y+11z = 372.
a) Montrer que si (y ; z) est solution de (E, z= 0 (mod3).
b) Résoudre alors I’équation (Ez) %
3) Résoudre dans Z? I'équation (E;) : =-249.
4) Le prix total de 41 piéces détachées réparties en trois lots est de 480 dinars. Le prix d’une piéce

du premier lot est de 48 dina le du deuxieme lot est 36 dinars et de 4 dinars pour celle du
troisiéme lot. Détermine{r@mmbre de pieces de chaque lot.

Exercice 30 : &
Soit neN* et teZ\{1}. On'pose S, () =1+ ¢+ t2+...+ 71,

1) Donner une autre expression de S, (¢). En déduire que t"A(1—¢)=1.
2) u et v deux entiers premiers entre eux, (xo ; yo) une solution dans Z? de I’équation (E) :
ux+vy=1.
Résoudre dans Z? I’équation (E).
3) Dans le plan muni d’'un repére orthonormé (0,7,7) on considére la droite 9, : 3"x—2y—1=0.
a) Déterminer I’ensemble F), des points M(x ; y) de la droite ¥, dont les coordonnées sont des

entiers relatifs.
b) Existe-t-il des points de F, appartenant au cercle € de centre O et de rayon S,(3).

Exercice 31 :

Soit dans Z? I’équation (E) : 138x—55y = 5.
1) Montrer que si (x ; y) est solution de (E) alors x = 0 (mod5).
2) Résoudre alors (E).
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3) Soit neZ, on pose a =55n+10 et b = 138n +25.
a) Vérifier que (a ; b) est solution de (E).
b) Déterminer suivant les valeurs de n, a A b.

Exercice 32 :
1) Résoudre dans ZXZ, I’équation : 3x+4y =-8.
2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0,7,7), on considére la droite A: 3x+4y+8=0et

on note A le point de A d’abscisse 0.
a) Montrer que si M est un point de A a coordonnées entiéres alors AM est un multiple de 5.

b) Soit N un point de A de coordonnées (x,y). Vérifier que AN = %|x| En déduire que la

réciproque de a) est vraie.

Exercice 33 :
1) Résoudre dans ZxZ 1’équation : x—7y = 1.
2) Soit ’équation (E) dans N*xN* : x2—-7y2=1.
a) Montrer que si (x,y) est solution de (E) alors x et y sont premiers entre eux.
b) Déterminer la solution (a,b) de (E) telle que b soit le p&/&getit possible.

Soitn € N*et u, = (8+3\ﬁ)n.
a) Montrer par récurrence que pour tout neN*: u, = a, n\ﬁ ou a, et b, deux

entiers naturels non nuls tels que (a,,b,) e l%an de (E).
b) En déduire le nombre de solutions de (E).

¢) Montrer que pour tout neN¥, (8—3\ﬁ )nwn—bn\ﬁ .

d) Exprimer a, et b, en fonction de r@/
Exercice 34 : “7
1) Résoudre dans ZxZ 1’équation :@& =1.
2) On considére dans ZxZ ’équ tion" (E) : 6x+5y =2010.

a) Montrer que si (x;; y@q&olution de (E) alors x, =0 (mod5) et y, = 0 (mod6).

et d=anb. (O rs 6m+5d =2010).
a) Montrer que d = 6.
b) Déterminer tous les couples (a ; b).

b) Résoudre l’équati{@i).
Soient a et b deux gtie s naturels non nuls tels que (m ; d) est solution de (E) avec m = avb

Exercice 35 :

On admet que siaAb =1 alors pour tout entier naturel m,amAbm=1.

x=0 (mod 5")

Pour tout entier naturel non nul n, on considéere dans Z le systéme (Sn) : {x =1 (mod 2')’

1) Montrer que si x est solution de (S,,) alors :
a) x2 est solution de (S, ;).
b) x2=x (mod 10").

2) Soit @, =5 ". Montrer que pour tout neN*, q, est solution de (Sn)

http://www.masmaths.net : site _éducatif « maths »:Ml_‘ Masmoudi




3) Trouver un entier naturel p tel que p et p? ont les mémes chiffres respectifs des unités, des

dizaines et des centaines.
4) Soit dans Z?, I’équation (E) : 125x—8y =1.
a) Vérifier que (5 ; 78) est solution de (E).
b) Résoudre I’équation (E).
¢) En déduire que x est solution de (S3) si et seulement si x =625 (mod 10?).

Exercice 36 :

On considére la suite d’entiers naturels ( un) définie par : u,= 200921 et pour neN,

Upi1 = (1+ u,,)5—1.

1) Montrer que 2009%%°! = 2009 (mod 16).
2) a) Montrer que pour tout neN, u,,.,; = u,,[(un)4+5((un)3+2(un)2+2un+1)].

b) Montrer que pour tout neN, u, =0 (mod 5"*1).
c¢) Calculer uy. En déduire que 2009%%°! = 2009 (mod 625).

d) Déterminer un entier naturel A tel que A® se termine par 2009. &

3) a) Montrer que pour tout neN, u, = -1 (mod 7). Q/

b) Montrer que pour tout neN, u, est divisible par 8. ’“

n
c¢) Soit A : 7x—8y—1=0. Montrer que A contient une i ité’de points dont les coordonnées sont

des entiers naturels.
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