Mr : Chahed Série de révision analyse 2 4eme Math
Exercice 1

Partie A

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 4x(e™* + %x — 1) et (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0,7,])

1) a) Montrer que pour tout x € Ron f'(x) = 4(e™* —= 1)(1 — x)

b) Dresser le tableau de variation de f

c) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a autre que O sur Ret que a €
d) En déduire le signe de f(x)

2) a) En utilisant le théoréme de Rolle montrer qu’il existe x, € ]0,1[ tel que f"'(x)

b) Soit x € [0,1]\{xo} . En utilisant le théoréme des accroissements finis montrer g

c) En déduire que I(xo,f(xo)) est un point d’inflexion de (C)
3)a) Tracer (C)
b) Calculer Iaire de la partie du plan limité par (C) et les droites d tion ectives
x=0,x=aety=20

Partie B

Soit (uy,) la suite définie sur N par {u

1)a) Montrer que pour toutn € N

b) Montrer que (u,,) est décroiss

1 3

2) Dans cette question on suppose que pose g(x) =e™™ + 3X—3

a) Montrer que pour to ERonag(x)>0
(x) et montrer que pourtoutn € Nonau, =0
e et déterminer sa limite
osequeuy <0
tneNonau, —u, < fuy)
b) Montrer g urtout n € Nonau, < uy+ nf(uy) et en déduire la limite de u,

Exercice 2
o

On considére la fonction G définie sur R par G(x) = f > dt. et (C) sa courbe représentative dans un repeére
o Vitut

orthonormé (0,1,])

1.a. Montrer que G est dérivable sur R et calculer G'(x)

b. Montrer que G est impaire




1 1
.a. > —_ < —
2.a. Montrer que YVt = 0 ona ere Werers

b. En déduire lim G(x)

xX—+00

3.a.Montrerque Vt > 1 onal+4t? > (1+¢t)?

b. En déduire que Vx > 1ona G(x) < G(1) —In(4) + 2In(x + 1)

c. Etudier les branches infinies de G

d. Dresser le tableau de variation de G et tracer (C) en précisera la tangente au point O

4.a. Montrer que G est une bijection de R sur un intervalle J que I'on précisera

b. Soit F la fonction réciproque de G .

Montrer que F est dérivable sur R et que F'(x) = %\/ 1+ 4F?(x)

c. Montrer que F est deux fois dérivable sur R et que F''(x) = F(x)

d. Calculer F'(0)etF (0) puis déduire I'expression de F

On admet que I'ensemble des solutions de I’équation différentielle

SurR parx ~ ae* + be™*, (a,b) € R?
Exercice 3
Partie A

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x +@>~.

)]

1. Dresser le tableau de variation
2. Tercer (C)
Partie B

On considere la suite.(u,) définie par u; = 0 et uy,y 1 = f(uy,)

3.MontrerqueVn220naunS1+%+---+ﬁ
k

Lix

4.a. Montrerque Vk > 2ona 1< f
k k—1x

fonctions définies

sentative dans un repére orthonormé

b. En déduire que Vn = 2onau, <1+ In(n— 1) etcalculer lim

n—-+oo In(n)




Exercice 4

1

Partie A Soit g la fonction définie sur R par {g(x()()): e;)x_z. six # 0. et (C) sacourbe représentative dans un
g =

repére orthonormé (0,1,))

1.a. Montrer que g est paire
b. Etudier la dérivabilité de g en O et interpréte graphiquement le résultat
2. Montrer que Vx € Rona 2g(x) = x3g'(x)
3. Dresser le tableau de variation de g et tracer (C)
Partie B
1 x
— 2
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = ex fo 9(®) dt.si x#0
f(0)=0

1.a. Montrer que f et impaire

b. On admet que g’ est continue sur R. Montrer que Vx > 0ona 0 <

c. En déduire que f est dérivable en 0 et calculer f'(0)

2. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f'(x)

1

3.a. Montrerque Vx > Oona foxg(t) dt= 3

b. En déduire que f est croissante sur
4.a. Montrer que Vt € Ronae’ >
b. En déduire que Vx > 1ona f

variation de f

Exercice 5

Pour tout enti

n
xk

r11,+oo[ par f,(x) = In(x — 1) + B,(x) avec B,(x) = Z

k=1 k

entative dans un repére orthonormé (0,1,))

1.a. Etudier le sens de variation de P, sur 1, +oo[

b. Etudier le signe de f;,11(x) — f,(x)
c. Montrer que Vx € |1, +»[ona f,'(x) = xx__"l et donner le tableau de variation de f;,
2.a. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution b, sur |1, +oo[

b. Montrer que (b;,) est décroissante et qu’elle est convergente

3.Tracer (C;) ondonnel < b, <1,2




4. Soit p un entier naturel non nul

1

a. Montrer que f lax <
x p

p

b. Montrerquevn = 2 onaln(n+ 1) < B,(1)
- 1 . . _
c. En déduire que Vn = 2ona f, (1 + m) > 0 puis Montrer que nEerbn =1

Exercice 6

Soit n un entier naturel

enx

On considére la fonction f,, définie sur R par f,,(x) = —- et (C,,) sa courbe représentative dans

orthonormé (0,1,])

1.a. Calculer xl_l)r_Iloo fn) xl_l)rzloo fn(x) et 3lcl_r)r(1) frn(x)
b. Etudier les branches infinies de (C,,)

2. a. Dresser le tableau de variation de f;,

b. Montrer que I'équation f,, (x) = 1 admet dans ]—oo, 0[ une uniqu tion x,

c. MontrerqueVn = 2ona—-1<x, < —%

4.a. Montrer que Vn € N* on a f,, 41 (x,) = e*n et en déduirelque x,

2In(n) ,
b. Montrer que Vn > 2 onax, > E— déd Xn

5. Tracer (Cy)

Exercice 7

ide S obtenu par rotation de I'arc de (C) sur [0,1] au tour de I’axe des

1

n F définie sur |1, +oo[ par F(x) = flln(")f(t) dt
a. Montrer g st dérivable sur |1, +oo[ et calculer F'(x)

b. Calculer F(e) et en déduire le signe de F(x)
e
1

4.a. Montrer que Vx > 1ona F(x) = J ZInt

X

e
b. Montrer que V't > 1ona In(t) <t — 1endéduire que Vx € ]1,e[ona F(x) = f ez(:—l) dt
X

c. Calculer lim F(x)
x-1+

abscisses




YoRY <3 1 1
< i
5.a. Vérifierque Vx > eona 2In(e) — 2

b. Soit [ la limite de F en 400 . Montrer que —f <[ < 0 etdonner le tableau de variation de F

Exercice 7

Soit n un entier naturel non nul . On considére la fonction p,, définie sur [0, +oo[ par

2n
p= ) EO

Partie A

x2"—1

1. Montrer que Vx = 0 ona B, (x) = —

2. a. Dresser le tableau de variation de P,

b. Montrer que B,(1) <0

3.a. Vérifier que P4, (x) = P,(x) + x?"*1 (Z:T - ﬁ)

b. En déduire que Vn € N* ona P,(2) = 0
4. Montrer que I'équation B,(x) = 0 admet une unique solution &, quel <a, <2

Partie B

2. En déduire que ¥n € N* on a f
1

3. Montrer que Vt > 1ona t2"

4.a. Montrer que Yn € N* on a f
1

b. En déduir N* 0<a,—1< ,Zln—(z)et calculer lim a,
n n—-+oco

Exercice 8

241,
sur [—1,4+oo[ par f(—=1) = e tIn(2) et f(x) = f ;—1dt six > —1
X

2x+1
> -1 onaf —dt =1n(2)
t+1

X

2.a. Montrer que Vx > —1ona; e*In(2) < f(x) < e?**'In(2)
b. En déduire que f est continue a droite en —1

&)

3. Calculer lim f(x)et lim —= puis donner une interprétation du résultat
X—+00 x>+ X

ex(ex+1_1)

4.a. Montrer que f est dérivable sur ]—1,+o[ et Vx > —1ona f'(x) = 3




f)-f(-1) _ e‘—e?t
x+1 T o4l

b. Soit x > —1 montrer qu’il existe ¢ € [x, 2x + 1] tel que

e¥—e71

On pourra considérer la fonction h: +— T

c. Déduire que f est dérivable a droite en -1 et déterminer f;(—1)
6. Tracer la courbe de f

Exercice 9

f, = —nx —xInx
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur [0 ; +oo[ par :{ lfl(z(g) —0 X = xin
- =

On note (C,) la courbe représentative de la fonction fn, dans * un repére orthonormal.
Les courbes (Cy) et (C,) représentatives des fonctions f;, et f, sont données au-dessous.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f,, a droite en 0
2.a. Démontrer que la courbe (C,) admet en un unique point A, une tangente paralléle a I'axe des ab
b. Prouver que le point A, appartient a la droite d’équationy =
c. Placer sur la figure en annexe les points Ayet A,.
3.a. Démontrer que la courbe (Cn) coupe 'axe des abscisses en un unique point, noté Bn
b. Démontrer que la tangente a (C,) au point B, a un coefficient directeur indépendant d
c. Placer sur la figure en annexe les points Byet B,.
3.a. Construire les points A; et B;.
b. Vérifier que f,(x) + f,,, (%) = 2f,,,(x) etinterpréter graphiqueme Itat
c. Construire C;
4. Pour tout entier naturel n, on considére le domaine du plan D, délimijté par
des abscisses, la courbe (C,,) etles droites d’équationx = e™~ 1 e
On note I, I'aire en unités d’aires du domaine D,,.
a.Al 'aide d’une intégration par parties, calculer I,
b. Montrer que le domaine D, ,; est'image du domaine D,, par 'homag centre O et de rapporti

c. Exprimer alors I, en fonction de ' Y
04




Exercice 10

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
Partie A
Soit fla fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = In(vVT+x — 1)
".1. Dresser le tableau de variation de f et construire(C).
2. Calculer I'ordonnée de A le point de C d’abscisse 3 . Soit B le point de C d’abscisse 3 et P son projeté orthogonal sur I'axe

des abscisses et H son projeté orthogonal sur l'axe des ordonnée *

.Déterminer les valeurs exactes des coordonnées des points B, P et H. Placer les points A, B,PetH”’

Partie B

1.Déterminer l'expression analytique de rla rotation de centre O et d’angle

2. Déterminer les coordonnées des points A0, BO et PO images respectives des points A, B et P par la ionr.
3. On appelle g la fonction définie sur R par g (x) = e™2* + 2e™* (' sa courbe

a. Montrer que lorsqu’un point M appartient a (C ), son image MO par r appartient a (C").

b. Tracer sur le graphique précédent les points Ao, Bo, Po et la courbe (C')

Partie C

On rappelle que 'image d’'un domaine plan par une rotation est un domaine plan de méme aire.

1. Calculer 'intégrale fomz g(x)dx Interpréter graphiquement cette intégrale.

2. a. Déterminer, en unités d’aire, I'aire A du domaine plan D limité par les
segments [AO], [OH] et [HB] et I'arc de courbe (C ) d’extrémités B et A.

b. On pose | =f§3 f(x)dx Trouver une relation entre A et I puis en déduire la valeu
4

Exercice 11

1.0n considére les équations différentielles E:y" = — x%y etEy:y" +

a. Résoudre E,
b. Soit f et g deux fonctions définies sur ]0, +oo[ et vérifiant £ (

Montrer que g est une solution de E sur ]0, +oo[ si et seul une solution de E,
c. Déterminer alors les solutions de E sur 0, +

2
d. Calculer fl”x%sin (1) dx

x
2. Soit f une fonction continue sur af(x)=-x+2+ f:"f (g) dt

Vérifier que f et une solution de i iffé i = 3y — 1 puis déduire l'expression de f

Exercice 12

1) Soit fla fonction définie s et f(x) = m six >0
a. Montrer que f est continue a droite en 0 et calculer lilll fx)
X—400

a droite en 0
10, +oo[ et calculer f'(x)

d. En déduire .

e . Montrer que Cr admet deux points d’inflexion

f. Construire Cr on prendra f (1) = 0,5 et f G) =04
3) Pour tout x € [0, +oo[ on pose ¢(x) = x — F(x)

a. Dresser le tableau de variation de ¢

b. Montrer que I'équation ¢(x) = n admet une unique solution a,,
c. Montrer que Vn € N ; a,, = n puis calculer lirP
n—-+oo




