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Exercice 1
On se propose de déterminer 1’ensemble E des entiers naturels n supérieur ou égal a 2
tels que 3" —2" =0 (modn).
@ Soit n un élément de E et p le plus petit diviseur premier de n.
a) Montrer que 3" 2" =0 (modp).
b) En déduire que p=5.
@ Montrer que 2P =1 (modp) et Pl (modp).
@ a) Montrer qu’il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que an —b(p - 1) =1.
b) En désigne par r et q respectivement le reste et le quotient de a par p—1.
Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que rn=1+k(p—1).

@ Conclure.

Exercice 2
1) Soit n un entier naturel non nul tel que nA5=1.

Montrer que pour tout k € N, n*k = l(mod 5) .

2) Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que b=a+4p, peN.
* b_ _a
a) Montrer que pour tout neN ,n" =n (mod 5) .

b) En déduire que pour tout n € N*, n® =n? (mole) .
3) Soit x et y deux entiers tels que x =11k -1 et y=3k-Lk e N
Montrer que pour tout n € N *, n¥ et n* ont le méme chiffre des unités.
Exercice 3

1. Soit E I’ensemble des couples des entiers naturels non nuls (a , b) tels que a?=b’.
Vérifier que E et non vide.
. Soit (a,b)eE.Onnote d=aAb et on désigne par a’ et b’ les entiers tels que a=da’ et b=db’.

a. Montrer que a’> = db"”.
b. En déduire que b’ =1.
. Montrer que (a , b) € E si et seulement si a et b sont respectivement le cube et le carré

d’un méme entier.
4. Montrer que si n est le carré d’un entier naturel et le cube d’un autre entier naturel alors

n=0(mod7) ou n=1(mod7).

Exercice 4
Soit m et n deux entiers naturels non nuls qui vérifient la relation (F) (7" -3%x2M =1 .
1. On suppose que m < 4. Déterminer tous les couples (m, n) qui vérifient (F).

2. On suppose que m>5.
a. Montrer que si le couple (m, n) vérifie la relation (F) alors 7" =1(mod32).

b. Montrer que si le couple (m, n) vérifie la relation (F) alors n est un multiple de 4.

c. En déduire que si le couple (m , n_) vérifie la relation ( F) alors 7" = 1(m0d 5 ) .
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