Mr s Chahed $érie (congruence) 4eme math

Exercice 1

Résoudre dans Z les équations

E;:3x = 10[17] E,:x?+3x+ 13 = 0[17]

Exercice 2

2)/ Montrer les équivalences : a3 = 0 [9] équivaux a2 a = 0 [3]

3

a® =1[9] équivauxa a=1([3]

3

a’> = 8[9] équivauxa a =2 [3]

3)Montrer alors que si x3 4+ y3 + z3 = 0 [9] alors x ou y ou z est divisible par 3

Exercice 3
1) a. Déterminer les restes modulo 7 des puissances de 10
b. En déduire le reste modulo 7 de 103" ,n€N"
2) Soit n un entier naturel d’au moins trois chiffres et don
ApQp_q ...a1aq et soitd = apa,_

a. Montrer que n est divisible par Z's1 et'seule i d —2a, est divisible par 7

b. Le nombre 881909 est-il divisible par 7
Exercice 4

On considerg dans quation E:2(y — 1)? = 7x + 2

2) Dans cette question on suppose que x’ = 1[49] montrer que x = 1[7]
3) Résoudre alors dans Z I’équation (E): x” = 1[49]

Exercice 6

1) Soit p un entier naturel non nul p > 3 , a € Z et r un entier naturel non nul

Montrer que si a = 1[p”] alors a? = 1[p™*']




2) dans cette question on suppose que a A 10 = 1. Montrer que a* = 1[10]

3) a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a a*1%" = 1[107+1]

b. En déduire que a®10"+1 = q[107+1]

c. Montrer qu'il existe un entier naturel N tel que N3 se termine par 123456789
Exercice 7

On se propose de déterminer I'ensemble F des couples (n, m) d’entiers naturels non nuls gtels que 7™ —
3.2m=1

1). On suppose m < 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
2). On suppose maintenant que m > 5.
Montrer que si le couple (n, m) est un élément de (F) alors 7" = 1 (mod 3
3) a. En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7puis dédui effi est divisible par 4
b. En déduire alors 7™ = 1 (imod 5).
c. Pour m > 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels tla i ?. Conclure

Exercice 8
Soit m un entier naturel tel que 10™ = 2[19]
1) a. Déterminer les restes modulo 19 de 102, 103, 10° et 10
b. Montrer que 10™*1 = 1[19] et qué
2) Soitd = (m + 1) A 18 on adme xiste i turel u et v tel que
18u—(m+1v=d
a. Montrer que 104 = 1[19]
b. En déduire que d = 18

valeurs de n pour les quelles 4,, = 0[19]
Exercice 9
Soitn € Neta, = 2" + 3™ + 6™ — 1 et P un entier premier avec P > 5.
1) Déterminer les valeurs de n pour les quelles a,, = 0[3]
2) Montrer que a,, = 2(—=1)"[5] et azp+1 = 0[5]
3) Montrer que pour tout k € {1,2,3,....,P — 1} ona:kFP~! = 1[P]

4) En déduire que P divise ap_.




Exercice 10

Onpose U, =2"+3"+4"+ 5"+ 6" neNetE ={2,3,4,5,6}

On appelle ordre de a (mod 7) le plus petit entier naturel non nul tel que a® = 1[7]

1) Montrer que pour tout a € E on a a® = 1[7]

2) Soitk € E , k ’ordre de a (mod 7) et r le reste de la division euclidienne de 6 p
Clest-a-dire 6 = kp + 1
a) Montrer que a” = 1[7]
b) En déduire que k divise 6

3) a) Déterminer suivant les valeurs de n le reste modulo 7 de a™ pour to EE
b) En déduire suivant les valeurs de n le reste modul

4) a) Déterminer le reste modulo 7 de U5
b) Déterminer le reste modulo 7 de § = 1 + 22015

Exercice 11

On consideére la suite d’entiers naturels dé

1) Montrer 2017 est premier et décomposer 2016 en facteurs premiers
entiers naturels non nuls, p un nombre premier supérieur ou égale a 7
et E: px + yP~1 = 2017
a. Vérifierque p < 2017 etquep Ay =1
b. Montrer que y?~! = 1[p]puis déduire que p divise 2016
3) a. Montrerp = 7
b. Résoudre E




