
 

 

Mr : Chahed                  Série (congruence)                4eme math 

Exercice 1 

Résoudre dans Z les équations  𝐸1: 3𝑥 ≡ 10[17]          𝐸2: 𝑥2 + 3𝑥 + 13 ≡ 0[17] 
Exercice 2 

 2)/ Montrer les équivalences :   a3 ≡ 0 [9]  équivaux à  a ≡ 0 [3] 
                                                  a3 ≡ 1 [9]  équivaux à  a ≡ 1 [3] 
                                                  a3 ≡ 8 [9]  équivaux à  a ≡ 2 [3] 
3)Montrer alors que si x3 + y3 + z3 ≡ 0 [9] alors x ou y ou z est divisible par 3 

Exercice 3 

1) a. Déterminer les restes modulo 7 des puissances de 10 

     b. En déduire le reste modulo 7 de 103𝑛 , 𝑛 ∈ N∗ 
2) Soit n un entier naturel d’au moins trois chiffres et dont l’écriture décimale est 

           𝑎𝑛𝑎𝑛−1…𝑎1𝑎0 et soit 𝑑 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1…𝑎1 

   a. Montrer que n est divisible par 7 si et seulement si 𝑑 − 2𝑎0 est divisible par 7 

    b. Le nombre 881909 est-il divisible par 7  

Exercice 4 

      On considère dans ℤ2 l'équation E:2(𝑦 − 1)2 = 7𝑥 + 2  

            1) Montrer que 𝑦 ≡ 0[7] ou 𝑦 ≡ 2[7] 
            2) En déduire alors les solutions de E  

Exercice 5 

   Soit x un entier  

       1)  Montrer que si 𝑥 ≡ 1[7]  alors 𝑥7 ≡ 1[49] 
        2) Dans cette question on suppose que 𝑥7 ≡ 1[49] montrer que 𝑥 ≡ 1[7] 
         3)  Résoudre alors dans Z l’équation (𝐸): 𝑥7 ≡ 1[49] 
Exercice 6 

1) Soit p un entier naturel non nul  𝑝 ≥ 3  , 𝑎 ∈ ℤ et r un entier naturel non nul  

  Montrer que si 𝑎 ≡ 1[𝑝𝑟] alors 𝑎𝑝 ≡ 1[𝑝𝑟+1] 



 

 

2) dans cette question on suppose que 𝑎 ∧ 10 = 1. Montrer que 𝑎4 ≡ 1[10]  
  3) a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a 𝑎4.10𝑛 ≡ 1[10𝑛+1] 
   b. En déduire que 𝑎8.10𝑛+1 ≡ 𝑎[10𝑛+1] 
   c. Montrer qu'il existe un entier naturel N tel que 𝑁3  se termine par 123456789 

Exercice 7 

On se propose de déterminer l'ensemble F des couples (n, m) d’entiers naturels non nuls  tels que 7𝑛 −3. 2𝑚 = 1 

1). On suppose 𝑚 ≤ 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions. 

2). On suppose maintenant que 𝑚 ≥ 5. 

       Montrer que si le couple (n, m) est un élément de (F) alors 7𝑛 ≡  1 (𝑚𝑜𝑑 32). 
3)  a. En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7puis déduire que n est divisible par 4 

b. En déduire alors  7 𝑛 ≡  1 (𝑚𝑜𝑑 5). 
c.  Pour 𝑚 ≥ 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels vérifiant la relation (F) ?. Conclure 

Exercice 8 

 Soit m un entier naturel tel que 10𝑚 ≡ 2[19] 
1) a. Déterminer les restes modulo 19 de 102 , 103 , 106 et 109 
     b. Montrer que 10𝑚+1 ≡ 1[19] et que 1018 ≡ 1[19] 
2) Soit 𝑑 = (𝑚 + 1) ∧ 18 on admet qu’il existe deux entiers naturel 𝑢 et 𝑣 tel que  

          18𝑢 − (𝑚 + 1)𝑣 = 𝑑 

    a. Montrer que 10𝑑 ≡ 1[19] 
    b. En déduire que 𝑑 = 18 

    c. Déterminer alors les valeurs de m 

3) Soit n un entier naturel supérieur à 2  et 𝐴𝑛 = 11…………………………111⏟                𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠  

   a. Vérifier que.      9𝐴𝑛 = 10𝑛 − 1 

  b. Montrer que 𝐴𝑛 ≡ 0[19] si et seulement si 10𝑛−1 ≡ 2[19] 
 c. Détermine les valeurs de n pour les quelles 𝐴𝑛 ≡ 0[19] 
Exercice 9 

Soit 𝑛 ∈ ℕ et 𝑎𝑛 = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1 et 𝑃 un entier premier avec 𝑃 > 5. 

1) Déterminer les valeurs de 𝑛 pour les quelles 𝑎𝑛 ≡ 0[3] 
2) Montrer que 𝑎2𝑛 ≡ 2(−1)𝑛[5]  et 𝑎2𝑛+1 ≡ 0[5]   
3) Montrer que pour tout 𝑘 ∈ {1,2,3, … . , 𝑃 − 1}  on a :𝑘𝑃−1 ≡ 1[𝑃] 
4) En déduire que 𝑃 divise 𝑎𝑃−2. 



 

 

   

 

 Exercice 10 

On pose Un = 2n + 3n + 4n + 5n + 6n , n ∈ ℕ et 𝐸 = {2, 3, 4, 5,6} 
On appelle ordre de 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 7) le plus petit entier naturel non nul tel que 𝑎𝑘 ≡ 1[7] 

1)  Montrer que pour tout 𝑎 ∈ 𝐸 on a 𝑎6 ≡ 1[7] 
2) Soit 𝑘 ∈ 𝐸 , 𝑘 l’ordre de 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 7) et 𝑟 le reste de la division euclidienne de 6 par k 

C'est-à-dire  6 = 𝑘𝑝 + 𝑟 
a) Montrer que 𝑎𝑟 ≡ 1[7]  
b) En déduire que  k divise 6  

3) a)  Déterminer suivant les valeurs de 𝑛 le reste modulo 7 de 𝑎𝑛 pour tout 𝑎 ∈ 𝐸 

b) En déduire suivant les valeurs de 𝑛 le reste modulo 7 de  Un 

4) a)  Déterminer le reste modulo 7 de U2015 

b) Déterminer le reste modulo 7 de 𝑆 = 1 + 22015 + 32015 + 42015 +⋯ .+20152015 
Exercice 11 

On considère la suite d’entiers naturels définie par · 𝑢0 = 14 et 𝑢𝑛+1 = 5𝑢𝑛 − 6 

1) Quelle conjecture peut-on émettre sur les deux derniers chiffres de (𝑢𝑛) ? 

2) Montrer que pour tout entier naturel n, 𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[4] 
3) En détruire que pour tout entier naturel k on a 𝑢2𝑘 ≡ 2[4] et 𝑢2𝑘+1 ≡ 0[4] 
4) a. Montrer que pour tout entier naturel n on a 2𝑢𝑛 = 5𝑛+2 + 3 

    b. En déduire que pour tout entier naturel on a 2𝑢𝑛 ≡ 28[100] 
    c. Valider la conjecture  

Exercice 12 

 1) Montrer que 2017 est premier et décomposer 2016 en facteurs premiers  

 2) Soit x et y deux entiers naturels non nuls, p un nombre premier supérieur ou égale a 7  

           et E: 𝑝𝑥 + 𝑦𝑝−1 = 2017  

         a. Vérifier que 𝑝 < 2017 et que 𝑝 ∧ 𝑦 = 1 

         b. Montrer que 𝑦𝑝−1 ≡ 1[𝑝]puis déduire que p divise 2016 

   3) a. Montrer 𝑝 = 7 

        b. Résoudre E   


