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Exercicel

1JK est un triangle rectangle isocele en [ et direct avec IK = 1. O et H sont les milieux respectifs de [JK] et [1J].

’ . . A T
R et R’ les rotations de centres respectifs O et [ et de méme angle E .

1. a) Montrer que R'= S(OI) ° S(IJ) etque R= S(OH) ° S(OI) .

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de RoR".

a) Montrer que S( 1K) ° R o R'est une symétrie glissante.

b) Montrer que f = S( i) ° Ui est une symétrie orthogonale que 1’on précisera.
o N . 1 — 1 o . . .
Considérons le repere orthonormé | 7, ﬁ 1, ﬁ IK |et g ’application plane qui au point M(x, y) associe le

x'=1-x

point M’(x’, ) tel que : { '
y =y

a) Montrer que g est une isométrie.
b) Donner les images par g des points H, O et J.
¢) Déduire que f= g.

Exercice 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, v) .Soit f I’application du plan dans lui-méme qui a tout point

M(z) associe le point M’(Z’) tel que z'= —e" 7+ 46" ,0€R.
1. Montrer que f est une isométrie.
2. a)Montrer que f(M)=M < Ré(eia E) =2.
b) En déduire que f est une symétrie orthogonale d’axe A, que I’on précisera.

¢) Montrer que A, reste tangente au cercle (€) de centre O et de rayon 2 quand @ varie.

Exercice 3

P est le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0, u, v) et m est un paramétre complexe.

1. a) Résoudre dans C I’équation (E) : (i—l) z2 +(-)(m—i)z —2(m—i)2 =0.

b) Soient Met M les points d’affixes respectives zjet z; les solutions de I’équation (E).

V4
Déterminer 1’ensemble décrit par chacun des points M et M, lorsque |m| varie et arg (m) = Z [27[] .




2. Soit I’application plane f qui a tout point M(z) associe le point M’(z”) tel que 7' = (1 + lm)z +(1-0) (m —i ) .

Montrer que f est une isométrie de P si et seulement si m =i+ e’g ol @est un réel de ]—7[, 72'] .

On prend m=1i +el?.

Soit M(z) un point de P et soit M "= f o f(M).

a) Montrer que ’affixe z" de M " est z'= z+(1—i)(ei6 —i)

b) En déduire que si & # Qalors f n’admet aucun point invariant.
Onprend m=1+i.

Déterminer 1’ensemble des points invariants par f puis caractériser f.

Exercice4

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0,;, }) . Soit f ’application plane qui au point M(x, y) associe le

point M '(x', y') tel que :

a) Montrer que f est isométrie du plan.
b) déterminer I’ensemble des points invariants par f.

¢) En déduire qu’il existe une droite (D) et un vecteur uniques tel que :
i est un vecteur directeur de (Dyet f = S( D)° =t o S( D)-
a) Déterminer les expressions analytiques de f o f .

b) Caractériser I’application f o f et en déduire le vecteuru .

c) Caractériser I"application 7_ f eten déduire la droite (D).
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Exercicel

1) ()n(01)={1} e 2(17,10) = g[zﬂ] done R'= 507 S(17)
aussi (OH ) ~(0I) ={O} et 2(OI,0H ) = g[zn]donc R=S(om)°S(on):

) R=R'=S(o1) °Sor) *S(or) “ (1) = S(om) “ S(ur) <& S(or) ° S(ory =1dp
Or (OH) (1) ={H}et (OH) L(1J)done S(pp °S(;y) =Sy - Ainsi ReR'=S, .

a) S(IK) cReR'= S(IK) ° S(OH) ° S(IJ)' Or les droites (IK) et (OH) sont parall¢les et HI est un vecteur
normal a ces deux droites donc S( 1K) ° S(OH) =ty =5

On a donc S(IK) °cReR' S(IK) °oRoR'= 15 ° S(IJ) et comme JI est un vecteur directeur de (IJ) alors

S( IK) ° R o R'est une symétrie glissante.

b) On a (IK) <(OH)> donc #5; = S(IK) ° S(OH) et par suite

=t
i
2

f= S(IK) oty = S(IK) ° S(IK) ° S(OH) = S(OH) donc f est la symétrie orthogonale d’axe(OH) .

a) Soit M (xl, }’1) et N (xz, y2) deux points du plan d’images respectifs M > et N’ par g.

On a

S L2
(M'N')2=(x2—x1) +(y2—y1) =(1-x—1+x ) +(3-») =(6-x) +(7-») =MN>Ona
donc M 'N'= MN et g est une isométrie.

2

b) H (%, O] son image est lui-méme

—,— | son image est lui-méme
22

J (1, 0) son image est /.

c) g fixe les points O et H et g #idpcar g (J ) =1 # J donc g est la symétrie orthogonale d’axe (OH )
finalement f = g.

Exercice 2

Soient M et N deux points du plan d’affixes respectives z;et z, et on désigne par Zi et z'2 les affixes de leurs images
par f.

Ainsi M 'N'= MN et donc f est une isométrie.

fM)=M & z=—""7+4¢" < ze" " =7 +4

76 4?7 =4 <:>ei_‘92+eiag =4 2Re(eigz)= 4= Re(eiaz) =2.

Conclusion : f(M)=M <> Ré(e” E)_= 2.




b) Posons z=x+1iy, x ety réels ¢’z = (c0s0 + isinH)(x - iy) = xcos0 + ysinQ+i (xsiné’ - yc0s0)
Donc Re(ei‘QZ) =2 < xcos@ + ysin@ =2 .

Or xcos@+ ysin@ = 2 est I’équation d’une droite étant donnée que cosé@ et sin@ ne s’annulent jamais en méme

temps.

Conclusion I’ensemble des points invariants par f est la droite A, d’équation cartésienne : xcos@+ ysin€ =2. f est

alors une symétrie orthogonale d’axe A, .

¢) Pour montrer que A, reste tangente au cercle (€) de centre O et de rayon 2 quand @ varie il suffit que la distance de

O ala droite A, soit égale au rayon du cercle.

|0><c0sl9+0xsim9—2| .
d (0, Ag) = =2. On rappelle que la distance d’un point I a une droite D d’équation
\cos?0+ sin*0

|axx,+bxy1+c|

Na* +b*

ax+by+c=0est d(I,D)=

Exercice 3
1. a) Résolution de I’équation (E) : A :—21'(m—i)2 +8(i—1)(m—i)2 = (m—i)2 (6i—8)= (m—i)2 (1+ 31')2
= 5 =(m—i)(1+3i).
Les solutions sont donc :
. =—(1—i)(m—i)—(m—i)(1+3i)=(m—i)(—2—2i)=(m—i)(1+i)=(m—i)(1+i)2
' 2(i-1) 2(i-1) (1-i) 2

=i(m—i)=1+im.

—(1-i)(m- )‘+(m—1)(1+3l) _ 21(.m—z) _n(1=1)=(1+4)
2(1—1) (1—1)

b) Posons m=r eiZ avec r réel strictement positif.

B f]_ &
= —r—+1r7

z =1+im=1+ir —+1—
2 2

3 =

NG

x=1l-r—
. . . e e 2 N2 . 2
Si z; =x+1iy avec x et y réels alors I’égalité zlzl—r7+lr7est équivalente a

ce qui est équivauta y=1-x, y>0.

=1-x
L’ensemble des points M est la demi-droite d’équation : { Y 0
y

Pour le point M, : z, =m—im—1-i= [£ +i %} - [% +1i £J —1—1i et apres simplification

, =m—im—1-i=1+ r~2-i.




x:1+r\/§

Si z, =x+1iy avec x et y réels alors I’égalité z, =1+ I"\/E —i se traduit par | 0 L’ensemble des
y=—1 ;r>

points M, est la demi-droite d’équation: y=-1, x>1.

Soient M et N deux points du plan d’images respectives M 'et N 'par f.

fest une isométrie de P si et seulement M 'N'= MN
MN=|(1+im) 2y =1+ im) 23y =|(1im) (23 = 200 )

= ‘(1 + lm)(a —E)‘ = |1 + im”zN -2y | = MN x |1+ im| .Ainsi f est une isométrie de P si et seulement

[l+im=1 < 1+im=¢“ aeR < im=-1+“ aeR < m=i—ie”,aeR

Sm=i+e ,a—ae]R{

(]

Conclusion : f est une isométrie de P si et seulement m =i +¢'” ol & est un réel de ]—7[, ﬂ'] . (0 esten fait la

mesure principale de a—% ).
m:i+eie, z'=(l+i(i+ei9))2+(l—i)ei9:iei62+(l—i)ei‘9.
etona: M"=fo f(M)

Par I’application f: M +> M, avec M, (zl =ie'? 7+ (l—i)e'y ) et M a pour image par f'le point M "

daffixe ie'” 7 +(1-e” = 2" =ie” (ie" 7+ (-0 )+ (1-e”
= z"=ie" (—ieiaz+(l+i)e_ig)+(l—i)ei9 = "=zti-l+(1-i)e? = z+(1—i)(e"9 —1).

b) Si @ # Oalors ¢?—1£0 et par suite f est une translation de vecteur non nul et donc fn’admet aucun point

invariant.
m=1+idonc z'=(1+i(1+i))z+(1-i)=i z+1-i
Mestinvariantparf@f(M)=M<:>z':z<:>iz+1—i=z i(x—iy)+l—i:x+iyavec z=x+iy,

. . y+l=x
X ety réels <:>y+1+l(x—1)=x+ly<:> 1 & y=x-1.
x—1=y

I’ensemble des points invariants par f est la droite A:y=x—1 et par suite comme f est une isométrie alors

f = S A
Exercice4

1. Posons z=x+1iy, x,yréelset z'=x"+iy', x',y'réels.
3 4 4 3 3 4 3 4.\~
=Xy == x——=y+2+i| ——x—=y+2 | =(x—iy)——i(x—iy)+2+2i=| =——i |z+2+2i
VTSNS (5 57 )5( ) -5ile-i) (55)
, (3 4.\ )
M :f(M)<:>z = g—gz 7+2+2i.

Montrons que f est une isométrie du plan.




Soient M et N deux points du plan d’affixes respectives 7, et z, et on désigne par z1' et z'2 les affixes de leurs

images par f.

M'N'=|Z'2—Zi|=‘[%—%ijg{-2+2i—((§-%l)z_l+2+2ij

:‘(§_§lj(g—z_l) = |Z—z_1| =|z2 —z1|0n adonc M'N'= MN et fest une isométrie plane.

—2x—-4y+10=0 ) ) )
& & 5 . Ce systeme est impossible dons f n’admet pas de point
—4x—-8y+10=0 —x—2y:—5

invariant.

c) f est une isométrie différente d’une translation sans points fixes donc f est une symétrie glissante. Il existe

donc une droite (D) et un vecteuru directeur de (D) uniques tel que : f = S( D)° t=t.° S( D)

@A@zf(Mj¢>q=(§—%Jz+2+%etM”=f@WJc>f=(g—%JZ+2+%.Amm

i}(g—i02+2+% +242i
55

' é+ii Z42-2i |+242i & 7'=7+ 2—ii (2—2i)+2+2i<:>z':z—i—ii
5 5 55 55

. . : - 4 4.
b) on reconnait 1’écriture complexe de la translation de vecteur u d’affixe —g - gl .

©) M, =f(M)<:>Zl =(§—%ij2+2+2iet M'=l‘_;(M1)<:>Z'=Z1+%+%i.

Ainsi M '=1 - of(M) @Z'=[§—%ijg+2+2i+§+%i <:>z'=(§—ii)2+ﬁ+?4i c’est I’écriture

complexe de 7_- o f .

Mais 7_- f =Spet donc la droite (D) est tout simplement I’ensemble des points invariants par Sy,.

Chercher le et conclure.




