Isométrie

L’essentiel
Définition On appelle isométrie toute application du plan P dans lui-méme qui conserve les distances.
La composée de deux isométries est une isométrie
La réciproque d’une isométrie est une isométrie

Isométries usuelles

Identité du plan

L'application du plan dans lui-méme qui n’a tout point M associe M lui-méme
s’appelle I'identité du plan et se note Idp

Translation

Ml
Soit u un vecteur du plan tZ(M) =M ou=MM
‘ i '
M

thoto=ts tg = Idp ta(M) A 7N’ t(—)> = Idp
t-(N) =N’

Propriété caractéristique

Soit f une application du plan dans lui-méme al est une translation si et

- -
seulement si pour touts points A d’images riespectives A’ et B’on a A'B' = AB 4
o,..‘

Symétrie orthogonale

Rotation

Soit [ un point du plan et 8 un réel
IM = IM'

Raey(D) =1 etsi# IRy M) =M & {<Il_f4 17\/1’) = g[2n]
I

BD = AC
(A_)C, BI ) = g[2n]

alors {

R0 =Idp Rumy =51 Ry (4) =B
Rye(c)=D




Symétrie glissante
N
Soit 4 une droite du plan et u un vecteur directeur de 4

R
Alors la symétrie glissante d’axe 4 et de vecteur u
Est 'isométrie f = too Sy=58y0 t

feof=t. (M) = M’ alors le milieu de
[MM'] est un pointde 4

Remarques

i
Si u n’est pas directeur de A4 alors too Sy #S,0 t-

ou une translation ou une symétrie glissante
Théoreme?2 : Soit f une isométrie du plan alors
- L’image d’un segment [AB] est le segment [f
L’image d’une droite (AB) est la droite ( fAf(

L’image d’un cercle C(y ) est le cercle C'(s() g

Isométries et points fixes

Isométrie

Sa

R(I,B)' ES an',k

is points non alignés est I’identité du plan
Une isométrie
oit une identité dans le plan
- Soit une symétrie orthogonale d'axe la droite (AB).

Une isométrie qui fixe A est :
- Soit I’identité dans le plan
- Soit une symétrie orthogonale d'axe passant par A.
- Soit une rotation de centre A
Une isométrie sans points fixes est :
- Soit une translation
- Soit une symétrie glissante




Conséquences

- Deux isométries qui coincident Suivant trois points non alignes sont égaux

- Si ABCet A’B’C’ sont deux triangles isométriques Alors il existe une
unique isométrie f tel que f(A) = A',f(B) = B’ et f(C) = ('

Composition

Théoreme4
Soit f et g deux isométries

- Engénéral fog # go f Lorsque fog = g o f ondit que f et g commutent
- Sifog=nhalorsf=gohletg=f"1oh

- fog:[dp@f=g—1

- (fog)t=gtoft

Composé de deux symétries orthogonales

Théoreme5

Théoreme6

- Toute translation est la composée de deux symétries orthogonales dont les axes sont paralleles

- Toute rotation de centre I est la composée de deux symétries orthogonales dont les axes sont
sécants en |

Théoreme7

- La décomposition d’une rotation ou d’une translation n’est pas unique
- Pour décomposer une rotation Rde centre I et d’angle 8 on choisit une droite 4 qui passe par I

dans ce cas R = Sy, 0 Sy = S5 05,, avec 4; = R(Ig)(A) etd, = R(I _g)(A)
’2 2




5
- Pour décomposer une translation T'de vecteur u on choisit arbitrairement une droite 4 de vecteur

normal u dans ce cas T = Sp, © 8y =Sp08,, avec 4y = tl;(A) etd, = t—EZ(A)
2 2

- Soit 4 et A’ deux droites perpendiculaires en [ alors Sy 0 Syr = Sy, 05, = S;

Isométrie Décomposition Nombre d’axe

Identité du plan Sp08,
Symétrie orthogonale M
Rotation de centre I Sposy ,AnA" ={I}
Translation Sposy ,A//4
Symétrie glissante Sposy oS,

AJJA etd L A"

Une isométrie est au plus la composée de trois symétries orthogonales

Comprendre
Exercice 1

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct(O,ﬁ’ . idere les applications

P—P

oy TElQUE 2" =iz +2etg:, [0 Welq

z)-Mi(zr)

b. Déterminer 'ense
2) a. Montrer que g est

1) Montrer que f est une isométrie
2) Déterminer I’ensemble des points fixes de f

3) Caractériser alors f




S’entrainer

Exercice 3
Dans le plan orienté dans le sens direct on donne un carré ABCD de centre O tel
que, (E ﬁ) = %[Zn ]. On désigne par E le symétrique de B par rapport a C.
1) a. Prouver que le triangle BDE est rectangle isocele.
b. Caractériser I'application S(pg)0S4c)

c. Montrer que t EOR(C - est une rotation dont on précisera le centre et 'angle.
T2

2) . a. Caractériser I'application S(gp) 0Spa) -

b. Montrer que S, oR(D ) est une rotation dont on précisera le centre le.
2

3). Montrer que I'application f = Spgy 0S(pg) 0S(ap) 0S(ap) €St UNeE translati
Exercice 4:

Dans le plan orienté dans le sens direct on donne u

On désigne par |, J et K les milieux respectifs des segm

1. a. Caracteériser I'application S(g40Ssp) -

b. Montrer que R(B ) OR(D =2y est une translation dont
'3 73

. La droite (BK) coupe la droite (DC
. Caractériser I'application)

. Caractériser I'application R

. a. Caracteriser I'application. S¢

. Caractériser I'applica

irect .Soit ABCD un carré de centre O tel que (ﬁ ,E) = %[Zn] .

isométries qui laisse globalement invariant le triangle ABD.

a. Montrer que'siyf € E alors f(0) = O et que f(4) = A.
b. Déterminer alors E

2). Soit F I'ensemble des isométries qui qui envoie le triangle ABD au triangle BCD.
a. Montrer que si g € F alors gos, € E
b. Déterminer alors F

3) Soit G I'ensemble des isométries qui laisse globalement invariant le carré ABCD.
a. Montrer que si f € G alors f(0) = 0
b. Déterminer alors G




Exercice 6:

Soit ABC un triangle équilatéral direct et C le cercle circonscrit a ABC. La médiatrice de [BC(]
recoupe le cercle € en D et la droite (BD) coupe (AC) en E.

1). a. Montrer que le triangle BCE est isocéle en C.
b. Montrer que (DC) est la médiatrice de [AE].

2. a. Caractériser les isométries f = Sp)0S(pc) €t g = Sac)0Sm)
b. Déterminer les droites A et A'telles que f = S,0S4py €t g = S(apyoSas

c. Caractériser fog

Exercice 7
Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABCD
(AB, AD) = Z[2n] . On désigne par I et] les milieux re
1)a) Caractériser les isométries : Sap) © S(ac) et °S(c

b) Montrer alors que R(AE)OR(C—H est une translatio
2

2) Soit g= R(A’E) o S(BD)

2
a)Montrer que g = S(ap °
b) Montrer que g est une symétrie gli on précise I'axe et le vecteur
3) Soit f = tz5° Sap) €
a) Montrer

étrie glissante dont on précise 'axe et le vecteur

s le sens direct
Soit ABC un triangle équilatéral direct, , j et K sont les milieux respectives de [AB] , [BC] et [AC]
f une isométrie qui envoie AsurBetBsurC.
1. Montrer que si f n"admet pas de points invariants, alors f est une symétrie glissante.
2. On suppose que f admet un point invariant.
a. Montrer que f n’est pas une symétrie orthogonale.
b. Identifier alors f.

3. Soit A et A’ deus droites du plan




a. Montrer que si SpeSy, © S(4p) est une symétrie orthogonale alors A, A’et (AB) sont concourantes
ou paralléles

b. Montrer que si Sy © S(apy = Sap) © Sa alors A= (AB) ou A= (4))
Exercicel
1)a. Soit M;(z;) et M,(z,) deux points du plan d’images respectives M;'(z,") et M}(z,") par f
MiM;' = |z,' — 2| = |izz +2-iz; = 2| = illzz = 7z| = |22 — 24| = M1 M,
D’ou f est une isométrie

b. Soit M(z) un pointinvariantparfe z' =z z=iz+2Soitz=x+1

y=x+2

x+iy=ix+y+2(:){

Alors f est sans points fixe ainsi f est une translation ou une symétrie

2)a. Soit M, (z;) et M,(z,) deux points du plan d'ima

D’ou g est une isométrie

b. Soit M(z) un point invariant par ' =x+iy,(x,y) €R?

y=x-1

x=y+1(:)y=x_1

N
too S, et comme w est un vecteur directeur de 4 alors fest la

5
et de vecteur w

N
(711) est un vecteur directeur de 4

Si 4 a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 alors w (_ab) est un vecteur directeur de 4

Correction
1) Soitz =x +iyetz! = x! + iy’

e

Pl B 1 (B
Onaz—zx 2y+2+l(

2

V3

2

)=%(x+iy)—?(y—ix)+%—i‘/—§

1
Xty - 2




277

2

1J§<1

1 V3
=§(x+iy)+lT(x+iy)+

T

frud it
=e3z+e 3

Soit M, (z,) et M,(z,) deux points du plan d’images respectives
My'(z,") et M3(z,") par f

.TT
MM, =z, —z{'| = |el§ |z, — z1| = |z, — z;,| = M;M, donc f est

une isométrie

LT
i—

LT
2) Soit M(z) un pointinvariantparf e z' =z z=ce5z+e 3 &

i _iZ
z(l—es):e 3

T
—i=

ez== :E = 1 donc le point I d’affixe 1 est I'unique point
1-e'3
invariant par f

3) f est une isométrie qui a un unique point invarian
rotation de centre [

Soit 8 une mesure de son angleet M # [

f(M) =M'"donc b = (W,TM’) [27] alors 8 = arg

Correctio

CB=CE=DC

C est le milieu de [BE] Alors le triangle BDE est rectangle en D

1) a. D'une parton a {

(DC) L (BE)

D’autre part {c est le milieu de [BE]

donc (DC) est la médiatrice de [BE] alors DE = DB

Ainsi le triangle BDE est rectangle et isocele en D

b.Ona {g_g, = ’2_,23 Donc DE = AC d’ou (DE)//(AC) et comme O € (AC) et D est le projeté
orthogonal de O sur (DE) alors S(pg) © Scac) = o =t




c. La droite (AC) passe par C donc il existe une droite 4 tel que R(C,_E) = Sac) ° Sa

2
A= R(C,g)(AC) = (BC) ainsi tBB o R(C’_TE) = S(DE) OS(AC) OS(AC) OS(BC)

= Swr) ° S(Bc)R<E,2(ﬁ<E—C.)) = R(E'_%)

2)2-S@neSwn = Ry, 575m)) = R(o)
b. Cherchons la droite A" tel que Sy = Sy, © Spp)
A’ est la droite perpendiculaire & (BD) et passant par O donc A4 = (AC)

Alors SO o R(Dlg) = S(AC) o S(BD) o S(BD)OS(DA) = S(AC)OS(DA) = R(A,Z(ﬁ))

) B (DE) 1 (DB)
3.1 = Swr) ° Swr) ° S(ap)°Spay = Sp © Sa car {(AB) 1 (AD)

Donc f =S4, © Scapy © Sap)°Sa, = Sa, © Sa, avec 4 est la perpe
,4, est la perpendiculaire a (AD) en Aainsi4; = (D A )

Et par suite f = Spcy° Sap) = tzA_b car (DC)//(AB) , A B) et t le projeté orthogonal de
Asur (AD)

Remarque
R(I,O) o R(II’BI) = SA o S(”r) °S
Ragyoty; =Sa°Swy°Sw)°

A= R(Ilg)(D) etA' = R_%Z(D)




Correction 4

1)a. Sgay° Sap) = R(B,Z(ﬁﬁ)) = R(Bz_n)

73
b. R(B,z?n) o R(D,—Z?") = S(BA) °S(BD) OS(BD) 0S,avec A =
R(D,g) (BD) = (DC)

donc R(Blz?n-) o R(D,_z?n—) = S(BA) o S(DC) = tzl;l car

(DC)//(BA)
D € (DC).
I est le projeté orthogonal de D sur (AB)

Z)a. S(EB) o S(ED) = R(E,Z(ﬁ)) = R(E,—E)

3
En effet (ﬁ) = (A_)R/;_B)) = (ﬁ) = —%[271]

b- R,z © Ry, _2m) = Sep) ° S(ep) © S(p) © Sa 3
R/, .=~ (ED) = (BC
(cz)(ED) = (BC)

“73

Donc R(E—E) OR( 2m\ =
3

3) a. S(D]) OS(BE) = tZB__)]

(BK) 1 (BC)
(D)) L (BO)

) D °SE) °SEs) ° SEp) = Sy ° S(kD) = R(D,Z(D—g;—j)) = Rio-z)

,D} donc f([BD]) € {[BD],[AD],[AB]} et

erve les distances alors f([BD]) = [BD] ainsi
métrie conserve les milieux

f(IBD]) = [BD] donc f({B,D}) = {B,D} et comme f({A,B,D}) =
{A,B,D}alors f(A) = A

Deuxiéme méthode

ABD est rectangle en A et une isométrie conserve orthogonalité donc

f(ABD) = ABD est rectangle en f(A) ainsi f(4) = A et comme
f({A,B,D}) = {A,B,D} Alors f({B,D}) = {B,D} il en résulte f(0) = O
car une isométrie conserve les milieux

Troisieme méthode




0 est le centre du cercle C circonscrit au triangle ABD et comme f(ABD) = ABD donc f(C) = C
Ainsi f(0) =0

fo)y=o0

b.Soit f € E alors{ doncf =Idpouf =S

Réciproquement
Si f = Idp alors f(ABD) = ABD

fA) =4
Si f = Soa) alors { f(B) = D donc f(ABD) = ABD
(D) =8B

Conclusion :

fest une isométrie qui laisse globalement invariant ABD si et seulement si f Soa

Clest-a-dire E = {Idp, Son }
So(B)=D

2)a. Ona? sg(c) = A donc Sy(BCD) = ABD
so(D) =B

Soit g € F & g(ABD) = BCD & S, o g(ABD) D) =ABD &S, 0 g €E
b. Soitge F & Speg€EE &S =Ildpoue S, 04) © g =Spou g =Sp°S(04)
<=>g=590Ug=S(BD)°S

3) a. O est le centre de ABCD e
f(ABCD) = ABCD donc f(0)

b.Si f(A) = A comme f(0) =

une rotation de centre Oou f = S,

6 = (O_)A, JB) [27] alors 6 = E[Zn] ainsi f = R(o,E)

2

Sif(4) = = 0 alors on proue facilement que f = S(gpy ouf =S,

Sif(A)=Dco (0) = 0 alors on proue facilement que f = S,, ou f = R(o n')

A, Est la médiatrice de [AD]

Conclusion

Si f est une isométrie qui laisse globalement invariant le carré ABCD alors

f=Idpouf =Suc)Ouf =Spmpyouf =S5y 0uf=5,0uf= R(o,g) ouf = R(o,—g) ouf =35,
Réciproquement

On vérifie aisément que ces huit isométries laisse globalement invariant le carré ABCD




Conclusion :
L’ensemble = {Idp 'S(AC)'S(BD)'SA]_'SAZ ,R(OE) ,R(o _E) , So}
’2 72

Correction exercice 6

1)a. D’une part
Le triangle ABD est inscrit dans le cercle C et [AD] est un diamétre de

C donc le triangle ABD est rectangle en B et comme (AB, AD) = 2[271]
alors (EA, ED) = % [27]
D’autre part

~ S5 S S5 >
Danslecercle C AetB € CD alors (AD,AC) = (BD,BC) = % [27]

Donc (EA, ED) (BD,BC) [27] ainsi le triangle BCE

b.D’une part:ona {gg i gi donc CA = CE et co

alors C est le milieu de [AE]

diamétre donc (AD) L (DC)

Ainsi (DC) est la médiatrice

C) car (DA,DC) = ( BA,BC) = —Z[2n]

A= R(A _E)(A donc A’ est la droite perpendiculaire 8 (AC) en A
73
feog=>Swc)°Sa= Loae = UE

Aed.
C est le projeteé orthogonal de A sur (DC)

A" 1 (AC)

Q%@OLMO

donc 4'//(DC) et {




Exercice 7

1)3. S(AD) o S(AC) = R(A,Z(ﬁ)) =

Ster 560 = Ko y(za) = Ren)

b-Ram) ° R(c-z) = Stap) ° Stac) ° Stacy ° Ste) = Scan) ©

2

Steey = to5a

(4D)//(BC)

car { Aestle projeté orthogonal de B sur (AD)
B € (BO).

2Ja.g = R(A,E) °S(Bp) = S(ap) ° S(ac) ° S(8p) = S(4p) °So

2

Car (AC) et (BD) sont perpendiculaire en O
b. On (01) 1 (0]) en O alors S(o]) o S(OI) = So do = (SAD) oS (0))) = t2]_;4 o S(OI)

-

= tB_;l ° Scor) et comme BA est un vecteur directe ne symétrie

N

glissante d’axe (0I) et de vecteur BA
-

3)a.ona AB estun vecteur norma

tA_)B = SA o S(AD) Alors A

b.h= tAE ° S(AD) = tB_(:‘ o tA_))B

alors g est une symétrie glissante

Remarque

5
D’axe A et de vecteur u

zéme. Cas

Si u est un vecteur normal de 4 alors t=> = Sy,0 Spavec A= tl;(A) ainsi f = Sy, 05,08, = Sy,
2

Donc f est une symétrie glissante
3éme. Cas

5
Si u est ni directeur ni normal a 4 on décompose t; suivant deux translations de vecteurs respectives




- - - -
v et w tels que v est un vecteur directeur de 4 et w un vecteur normal a 4

5
f= toots o S)= too S,, et comme w est un vecteur normal a 4 donc d’apres la deuxiéme cas

R
t oSy =S, Avec A’ = t1-(4) ainsi f =t 0 5y or A’/ /A alors v est un vecteur directeur de 4’
2

Ainsi f est une symétrie glissante d’axe 4’ et de vecteur v

Exercice 8

it une translation soit une symétrie glissante

=B - -
Y= alors AB = BC absurde

] est le milieu de [BC] alors ] € Aainsi 4 = (1)

2) a. Si f admet un point invariant alors f est soit une rotation soit une symétrie orthogonale soit
I'identité du plan

{fqu3t=BB donc f #id, , {f ° Z(i)(:: ¢ donc f n’est pas une symétrie orthogonale

Si f est une rotation de centre w et d’angle 6

{f(A)=B
fB)=C¢C

w est I'intersection des médiatrices de [AB] et [BC] donc w est le centre de gravité de ABC

donc @ = (AB,BC) =7+ (BA, BC) = 2?” [27]




3) a. Supposons que Sy o Sy © Siap)y = Sp’" donc Sy 0 Sy =S5, 0 Siup

Sid//A donc Sy oS, = t- alors Sp °Sep) = t- ainsi les droites 4 ,A" et (AB)

Sont paralléles car 17 est un vecteur normal a chacune des droites 4,4’ et (AB)
SiAn A" ={R}alorsSy oSy = Rq g donc Sy o Siup)y = Rq g) ainsi 2 € (AB)
D’ou les trois droites son concourantes
b. Supposons que S © Scapy = S(ap) °© Sa
SiA//(AB) alors Sy © S(4p) = t-donc S(ap) © Sy = t - et comme S oS (4p) = S(ap) ° S
Alors u = —u ainsi u = 6 et par suite 4 = (AB)
SiAN A" = {0} alors S4 ° S(ap)y = Rea 20) donc Scapy © Sa = Rq —20)
Et comme S, © S(apy = S(ap) © Sy alors 260 = =26 + 2km, k € Z ainsi
Cest-a-dire 8 = km,k € Zou 8 = §+ km,k € Zor

Donc 6 = §+ km ,k € Z et par suite A et (AB) sont perpe




