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Exercice 1 :
Répondre par Vrai ou Faux en Justifiant
1) Soit f une fonction continue sur [0, 3 ].

Si [ f(x)dx >0 alors vVxde[0, 3], f(x) > 0.
. _ (cosx)™
")SOIt gn(x) - (cosx)M+(sinx)n ’
a) Le point I(E, % ) est un centre de symétrie de la
courbe C, de g..
b) u,= %; pour tout n > 2

1]
1) Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 3]

Si if(x)dx < ig(x)dx

alors pour tout x de [0,3], f(x) < g(x)

nz2 etu,= foign(x)dx

v

2) j.sin(x) f(1+cos(x))dx =0

2

IV) (QCM) Pour chaque question, préciser la référence
de la seule réponse correcte

2
1)Soit | = jx3\/4—x2dx
o)
a) 1>0
\E 2|
2) J' 2x(x2-1) % dx =
1

1
by 22
) 2010 ©) 22

3) Soit f la fonction définie sur [o,g[ par :

b)1<0
a) 2010

tanx dt

W= Fw

f est dérivable sur sur [Og{ et pour tout x de [Og{ ,

1 1
J1+tan2x

Exercice 2 :
Calculer les intégrales suivantes.
jz X nl4 du

dx A= _
o Vx*+1 (I) 1+sin2u

La vie n'est bonne qu'd étudier et a enseigner les mathématiaues.

nl4 i nl4
7= 1+S|nxdx R="| dx

0 COS3X o cos'x

Exercice 3:
|

Soit 1 v, = |

0 1+x"

1°) Montrer que pour tout n de IN*, v, <1 |

2°) Montrer que la suite v est convergente.

3°) Démontrerque 0<1—-v, < L ,
n+1

BN

puis déduire la limite de v
Exercice 4:
1 2n+1

X
Soit I,= [ ————dx
" (I) V1 4+ x2
Dque pour n > 1, (2n+1)l, =42 - 2nl,.+.
Exercice 5:

. Calculer I.

X dx, n=1

1+x

1)a)Etudier la monotonie de la suite (J,)
b)Déduire qu’elle est convergente.

A
ansn+1,n21

Soit Jn=j
0

) 1
2)a)Démontrer que 2(n+1)

b)Déduire la limite de Jn
3)Etablir que pour tout n 21, Jy+Jne = n1T1
1 1

<J .S
' 2(n+1)""""2(n-1)

4)Déduire que pour tout n=3

Déduire la limite de nJ,.)
Exercice 6:

1 1
Soit (1) :lo= .[\/l—_tdt etl, = [t"VI-tdt
0 0

Calculer lg.puis, mque Vn=>1,1I,=

Exercice 7 :
Toutes les questions sont indépendantes.

_1)Montrer que pour toutn > 2, meTlsinxl dx = 2n.
2)Soit f une fonction continue sur [ 0,1 ] et vérifiant :

jol F(0)dx =2 .

Montrer que I'équation f(x)= J2 admet au moins
une solution dans [ 0,1 ].
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3)Soit a un réel strictement positif et f une fonction
continuesur[0,al.
Soit F la fonction définie sur [0, a] par:

F(x) = jo f(o)dt.

a) Montrer que F est dérivable sur[ 0, a] et
déterminer F’(x).

b) Déduire que L f(t)dt= jo" fla—t)dt.
4)Soit n > 1, pour tout k < n on pose
I = f01 Ckxk(1 —x)"kdx et I, = f01 x" dx.

a) Calculer » 1, .
k=1

b) Trouver, a l'aide d’'une intégration par partie une
relation entre Iy et lx.1.

c) Expliciter alors I, en fonction de n.
5)
1) Calculer le réel
f(;TX sin?(x) dx
2) Soit la fonction f définie
sur [ 0, 7] [ par f(x) = vx sinx
dont la courbe Cs est
représentée ci contre dans
le plan P muni d’un repére
orthonormé (O,7,7°). On
consideére le solide :
engendré par la rotation autour de 'axe (O, 7)dela
surface délimitée dans le plan P par 'axe (O, 7), la
droite d’équation x =m etla courbe C: sachant que
l'unité graphique est de 2 cm, calculer le volume V du
solide en cm®.
6)Pour tout n entier naturel non nul on note f,
I'application de [ 0 ; 1] dans R définie par :
fax ) =x"V1-x.
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f, sur[ 0, 1].
2) Donner, le tableau de variations de f,.. ( on distinguera
deuxcas:n=1etn>1).

3) On pose I, = fol f,(x)dx.
a) Calculer I, = fol f, (x)dx.
b) Quel est le sens de variation de I, ?

Montrer que ( I, ) est convergente.

¢) Montrer que pour tout entiern>1,on a:
2n

n — m n-1-
d) Montrer que pourtoutn>1,ona:
1 1
0< i fu(x)dx < o
En déduire la limite de |,.
Exercice 8 :
2n—1(_1)k
Soient (un) la suite définie sur IN* par : u, = Z—
o k+1

La vie n'est bonne qu'd étudier et a enseigner les mathématiaues.

et f(x) =1 - x +x2- X +..+ (1) x>

1
1) Montrer que : If(x)dx =Up.
0

2N 1
2) Mque pour tout x # -1 on a : f(x) + Tix " Tx
1 X2n

3) Déduire que uy, + j dx =In(2)

01+x

X2n

1 1 o
4) Montrer que : 0 < J.Ol dx < on dx

+ X
5) Déduire alors  lim u,

Exercice 11 :
On définit la suite (In) par :

I, =J M4 fant dt
0
1)a) Calculer I, et I

b) Mque pour tout V p, I, + I,»= 1
p+l

C)En déduire , et I;

2)Démontrer que la suite (I,) est décroissante.

En déduire qu'elle est convergente.

3)a)En utilisant 1.(b) et 2., prouver que pour tout
1 <1

2(n+1) " " 2(n-1)

(b) Déterminer les limites des suites (I,) et (n1,)

n
k
4)Soit u, = Z cy
k=0

entier n>2,

2k+1

a)Montrer par récurrence que pour tout entier
n> 0, u, = Io + ('1)“12n+2

b) En déduire lim u,

Exercice 12:

Pour n € IN, la fonction f, est définie sur [O,g] par :

sin(2n +1)x
fn(x):%,

f (0)=2n+1

pour x#0

3
Soitl, = j f (x)dx
0

a) Justifier I'existence de |I,.

sin(2n+1)x _ sin(2n-1)x
sinx sinx

b) Vérifier que +2cos2nx

c) Montrer que I, = I,.1, pourn =1
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d)En déduire la valeur de I, 25 tanx . . T o
oit F(x —dt la fonction définie sur J- =, =
Exercice 13 : ' I lon definie sur}-7. 5 [
1) Soit f une fonction définie sur [0, +[, continue, . -
positive et décroissante. a)Mque F est dérivable sur ]- >, 51
Drtle+rr110ntrer que pour toutn>0; puis calculer F'(x)
L fmdt < f(n) < [ f(de b)Expliciter F(x) en fonction de x.
2) On pose : u, = Zk=1f(k) et I,= f1n f(t)dt ; n >0 3)On définie la suite u par :
a) Mque Iniq-l, < u,-f(1) <1, ; pour tout n >0 1 2“ .
t?) En déduire que si (I,,),>0 €st convergente vers un Uo= _[1 tzdt et u,= _[1 zdt ;nelN
réel o alors (up),so €st convergente et donner un
encadrement de sa limite. a)Mquevn; 0<u,< 1 ; en déduire limu,,.
Exercice 14: 11+2n
! b)Mque U p1tUy = ———
Calculer une valeur approchée de I=I\/1 +t*dt Ma 1 1+2n
] _ 3)Soit la suite v définie : V= 1-1+l—1+...+ ul
par la méthode des rectangles en partageant l'intervalle 3 5 7 1+2n
[0, 1] en 5 segments de méme longueur. Calculer un+1 €en fonction de ug et v, calculer limv,.
Exercice 15: Exercice 19 : (4 points)
1° a)Veérifi tout t 1
Soit f Ia fonction définie sur IR par f(x)= [¥ — dt a)Verifier que pour toutt < [0,1],
_ 11+t 2 _ 1 _ 1
1)Justifier que f est dérivable sur IR . t? -1 t-1 t+1
2)Déterminer une équation de la tangente a la courbe C L)
de f au point d’abscisse -1. b) Calculer alors le réel | = IOQ 21 dt
Exercice 16 : -
¥2mx 2° Soit F la fonction définie sur [0,1[ par
Soit f( j v4- t2 dt 2 At
F(x) = j N dt
o t-1

1°) Vérifier quefest définiesur 1= [0, ]
2°) Montrer que f est dérivable sur | et calculer sa
fonction dérivée.

3°)a)Vérifier que f(x)= — 4jsin2(t)dt

2

b)Expliciter f(x)

c)Déduire alors l'aire de la partie du plan limitée par
la courbe ¢ : y=+/4-x? et les droites d’équations
x=0, y=0 et x=1

Exercice 17:

Dans le plan (oxy), on considére la courbe ¢

d’équation :y= —\; /4—x2 avec x €[0, 1]

Par rotation de ¢ autour de I'axe (ox), on obtient un
solide de révolution de volume v

Déterminer le volume de solide S.

Exercice 18 :

1)Calculer lim —L— j ot

a) M que F est dérivable sur [0,1] et déterminer F’ (x)

. x 2t
b) En déduire que F(x) =.[O 21

dt.

c) Calculer alors F (%)

Exercice 20 :

Soit f la fonction définie par f(x) = /é

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C
dans le repére R.
2) a)Montrer que f admet une fonction réciproque g
que I'on déterminera.

b)Tracer la courbe C’ de g dans le repére R.
3) Soit A en unité d’aire I'aire du domaine limitée par
la courbe C et les droites x=0 et y=1

Montrer que A= [ " dx

X
0 14x3

Exercice 21:

Soit u la suite définie sur IN par :

- 1 dX * = 1 Xn
Up= fo Wre et pour tout n de IN*, u, fo J_mdx
1) a) Montrer que la suite u est décroissante

b) Déduire que la suite u est convergente

La vie n’est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.
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2) a) Montrer quelz pour toutnde IN,on a: 2)a)Montrer que Iy + Iy = 1 neIN*
— _<u, < — n+1
(m+1)y2 — B T on+t o . 1 1
b) Déterminer alors la limite de la suite u . b)Montrer que VnelN¥; 2(n+1) <I,< Py

3)vn=3,onpose: = folx“‘2v1 + x2dx
a) Vérifier que pourn>3,ona:u, +u,>=I,
b) Montrer alors que nu, + (n-1) Upo = V2
pourn =3
c) En déduirequevnz=3;o0na:
(2n-1)u, <2

d) Montrer alors que la suite (nu,) est convergente vers

une limite que I'on précisera.
Exercice 22 : ( 5 points)

Ci-dessous la représentation graphique d’une fonction f
définie sur IR.

1) Donner le tableau de variation de f.

lim _fx)

X >0 x

2) Calculer

3) Soit un réel A > 1 et A(L) l'aire de la partie du plan

limitée par la courbe (Cy), 'axe des abscisses et les

droites: x=0etx=A.
_1)2 2

a) Montrer que % <A < % + A

AG)

b) Déterminer  lim 2

A — +oo
bx

e

a) Montrerquea=1etb=-1.

b) Calculer A(L) en fonction de A.

, AQ
c) Retrouver alors  lim (—2)
A o

4) On suppose que f(x) = ax +

Exercice 23 :

H
On pose |, =_f(tanx)“dx ,n e IN*
0

1)a)Justifier I'existence de I,,. puis calculer |, et I,.
b)Montrer que |, est une suite décroissante.
c)Déduire que |, est une suite convergente.

c)En déduire la limite de I,.
3)0Onposef(n)=lyu—I,

a)Calculer f ( n ) en fonction de n, neIN*

b)Calculer f(2) + f(6) + ... +f(4k-2) en fonction de I,
et de |4k+2-
c)En déduire lim [1-1+1 U S ]

koto = 3 5 7 " 4k-1+  4k+1

Exercice 24:(6 points )
Dans le
graphique
ci-contre, on a 7
tracé, dans un
repere
orthonormé
(O,1,])les
courbes
Cfet Cg des
fonctions f et
g définies sur
[0,2] par :

f(x) =v2x —x?et g(x) = xv2x — x2.

1) Montrer que la droite A: x =1 est un axe de
symeétrie pour la courbe Cf.

2) Calculer 'aire de la partie hachurée sur le
graphique.

3) Soit F la primitive de f qui s’annule en 0 et G la
fonction définie sur [<7;7] par G(x) = F(1+ sinx).
a) Montrer que G est dérivable sur [_7”;2] puis

calculer G’(x).
b) Calculer G(_T”) ; En déduire que pour tout x de
[557];0na: G(X) = Sx +sin2x + 7.
c) Déduire l'aire de la partie du plan limitée par C; et
I'axe des abscisses.
d) Evaluer [, g(x) dx.
4) Soit u la suite définie sur IN* par
Up = fol x™/2x — x?dx.
a) Etudier la monotonie de la suite u.
b) Montrer que pourtoutn>0; ona:

1
0< Uy, = m
c¢) déduire que la suite est convergente vers une
limite que 'on précisera.
Exercice 25: (6 points)

Soit f la fonction définie sur IR. par
t

X
1) a) Montrer que, pour tout réel x > V2 ;

La vie n’est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.
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ot 1 s _ x*
fﬁl — dt <1+ — 2) f est définie sur ]-1, +oo [ par f(x) = Neres et de

b) Déduire que f est bornée sur [V2, + «|.
¢) Montrer alors que f admet une limite finie L en +«.

2) Soit g la fonction définie sur [0, g[ par :
g(x) — f\/tanx 1:t4 dt

a) Montrer que la fonction u définie sur [0, %[ par :
u(x) =+vtanx réalise une bijection de [0, g[ sur IR..

b) Justifier que g est dérivable sur ]0, %

g ).
c) Montrer alors que g(x) = %x, v x de [0, g[-

[ et déterminer

d) Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = o
Déterminer l'aire de la partie du plan limitée par la
courbe (H) de la fonction h, 'axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 et x = 1.
3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Construire la courbe (C) de f dans un repére
orthonormé.
Exercice 26:
On considere la suite définie sur IN*

UL (ln x)

1) a) Montrer que pour tout neIN*, U, > 0.

b) Montrer que U est décroissante et en déduire
qu’elle est convergente.
2) a) En intégrant par parties, calculer U;.

b) Montrer que pour tout neIN*,

—-(n+HU, =——
¢) En déduire la valeur de Us,.
1
3) a) Montrer que pour tout neIN*, 0<U_ <—
ne

b) En déduire lim U,

n—+o0

Exercice 27
TOUTES LES QUESTIONS SONT
INDEPENDANTES
1) Soit f une fonction dérivable sur [-1, 1] dont la
dérivée est continue sur [-1, 1]
et vérifiant f(-1) = - f(1)

1

Montrer que Itf'(t)dt :-j F(t)dt

La vie n’est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.

courbe représentative C dans un repere
orthonormé ( 0,7,7°), d’'unité de longueur 2 cm
L’aire de la partie( D) du plan limitée par I'axe
des abscisses , la courbe (C) et les droites
d’équations x=aetx=000-1<a<0etA(a)
son aire en cm2

Montrer que A(a) = - [1 —V1+a3]

3) Soit f une fonctlon continue sur [0, 2] et F une
primitive de f sur [0, 2].
a) Montrer que

T

[ £Godx= jcos(x) £(1+sinx)dx

i
2

2
b) Déduire | = j 1(2—1) dt

4) Soit f la fonction définie sur ]0, +oo [ par ;
F(x) = Jsm (t)

a) Etudler le signe de f ( x ).
b) Montrer que f(2)<In(2)
5) Pour toute fonction f périodique de période 2,
deux fois dérivable sur IR:

a+2

Montrer que pour tout a. € IR, If"(x)dx:O

6) Soit f la fonction définie sur IR par f(t) = |t].
Soit F la fonction définie sur IR par :

x+1

x)=§ jf(t)dz

a) Montrer que six>1, F(x) =
b) Montrer que si |x| < 1 alors F(x) == (1 + x?)
Exercice 28 : (5 points)

N | =

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou
égal a 2.

n

1 x

1° Soit u la suite définie par u | =IO !
+ X

1

n+1
b) Calculer alors la limite de la suite u.

= (-1)"
2° Soit v la suite définie parv, = > ——

=1+k

a) Montrerque 0 < u, <

o * -L.'.J yis_b_d_S: J}i aé’ﬂ >
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et soit f _ la fonction définie Exercice 31 ; (6 points)
£ 1 5 3 1)ty el 1/ On donne ci-dessous le tableau de variation d’une
n(X) =T =X+ XT=xT4 L+ (1) X fonction f.
1
a) Vérifier que j fL(x)dx =v, a)Calculer [*, f(x) x f'(x)dx

. . . 2
b) Montrer que pour tout x # —1, b)Déterminer le signe de f_l f(x)dx

1 e
1+x 1+x

¢) En déduire que |In2 - v, [< u, . . M i -

d) Calculer la limite de la suite v. f \ ) \
Exercice 29 : (6 points) | -3 s

Le but de I'exercice est de calculer les réels

X |-00 = 2 +00

£10x) | -0

_ [/ 2 _ (1o 2
A_.[o 1-x" dx, B—on 1-x7 dx 1/ On donne In=f01x2n+1sin(1'rx)dx ou neN
et C = J'leg /1—x2 dx Montrer que pourtoutn e N, 0 < [, < 2n1+2.

En déduire que la suite (1) est convergente et
déterminer sa limite.

1° Mont B -1
ontrerque == - I/ Soit f une fonction continue sur IR et F une

2° ATaide d’'une intégration par partie, primitive de f sur IR :
1 On désigne par C et par I les courbes
montrer que C =— A. représentatives respectivement de f et F dans un
4 repére orthonormé.
. . 1
3° Soit F la fonction définie sur [0, E] Montrer que si le point I( > 0 ) estun centre de
_ 2 symétrie de la courbe ' alors la courbe C admet un
par F(x) = J‘mx J1—t2 dt axe de symétrie que 'on précisera.
0 IV Déterminer une primitive de la fonction f définie
a) Montrer que F est dérivable sur [0, g] sur 10, 2 par f(x) =xlz /i
et que F’(x) = cos’ x. Exercice 32: 3;2:
b) Expliciter alors F (x) 2
c) En déduire la valeur de A et celle de C. A)Soit I,= ISlnnX dx
Exercice 30 :(3 points) 0
Dans la figure ci — dessous, on a tracé la courbe (C) 1)En intégrant par parties, montrer que, pour tout
d’équationy = Jx etla courbe (C’) de la fonction f n=2, ona:l,= nni bha. (1)
définie par f(x) = Vx? -2x+2. 2)Calculer Iy et |4 et prouver par récurrence que :
= [? _ Ix3x5x...x(2n-1) © -1 -
On pose : | J'O f(x)dx . lon A2 x5, pour nz1;
1° Interpréter le réel | géométriquement. | _ 2x4x6x...x2n 1 >0
2° Prouver alors que | ™"~ 133x5x._x(2n-1) (2n+1) PO =Y
= 2J‘Q f(x)dx . 3)a)En revenant a la définition de I, sous forme
1 d’intégrale, montrer que la suite |, est décroissante.
3° Montrer en A D .n-1
exploitant le b)En déduire, a I'aide de (1), que : - S 1nS 1oy
graphique que
c)Montrer alors que lim I;L”:L
n—+o0 on
2< 1< 8\/53—_4

La vie n’est bonne qu’a étudier et & enseigner les mathématiques.
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