Mr : Chahed Série (Intégrales) 4eme math

Exercice 1 :

Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse :

“/ Soit linté _ [z, sinx :
1°/ Soit I'intégrale I = f_TT[ —— dx alors

a)[<0 b) 1> 0 c)I=0 .
1

2°/ Pour tout x € [—1,0] .On pose : F(x) = f:m

dt,a € ]-1,0[ .Alors:

1 1 1 1
Vi-x Vi+x Vvi—x  yJ1-a

3°/ Soit f une fonction continue et croissante sur [0,1] et = fol f(x)dx . Alors :

a)l > 0 b) f(1) <1 < £(0) c) f(0) <T<f(1).

F'(x) = b) F'(x) = c) F'(x) =

Exercice 2 :
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse :

1°/ Si f est continue et positive sur R alors Va,b € R : f; f(x)dx =0 .

° T T . rtanx 1 _
2°/ Pour tout x € ]—;,;[ ona: [, T dt=x.
3°/ Si f est impaire , définie et dérivable sur R alors f_11 xf'(x) dx =10 .
4°/aetb € R et festcontinue sur R si f; f(x)dxk=0alors a=b.
5°/ Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a b] tel que f: f(x)dx = f: g(x)dx

Alors il existe c € [ab] tel que f(c) = g(c)

6°/ Soit f une fonction continue et croissante sur R alors
a) la suite (I,,) définie sur N par I, = f:“ f(x)dx est croissante
b) la suite (u,) définie sur N par u, = fon f(x)dx est croissante
7°/ Soit f une fonction continue sur R et g la fonction définie par g(x) = fg‘ xf(t)dt Alors g'(x) = xf(x)

Exercice 3 :
La courbe C (annexe) est la représentation graphique dans un repére orthonormé de la fonction f définie

sur 10, +oo[ par f(x) = &(Lx)

1) Soit F Ia fonction définie sur |0,%[ = I par F(x) = [ O
a) Montrer que F est dérivable sur I et calculer F'(x)
b) En déduire que pour toutx € I ona: F(x) = 2(x — E)
2) Soit t > 0 et D le domaine du plan délimité par C les droites d’équations respectives
x=1,x=tety = 0 et soit A(t) la mesure de aire exprimé en unité d’aire.
Hachurer D5 et D% puis calculer A(3)et Jl(%)

3) a) Montrer que pour toutt € [1 - R “met une unique solution surE,E




b) Montrer que A(t) = cfl(%) (on pourra remarquer que tan (g - x) = L)

tanx

¢) Montrer que t1i1+n00 2A(t) = . Interpréter graphiquement ce résultat

Exercice 4:

1 xt

Soit (Uy,) la suite définie sur N* par U, = | dx

0 Vi+x2
1)a) Calculer Uy

Loig .1 1 P
b) Vérifier quev x € [0,1] on a: NG < Nepee < 1puis déduire un encadrement de u,

2)a) Montrer que (U,) est décroissante minorée

b) Montrer que pour tout entiern>1ona: (n+11)ﬁ <U, < niﬂ puis déduire la limite de (u,)

3) Pour tout entier n > 3 on pose I, = f01 x""2 /1 + x2dx
a) Vérifier que pour toutn > 3o0na: Uy +Ups =1,
b) Par une intégration par partie pourtant sur I, . Montrer que pourtoutn>3ona:
(n—1I, +U, =v2 Puis déduire que nU, + (n— DU,_, =2
c) En déduire que pour toutn >3 ona (2n — 1)U, < /2 puis déterminé la limite de n(U,)

Exercice 5:
Soit (I,,) la suite définie sur N par I, = f01 Vedt et I, = fol(l —-t)"tdt VvneN*
1/ a) Calculer I,

b) Montrer que (I,) est décroissante minorée

c) MontrerquevneNona:0<I, < ﬁ .En déduire la limite de (I,,)

2/ MontrerquevneN*ona:l, = %In_l puis exprimer I, en fonction de n

3/ Soit G la fonction définie sur R, par G(x) = [ (1 — "VE dt
a) Montrer que Vx € R, on a : G(x) = fg( 2t% (1 — t)" dt puis déduire que I,, = fol 2t2(1 —t2)" dt

b) a I'aide d’une intégration par partie montrer que I, = ﬁfol(l —t2)n+l gt

_1\k
c) En déduire alors que Yitick, % =(mn+ DI,

Exercice 6
Soit (I,) la suite définie sur Npar 1, = fol V2Z—tdt I, = zin fozt“ V2=t dt vneN*
1. a. Calculer I,
b. Montrer que (I,) est décroissante minorée
2. Montrer que pourtoutne€ N ona 0< I, Srzl—fl puis déduire la limite de 1,

3.a. Montrer que pourtoutne N* I, = —2,21:3

I,—1 puis exprimer I, en fonction de n
Exercice 7 :

Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par : f(x) = “Xi_l.

1°/ a)Etudier la dérivabilité de f & droite en 1 et interpréter graphiquement le résulta

b) Dresser le tableau de variati
o




2°/ a)Montrer que f réalise une bijection de [1, +oo[ sur un intervalle ] que I'on précisera.
b) Expliciter f~1(x), V x € ].
c)Construire Cs et Ce-1 dans un R. 0. N. unité graphique 2 cm .

3°/ Soit A l'aire de la partie limiter par C; et les droites d’équation =0,x = 1etx = 2.

V3
Montrer que A = [? (2 — ‘/ﬁ )dx

4°/ Soit F(x) = f; " == dt, x € [0,5[= 1

a) Montrer que F est dérivable sur I et calculer F'(x).
b) En déduire 'expression de F(x), puis calculer A.
5°/ Soit C = {M(x,f(x)),x € [1,2]} et S le solide obtenue en tournant C autour de I'axe des abscisses

.Calculer le volume de S.

Exercice 8

X

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —

et C¢ sa courbe représentative dans le plan rapporté a
un repére orthonormé (0,7,7)

1.a. Etudier fettracer C¢
b. Calculer l'aire de la partie limiter par C; et les droites d’ équation y=0,x=0etx = 1.

x2

x2+1

TIZ

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = et Flafonction définie sur 1= ]—g ;[

tan (x)

Par F(x) = [ g(x)dx
a. Montrer que F est dérivable sur I et calculer F'(x) puis déduire que F(x) = tan(x) — x
b. Soit C = {M(x,f(x)),x € [0,1]} et S le solide obtenue en tournant C autour de I'axe des abscisses .

Calculer le volume de S.

k2
k? +n2

3.Soitn € N* et S, == ¥,

a. Etudier les variations de g

k+1

b. Montrer que pour tout € {0,1,2, (%) < " g(dx g%g(%)

c.Endéduireque 1— % <, < 1—2+— puis déduire la limite de S,
Exercice 9 :

Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par : f(x) = Vv/x — 1

1°/ a)Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 et interpréter graphiquement le résulta
b) Dresser le tableau de variation de f. et tracer Cy¢

2) Soit R la rotation de centre 0 et d'angle >

a) Déterminer I'expression analytique de R

b) Déterminer une équation de ('= R(C¢) et construire dans le méme repére

3) Calculer l'aire de la partie du plan limité par C; et les droites y=0,x=1etx=4




Exercice 10 :

1 .
On pose] = fg%ﬂ“)dt et on considére les suites (u,) et(r,) définie sur N par

1 1.ng; .
u, = [2t"sin (mt)dt et r, = fg%dt et soit s, = YRZg uy

1) a) Montrerque ] = s, + 1,
1

b) Montrer que r, < T rD)

puis déduire la limite de s,

2) Calculer u, et u;.

2 \2h-1

3) a) Montrer que pour tout entier naturel n>0,u, = i( = —n(n-— 1)un_2).
b) En utilisant les résultats précédents, donner une valeur approchée de J a 1072 prés.

Exercice 11:

1°/ soit (I,)la suite définie sur N par I, = f01 Vi—x2dt i, = fol x"/1 —x2 dx Vn € N*

Déterminer I et vérifier que I; = § .
n

Montrer que pour toutn € N* ona Iy =5 —In-q -

Calculer I, etl;.

2°/ a) Montrer que (I,) est décroissante et minorée par 0 .

b)Montrerque vneN ona: 0<I, < ﬁ .En déduire la limite de (1) .

c)Montrerquevn e N*: 1 < II—“ <3 En déduire la limite de II—“

n+1 n n+1

Exercice 12:

3

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e,

un repére orthonormé (0,7,7)

et C; sa courbe représentative dans le plan rapporté a

1.. Etudier f et tracer Cs

2.S0itF et G les fonctions définies sur I = —gg[ par

Par F(x) = " P fde et 660 = [7" P (f©) de
a. Montrer que F et G sont dérivable sur I et calculer F'(x) et G'(x)
b. En déduire que F() =v3x et G() = (2x + sin(2x))
c. Calculer laire de la partie limiter par Cs et les droites d’équation y=0,x=0etx = 1.

d. Soit € = {M(x,f(x)),x € [0,1]} et S le solide obtenue en tournant C autour de I'axe des abscisses .

Calculer le volume de S.
e . Montrer que lim_ f: fHdt = f01 f(t)dt interpréter graphiquement le résultat

1

. n (-1\K
3.Soit neN, Sh =Zk=0(?) kil

etR, = [) t2*2f(t)dt

2k o \n+1
a. Montrer que f(t)=2ﬂ=0(—1)k(%) +(?1)n t20F2£(¢).

T
a5

, . _1\h+1
b. En déduire que S, + (?) Ry =




c. Montrerque 0 <R, < ﬁ puis déduire la limite de S,

Exercice 13

X

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = —

et C¢ sa courbe représentative dans le plan rapporté a
un repére orthonormé (0,7,7)

1.. Etudier f et tracer C;

2. Soit F la fonction définie sur I = [Og[ Par F(x) = fo“tan(x)f(t)dt

a. Montrer que F est continue sur I et calculer

b. Montrer que F est dérivable sur ]Og[ et calculer F'(x) puis déduire I'expression de F

C. Calculer I'aire de la partie limiter par Cs et les droites d’ équation y=0,x=0etx = 4—%

3.a. Montrer que pour tout t € [0,+[onal—t* < 1+1t4 <1

b. En déduire que que pour tout x € [0, +co[ on a%tan(x) - %tan3(x) <Fi) < %tan(x)
c. Montrer alors que F et dérivable a droite en 0 et calculer F';(0)

Exercice 14

Soit h la fonction définie sur [—1,1] par h(x) = (1 —x?)v1 —x2 et C, sa courbe représentative
dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0,7,7)

1.a. Etudier la dérivabilité de h a droite en -1 et a gauche en 1

b. Dresser le tableau de variation de h et tracer Cy
2. Soit (u,) la suite définie sur N par  u, = f_ll ldx u, = f_ll(\/l - xz)nden €N
a. Calculer uy ,u,; etu,

b. Montrer que pour toutn > 2 onau, = ﬁun_z

(2n)!
22n(n!)2

3. Soit (a,) la suite définie sur N par a,, =

a. Montrer que pour tout n > 1 on a uy,_; = ma, et u,, = GniDa
n

b. Montrer que (u,,) est décroissante minorée

2 2n+2 2
¢. Montrer que pourtout n>1o0na - < (2n+ Da,* < 2:“;

d. En déduire la limite (a,) et la limite (u,)




Exercice 15:
Pour tout k € IN on définie les suites I = [Z cos?* (t)dt et Ji=/2 t* cos?* (D).

1°/a) Calculer I et J,.

b) Montrer vk € IN* on a IF% Ix_,.puis déduire I, en fonction de k

c)Montrer que (Iy) est décroissante et minorée, conclure.
2°/ A l'aide de deux intégrations par partie porter sur I, montrer que vk € IN*
Ik = —2k2]k + k(Zk - 1)]k—1

3°/Soit k € IN, wk=1_ietsn= 1+5+

fis T . . %k
a) Montrer que pour tout x € |0,=[ onax < -sinx puisque 0 < Jy < ——
2 2 P g 8(k+1)

2

b) Montrer que S, = 2(wy — wy). et que lirln wy, = 0, puis que lir}rn Sh = "?
n—+oo n—>+oo

Exercice 16:
On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction f continue sur R et tel que f(1) =0

X -4
I

Soit F la fonction définie sur R par F(x) = [ f(t)dt

1. Etudier les variations de F
2. Etudier le singe de F(x)
3. Déterminer la limite de F en +o et en —»




