Lycée pilote de Tunis
-

Calcyl inGégrales 1
(E) Torninales maths
v

Mr Ben Regaya. A + Eléments de correcltions www.ben-regaya.net

Exercice 1
1. Calculer les intégrales suivantes:

0
a) I (x> +2x2=1)dx ;

. 0 2
) Fmdx;d) I(2x3—x+l)dx ) J‘Ldu :
i i ) Gu-1y

0 (coszx + 1)2

3

5
b [
)0 2x+3 *

21 1
_+—

4 ' z z
f)I LR g)I WNi-fdr; h) | ~dx; i)ji,1+tan2(zjdu; j)J-3sinxc0s3xdx-
0 -1 (1+2x) ) 2 0

N2x+1

1 x

<

1 1
2. En intégrant par parties Calculer les intégrales : a) I t*sint dt ; b)I dz
0 0

z+1
z 1
19) I 2 (x+1) sin(3x)dx; d) I xNx+1dx
0 0
Les fonctions f et g sont définies sur R par : f(x) =1+ X2 et g(x)=

1
x/1+x2 .

Montrer que f et g sont dérivables sur R et calculer leurs fonctions dérivées.
. . . . . . . 1
b) Calculer, a I’aide d’une intégration par parties que 1’on justifiera, 1’1ntégralejl
0

Exercice 2

. ) . 1

On a représenté ci-dessous dans un repére orthonormé les courbes des fonctions f'et g définies par : f(x)=— et
X

g(x)=+x.

1. Calculer I’aire A du domaine limité par les deux courbes , les

. . 2
droites d’équations x = g etx =l.

2. Soit 7 un réel strictement supérieur a 1 et g, 1’aire du domaine

limité par les deux courbes, les droites x = 1 et x =1.

Peut-on trouver 7 tel que a,=A ? Expliquer.

Exercice 3

|
Soit la suite (u, ) définie pour n>1, par: u, = IO 1
X +

n

L 1
1. Calculer IO 1 dxpuis établir que pour n>1: 1-u, = Io :C 1
X +

1
2. Montrer que pour n>1: 0<l-u, <——r.
n+l
3. Déduire que (u,) converge et calculer sa limite.
Exercice 4

Soit un entier naturel non nul 7.

. . ‘o P 7 Sinx
On considere la suite numérique (u,) définie par: u, =n J
1 n

X




. S . n . 7 COSX
1. Alaide d’une intégration par parties, montrer que : u, = —1(sm1 + I — dx)
n-— 1 x

) T COSX 7 dx
2. Démontrer que j —dx SJ‘ -dx
1 ox" 1 x"

n—>+m n-1

3. En déduire que lim U-” cosx dxj =0.
1

Déterminer lim u, .
n—+x0

Exercice 5
. . o U oonal .
On considere la suite « définie sur N par : u, = I 0 X sin(zrx) dx

1
Montrer que Uy =—.
T

Montrer que la suite u est décroissante.

1 . o
Montrer que pour tout 7 €N : 0 <u, < . Déduire la limite de u.
2(n+1)

A T’aide d’une double intégration par parties, montrer que pour tout naturel 7 on a :
1 (2n+2)(2n+3)

Upy1 =—— D) n
T V4

1
5. Calculer alors I’intégrale I = J.O (x3 +2x+ 1) sin(zx)dx .

Exercice 6

1 1
Soit pour neN* [ =J. t"\+tdtet I, =I Nl+1 dr.
0 0
1. Calculer Iyet I,.

2. Montrer que la suite (/) est décroissante.

3. Montrer que pour tout naturel 7 on a :

1 2

<l <

<I, < .Déduire la limite de (Z,,).
n+l1 n+l1

1
Montrer que pour tout ¢ € [0,1]; 0 < \/5— I+t < 5(1 —t) . En déduire la limite de la suite(nln) .
Exercice 7

T T
On considere les intégrales : [ = J.O cos*(x) dxetJ = J.O sin* (x) dx .

Vs
1. a) Montrer que ’intégrale I peut s’écrire : [ = IO cosx(cosx — cosx sinzx) dx .

b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer

que: [ = J.Oﬂ sin*xdx— %J

™ 1
¢) Montrer de méme que : J = Io cos*xdx — 3 1

3
a) Montrer que [ +J = Tﬂ .

b) Montrer que J - I = 0. En déduire les intégrales / et J.




Exercice 8
T

. . P T 5 .
Soit la suite (In ) définie sur N par: [ = ) et pour 7 naturel non nul, /, = I 2 sin"x dx.
0

1. a) Démontrer que la suite (I " ) est positive et décroissante.

b) En déduire que : Pour tout natureln>1,n/ 3 <nl,I,,<nl 3—1 .
Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 1.

A I’aide d’une intégration par parties démontrer que (n+1)1,,, =nl,_,.
Z z 7[
Démontrer par récurrence que pour tout natureln >1, nl, I, | = 7

Démontrer que pour tout natureln, I, >0.

V4
a) Démontrer que pour tout naturel n>1, <I <
2(n+1)

b) Déduire lim \[n1,.

n—+w

Exercice 9

1 x2n+1

On considere la suite (un ) définie sur N par u, = I
0 1+ x2

1. Montrer que pour toutn € Nona: u,  +u . En déduire u, et u, en fonction de i,

n+l

" o+

2. a) Montrer que (un ) est décroissant et positive. Déduire que (un ) est convergente.

1
b) Montrer que u, < . Calculer alors la limite de (1, ).
) e = 2 (1)

a) Justifier que pour tout n>1 u, .y +u, <2u, <u, +u,_ ;.

1 1

b) En déduire que pour tout neN* : <u, <—. En déduire la convergence de la suite (nu,,) .
4(n+1) 4n
= 2k +1)

Soit la suite (v, ) définie parv, =

n+l

a) Montrer que(—l) U, =Uy—V,.

b) Déduire la limite de la suite (vn ) .
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Exercice 2

. . . 2 2 1
Les fonctions carrées et racines étant continues sur{g ,1} et pour x € {5,1} 5 2 \/; donc
X

R A LR X

Pourle,«/zzizdonca(t):r(\/;—%jdx:[2 \/;+ }:—t«/_ -——=
X 1 X 3 X

. . 1 . . .
La fonction a étant dérivable sur [1, -l—oo[ eta'(t)= \/; —— 20. La fonction a étant strictement croissante sur [1, +oo[
t

donc elle réalise une bijection de cet intervalle sur son image [a (1) ,lima (t)|: = [O, +oo[ .
—>+w0

Ae a<[l, +oo[> donc il existe 7 unique dans [l, +oo[ tel que a(t) =A.

Exercice 3
1

f, =
0

1-u, = ! dx—_[lldx : ! X

= de={ 1- dx=J. dx
0 x"+1 0 0 x"+1 o xX"+1 o x"+1

n n n

Rl 0<x<leo 0y <leol<lir<2eic b oo X w9 X o
2 1+x" 2 1+x" 1+x"

n

X . . PR
Ona: 0< oo < x"et les fonctions étant continues sur [O, 1] donc par intégration sur [O, 1] on aura :
+Xx

1 n 1 1 n !
osj al dxsj x"dx<:>OS.[ X gee| L
0 1+ x" 0 o 1+x" n+l1

1
Ainsi pour tout pour n>1: 0<1-u, <——r.
n+1

. 1 . .
3. Ona lim —— =0donc par comparaison (u,) converge et lim u, =1.
n—+o p 4+ n—+oo

Exercice 4
Intégrons par parties 1’intégrale : I sinx —dx

1 -1
u'(x)=— u(x) =-———7
On pose : x" (n 1)
v(x) = sinx v'(x) =cosx

Les quatre fonctions étant continues sur [1, 7[] alors par le théoréme d’intégration par parties :

T SINX 1 . 1 T CcOSX 1 1 T COSX
dx=|—-————3si dx = n(l)+——| —dx
Il x" [ (n—l)x"_1 smxl +(n—l)-“l X! (n—l)sm( )+(n—1)-|.1 X!

Sin(l)+Iﬂcosxdx et doncu =" | ”cosxdx .
1 X" " 1 1

-1 —1
X x"




T COSX 7| cosx 7 1 7 dx
J. — dx‘ < I —|dx= I — |cosx| dx SI ——en effet |cosx| <1 pour tout x réel.
1 x 1 x 1y

1 1
=- +

(=2)(z) " (+2)

1 1 T COSX
lim — =0d li
i (n_z)(”)"-er(n_z) one n—lg-ZO(J.l

aix] =0 (résultat de cours).

xn—l

n 1 . .
Du fait que [im = lim =lalors lim u, :sm(l)
n>+o p—1 no+e 1 n—>+0

1-=
n

Exercice 5
1
L uy= onsin(ﬂx)dx

Intégrons par parties :

W) =x u'(x)=1
On pose : {v'(X) =sin(7ZX) v(x) :_lcos(ﬂ'x)
V4

Les quatre fonctions étant continues sur [O, 1] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire :

i x "o 111 b
Ug = .[0 xsin(zrx)dx = [—; COS(?Z'X):| + g -[0 cos(rrx)dx = - + - [; sin(rrx) } = .
0 0

Montrons que la suite u est décroissante.

1 1 1
Upy — Uy, = IO "3 sin(mx) dx — j . "sin(rx) dx = IO > sin(zx) (x2 - 1) dx . D’aprés la linéarité de
I’intégrale.

Or xe€ [0, 1] <0< rx < wetdonc sin(ﬂx) > Oet aussi x> —1<0et donc x2n+1sin(ﬂ'x)(x2 —I)S 0 pour x

réel de [0, 1] . La suite u est donc décroissante.

< x2n+1 < x2n+1

Ona: Xx€ [0,1]c>0$7rxS7r<:>OSsin(7rx)Sl<:>0 sin(ﬂx)_ car x € [O,l]donc

x2n+1 2 0 )

Les trois dernieres fonctions étant continues sur [O, 1] donc d’aprés la positivité de I’intégrale on a :

, on en déduit que

1
1 1 1
0< J. x2"+1sin(7zx)dx < J. x2 dx et comme j X2y = L X2 =
0 0 0 2n+2 o 2n+2

pourtoutn eN: 0<u, < .
2(n+1)

i =0 le théoréeme de comparaison permet d’affirmer que lim u, =0.
n—s+o 2(n+1) n—>400

1
Uy, = -[0 X*"sin(zx)dx .
Intégrons par parties :

u(x) = 23 u'(x) = (2n+3)x""

On pose : {

v'(x) = sin(7x) v(x) = —lcos(ﬂx)
r

Les quatre fonctions étant continues sur [(), 1] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire :




1
1 1
Uy = I . x> sin(rx) dx = {— i cos(7rx)x2"+3} + % (2n+3) Io cos(mx)x*>" 2 dx
0

11 ! 2n+2
= + ﬂ(2n+3)jocos(ﬂx)x dx.

1
Intégrons une deuxiéme fois par parties I’intégrale IO cos(7rx)x2"+2dx

' _ 2n+l1
u(x) _ x2n+2 u (X) = (21’1 + 2))6

0) :
e {v (x) = cos (7x) v(x) =~ sin(zx)
/

Les quatre fonctions étant continues sur [0, 1] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire :

1
1 1 1 1
IO cos(x)x>" 2 dx = [— sin(ﬂ'x)xznﬂ} - (2n + 2) .[ . sin(zx)x*"dx et donc aprés calcul :
P s 0

Ilcos(ﬂx)xzmzdx = O—l(Zn + 2)un et U, = 1 + l(2n + 3)(—1(271 + 2) un) soit encore
0 T T T s

1 (2n+2)(2n+3)

u =—— u,.
n+l n
T 2

T

1= [ (8 +2x+1)sinGrx)dx = [ Ssin(rx) de+2[ xsin(roydi+ [ sinzx) d
= Io(x +2x+ )sm(7z’x) = J-Ox sin(zx) dx + joxsm(n'x) +Iosm(7z'x) ou encore que

1
I'=uy +2uy+ Io sin(zx)dx . Or

1 (0+2)(0+3)

B 1 6
Up=—, W =Uypy =——— 5 U=———75X
Va /4 T

1
T
2

1

L 1 2 V4
I sin(rx)dx=| ——cos(rx) | =— .Finalement I =
0 T 0o T

-6
T+

Exercice 6

A _I x/let—[ (1+r)\/_}l -2 %(2\/5—1).

1
Intégrons par parties I, = L tN1+tdt
u(t) =t u'(t):l

O :
h P {v'(t)=\/1+t v(t)== (1+t)\/1+t

Les quatre fonctions étant continues sur [O, 1] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire :

1
I = J‘Olt\/l+tdt = |:§t(l+t)\/l+t:|0 —%jol(1+t)\/1+tdt soit encore
Ilzf\/__g[]: (\/l—l—t—lrt 1+t)dt:| 3\/_——[_[ Ji+1 dt+1}etdonc =1 —4\/_——.[ J1+tdt ou

3

encore
—I —4\/5——>< ( \/_ )<::>51l =4\/_—%(2\/5—1) ... achever les calculs.

. Montrons que la suite (/,,) est décroissante.

—1 =Ilt"+1\/l+tdt—Ilt"\/1+tdt:Ilt" 1+ (£ —1)dt et pour tout réel de [0,1]#"\/1+1(r=1)<0il
0 0 0




en est de méme de /, ,, — 1, et la suite (/,,) est décroissante.
On a pour tout réel ¢ de [O,l] D I<1+1 < \/5 St <L+ £ t"\/i

Les trois dernieres fonctions étant continues sur [O, 1] donc d’aprés la positivité de I’intégrale on peut écrire

1
1 1 1 1 1 1
I t"dt < I t"J1+tdt </ ZI t"dt et comme I t'dt = {—t"“} = on en déduit que
0 0 0 0

n+1 o n+l
! <I < JE .
n+l " n+l

. 1 o . .
lim —— =0 et lim —— =0 le théoréme de comparaison permet de conclure que lim I, =0
n—>+o g 4| n—+o 1 41 n—>+0

1
Montrons que pour tout ¢ € [O,l] ;0L ﬁ—\ll—f-t < 5(1 —t) .
Idée : Comparer les dérivées puis intégrer

1 1 1
< — (facile a vérifier) et la fonction ¢ est continue sur [O, 1] donc
Jl+1

N BT E)

d’aprés la positivité de I’intégrale, on a : pour tout ¢ € [O, 1] ;

osf 2\/11-|-_xdx£-"t1 %dx@OS[«/l—l-_xI s%(l—r)

1
<0< \/5 —J1+1 < 5 (1 - t). C’est le résultat. Bien sur il ya d’autre méthodes ...accroissements finis par

Onapourte[O,l]; 0<

exemple.

t E[O,l]donc " >0 et donc ’inégalité 0 < \/5—»\/1+t < %(l—t) devient —%(l—t)+\/§ < \/1+t < \/Eet on

multiplions par " >0, t € [0, 1] on obtient —%(t" - ) + t"\/i <"1+t < t"x/i.

Toutes les fonctions sont continues sur [O, 1] donc d’aprés la positivité de I’intégrale,

_%J‘Ol ([ﬂ_[n+1)dt+J‘01 tn\/adtﬁj‘ol tn\/mdtsj*ol t"\/idt

1
! 1 1

En tenant compte du fait que I t"dt = |:— t"“} =——, on obtient
0

n+l o nh+l

—l ! — ! + ﬁ <I, < \/5 et donc en multiplions par n >0, on obtient
2\n+1 n+2) n+l n+l1

2 n+l " n+l
lim nl, =\2.

n—+0

1( n n n?2 n?2
——( 1 — 2) + \/_ <nl < J_ et le théoreme de comparaison permet de conclure que
n+ n+

Exercice 7
1. a)cosx(cosx—cosx sinzx) = cos®x— cos” x sin*x = cos*x (1 - sinzx) — cos*x . Donc

T
1= I cosx(cosx —cosx sinzx) dx
0

b) Intégrons par parties :




u'(x) =—sinx
u(x) =cosx (%)

On pose : ' 5 . sin’x
v'(x) = cosx —cosx sin"x v(x) = sinx —

Les quatre fonctions étant continues sur [0, ﬂ] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire :
sin®

T

. nx T, | R o o

I =| cosx| sinx— 3 +IO sin xdx—g.] bien sur en tenant compte de la linéarité de I’intégrale.
0

z 3\
donc / =f0 sinzxdx—%J car {casx(sinx— sn; xﬂ =0.
0

¢) On a aussi : sinx(sinx — sinx coszx) = sinzx— cos2 X sin2x= sinzx(l — COS2 x) = sin4 X .
T4 T, . . 2

Donc J = .[ sin” (x) dx =I sinx(sinx — sinx cos“x) dx .
0 0

Intégrons toujours par parties :

. u'(x) =cosx
u(x) = sinx (%)

On pose : ) , cos’x
v'(x) = sinx —cos”x sinx v(x) =—cosx +

Les quatre fonctions étant continues sur [0, ﬂ'] alors par le théoréme d’intégration par parties, on peut écrire

3\ ..
J =| sinx| —cosx + cos X +I c0s2xdx—ll .
3 . 0 3

1
donc : J =J‘Oﬂcos2xdx—§l.

a) I+J :Ionsinzxdx—é.l +J.0”cos2xdx—%l =J.:(sinzx+cos2x)dx—%(1+J)et comme

I”(sin2x+cos2x)dx=7ron aura donc I+J=7r—l(I+J)<:>i(I+J)=7z<:>I+J=3—”.
0 3 3 4

b) Aussi J -1 = IO” cos*xdx — % I1- J: sin* xdx + %J = I: (coszx — sinzx)dx + % (J - I) .

T ) ) _ 3 _ 1 . i _
Or .[o (cos x—sin x)dx—jo cos(2x)dx—[5 szn(ZJC)}0 =0, on aura donc

1 2
J—I=§(J—I)<:>§(J—I)=O<:>J:I.Onafinalement I+J=3T”et I=JdoncI=J=%z.

Exercice 8
T

T . . n . . .
1. a) Pour tout réel x de |:O, 5} , sinx > 0donc il en est de méme de sin”xet par suite [, = I 2s5in"xdx>0.
0

4 T Vi
I,-1,= I 2 sin™x dx—j 2 sin"x dx = I 2 sin"x(sinx—1) dx d’aprés la linéarité de I’intégrale.
0 0 0

Et on a pour tout réel x de {O,E},OSsznx31:>sznx—1SO et sin"x>0donc I, —1, <0 etlasuite (In)

est décroissante.




b) On a la suite (In )est décroissante donc pour n>1, 1> <I I <> nl}<nl I, ,.Onaaussi

>tn n “n-1

I,<I, ,<nl, I <nI _, et donc pour tout natureln >1, n12<nInIn1 12

n-1—

n

Vi T

5. 1 5o .
I+1:I2szn”+xdx:I2szmszn”xdx

0 0

Intégrons par parties :

u(x) = sin"x {u '(x) = ncosx sin""'x

On pose : {

v'(x) = sinx v(x) = —cosx

. . . T Ly yeir . . .
Les quatre fonctions étant continues sur {0, E} alors par le théoreme d’intégration par parties, on peut écrire

ya T

1., =[sin"x(—c0sx)}2 +n J sin™ " xcos* xdx
0 0

I, = I2s1n x(l smxdx I sin" " x — szn"+1x)dx=nln_l—
0

Donc 1, =nl, ,—nl,, < (n+1)]

w1 =i, c’est le résultat demandé.

Démontrons par récurrence que pour tout natureln =1, nl, I, ;=
T

Calculons 1, _Io sinx dx = [—cosx]2 =1

T T
pour n=1,1; x1, =1x5=5donc vrai pour n=1.

b
Supposons pour n =1, nl, I, = 2 et démontrons que (n+1) I, 1,=—

n+l

T T
Ona: n21, nInIn_1=5<:>nInx I — c’est le résultat .
n

(n+1)I x 1

n+l — n+l =

Conclusion : pour tout n>1, nl, I, | = E .
Démontrons que pour tout natureln, I, >0.

. . .. Vs . T
La fonction x > sin" x est positive sur {O, 5} et s’annule uniquement pour x =0eton a 5 > 0 donc pour tout

natureln, [,>0.

a) Démontrer que pour tout naturel n>1
2(n +1)

Ona pour n>1, nl, I, = E et la suite (I )est strictement positive et décroissante.

On a d’une part :

n><nll  =Zorl<l ol < /1.
2 2n 2n

D’autre part :

Pourtout n=1, nl, I, =




Conclusion pour tout naturel n>1 ad <I, <, / z .
2(n+1) 2n
b) On a pour tout naturel n >1 i <I,<, ’1 et on multipliant par \/; >0, on obtient :
2(n+1) 2n
’ nr V4
< \/; xI <, |—
2(n+1) ! \/;
lim " = jim — =" = im "% _ |2 Donc par comparaison la suite (\/;In)
nto 2(n+1)  noto 2(1+1j 2 e\ 2(n+1) \/ 2

n

converge et lim \/; I, = \/% .

n—>+%0

Exercice 9

1.

123 12 1 2 ( 24+ 1)
La linéarité de I’intégrale permet d’écrire : u,,, +u, = I I I —_—

1
_ J‘ ! K2 gy = 1 K22 | 1 .
0 2n+2 0 2n+2

1 1
u, +u, =5:>u1 =5t

0 1+x2 0 1+x2 0 1+x2

2n+1

a) Pour tout neN et pour tout x € [O, 1] on a T > (O donc la suite (un ) est a termes positives.
+Xx

2n+3 2n+l1 2n+1 2
e
0 1+ x2 0 1+ x2 0 1+ x2
x2n+1(x2_1)

1+ x2

Uy — U, =

dx (Linéarité de I’intégrale)

Or pour tout neN et pour tout x € [O, 1] ona <0donc u,,; —u, <0etla suite (un) est

décroissante.

(un ) est décroissante et minorée par O donc elle est convergente.

1

1
b)Ona: u,, +u, = et comme pour tout €N, u, >0 alors u, < .
2(n+1)

n+l n 2(1’1 + 1)

1 1
On a donc pour tout neN; 0<u, < et lim = (O alors par comparaison [lim u, =0.
2(n+1)  n>+02(n+1) >0

a) Résultat immédiat compte tenu du faite que (un ) est décroissante donc u,, .} <u, <u,_ ;.

b) pour tout n>1 u, . +u, <2u, <u, +u

1 1
1 -D’apres la question]. : <2u, < > =

n+2

1 <u <i

dn+d” " dAn
NP L - n 1
La double inégalité <u, <— devient en multipliant par 7 : < nu, <—et comme
dn+4 4n dn+4 4

: n : 1 . . 1
lim = lim —— = —alors par comparaison [lim nu, =—.
n>+o0dpn+4  no>+o 44 i n—>+o0 4

n
a) Réponse 1 :

n 1)k n n n
Vv, = ; U _ Z(—l)k (“k+1 +uy ) = (—l)kuk+l + 2 (—l)kuk et le changement de variable p =k +1

= 2k+1) & k=

nous permet la nouvelle écriture




apres simplification. D’oﬁ(—l)n -

Réponse 2:
1

2k+2

G PRV LIPS ‘
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Remarquons que Io X dx=

0
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= j XX [z (—xz) de . Or Z (_xz) est la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de
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raison (—xz) # 1 donc elle vaut = . Ainsi
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Finalement v, =i, —(—1) U, .
n+l . .
b)Ona: v, —u,= —(—1) U, = |vn —u0| =u, et nl—llﬁo u,., =0 alors par comparaison

lim v, =u,=1In2.
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