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Exercicel
1. Déterminer une primitive de f sur I dans chacun des cas suivants :

a4 0. ) . . 33X
f(x)—3—? 3 I=10 5+ fx)=sin’x I=R ; f(x)—(x2+1)3, I=IR
f(x)=\/%;l=]1;+oo[ f(x)=%; I=IR  f(x)=cosxsin’x; =R

f(x):x—+15 I=R ; fx)= al I=}%,+oo{ f(x)=

1=]0,7]
(x2+2x+4) 2x-3

1+ cosx

2. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ensemble sur lequel f est continue puis donner une primitive.
X X
£ (x) =tan’ (Ej+tan4 [5] ; FX)=x+2+Ix+2

2 .
x+2 x“cosx —2x sinx

(X) = —F——eo ; (x)=
I Tty fx

Exercice2

Soit la fonction f définie sur [ : } par f(x)=
N T
a) Donner la primitive F de f sur {O,Z} i

b) Montrer que f est dérivable sur % f'(x)= —

cos x cos )C

¢) Déduire la primitive H de h s :|Ver1f1ant H [ 4) =0.

Exercice 3
Soit la fonction g définie sur Tg)=

1+12
1. Prouver I’existence et I’unicité d’une primitive G de g vérifiant G(O) =0.

2. Soit H la fonction définie sur|:0, %{ par: H (x) = G(tanx). Montrer que H est dérivable sur {O, %|: et calculer

3
H '(x) . En déduire que pour tout x de [O, %} , H(x)=x. CalculerG(%] .

On pose pour tout x e[O,+oo[ , K(x)= G(%)+G( 5
X+ X+

al j . Montrer que K est dérivable sur [0, +oo[ et
calculer K'(x).
En déduire que : G 1 +G 1 =£.
2 3) 4
Montrer que G est impaire.

1
On pose S(x)=G(x)+G (—] pour tout x > 0, déterminer la dérivée de S.
X




Déduire que G admet une limite / en + o et que [ =2G(1).

6. Construire la courbe de G.
Exercice 4

1
1. Soit fla fonction définie sur R par : f(t) = 7 il Montrer que f admet une primitive F sur R.
=2t +

1+tanxj

2. Soit g la fonction définie sur }—%, %‘: par g(x)= F( 5

a) Montrer que g est une fonction affine.
b) Déduire la valeur de F (1) — F(O) .
Exercice 5

1
Soit u la fonction définie sur]O, +oo[ par u(x)=—.
X

Montrer que # admet sur]O, +oo[ une seule primitive f qui s’annule en 1.

Déterminer le signe de f (x) pour x > 0. @\

Montrer que pour tout x > Oet pour tout y>Qona: f(xy)=f(x)+

1 <
En déduire que pour tout x > 0, f (—] =— f(x) et prouver que wf Oet pour tout n € Z, f (x" ) =nf(x).
X

Pour n €N on posev, = f (2”) . Calculer la limite de v uire la limite de fen + .

Montrer que pourx =1, f(x) < 2Jx. ’@

Etudier les variations de f et donner une allun@Cf)

Exercice6
1. Soit fla fonction définie sur R+
1 +x
a) Etudier la dérivabilité de en 0.
b) Etudier les variations d tracer sa courbe (C) dans un repere orthonormé unité 2 cm.

Soit F' la primitive de + qui s’annule en 0 et g la fonction définie sur{O, %[ par g(x)=F (tanzx)

a) Montrer que g est dérivable sur {0, %{ et calculer g’(x).

b) Calculer F(1).

Exercice 7
2
Soit f la fonction définie sur ]—2, 2[ par f(x)= al = On note (C) la courbe de f dans un repére orthonormé

4—x
(0.i.7).

1. Etudier les variations de f et tracer (C).
2. Soit F la primitive de f sur ]—2, 2[ qui s’annule en 0. Montrer que F est impaire.

3. Soit G la fonction définie sur {O, %[ par : G(x)=F(2sinx)




a) Montrer que G est dérivable sur{O, %{ et calculer G '(x).

b) Montrer que pour tout x € [O, %{ ona: G(x)=2x—sin2x.
4. Dresser le tableau de variation de F et donner I’allure de sa courbe.
Exercice 8

Soit f la fonction définie sur[O,l[par D f(x)=, /1 al T -
—-X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,;, })
1. a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Monter que f réalise une bijection de [O, 1[ sur[O, +oo[ .
Soit £ la fonction réciproque de f et soit (C’) sa courbe représentative dan%;, })
a) Montrer que f " est dérivable sur [0, +oo[ .
1 -1) (3
b) Calculer f(%] et (f ) (\/5)
¢) Tracer les courbes (C) et (C’).
Soit F'la primitive de f sur[O, 1[ qui s’annule en 0 et '%onction définie sur i|0, %:| , par

G(x) =F(%/CE) }\

V4
a) Montrer que G est continue sur t dérivable sur:|0,5{ puis calculer G '(x).

b) En déduire que pour tout x @

Exercice 9
1
Soit f une fonction dérivable su@ valeurs dans R et telle que pour tout réel x, f '(x) = 5 . On note que
[+ f(0)+3

f0)=0.
1. a) Déterminer le signe de t2 +1+3, pour tout f € R.

b) Prouver que f est une bijection de R sur R.

¢) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction f_1 .

a) Montrer que f_1 est dérivable sur R et calculer (f_l) (x) pour tout x de R.

3

_ 1 1
b) En déduire que f ! (x) = gx +§x2 +3x pour tout x de R.

¢) Montrer que la courbe (C) de f admet un point d’inflexion que 1’on précisera.
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Exercice 1
4 4
1. f(x)=3—— ; I=]0;40[ = F(x)=3x+—+k , keR :
X X
f(x)=sin’x < f(x)=sinxx sin’x = sinx(l— coszx) = sinx — sinxcos>x =
F(x)= —cosx+%c0s3x+k , keR ;

3x
(x2+1)°

2x

fx)= ; I=IR <:>f(x)=§x 3 et donc
2 (x2+1)

F(x)=§x_—1+k:_—3+k keR.

2 2(x2 +1)2 4(x2 +1)2

F) =2 =214k, keR .
e o
Fly=—H3 52X py=6 xz(b‘ k. keR.

=3x
\/x2+x+1 \/x2+x+1

f(x) = cosxx sin*x = F(x) =%sin4x+k , k@
2 /

f(x):x—-'-l:—x x+2 F(x)=—lx;+k,ke]R{.
( 2 52 (2 8 (.2 4
X +2x+4) (x +2 (x +2x+4)

1 2x 1 2x-— & 2x-3 3 1
(x)=— =—x _—x( + j:—(\/2x—3+
/ 2{2x=3 2 2 (2x-3 2x-3) 2

F(x)=%(%(2x—3) E\/Zx—3j+k, keR.

2x-3

fx)= L :>f(x)=tan2(§j+k,ke]R{.

1+ cosx 2cos’ (;J

X X X
2. f(x)=tan’ (EJ +tan’ (EJ fest continue en tout réel x tel que 5 # 3 +kr,k €Z

f(x)= tan* (%) (1 +tan® (g\n et donc F(x)= %tan2 (%j +k,keR. terminer...

Exercice2

sinx RN V4 . . 4 e T
a) f(x)= S—est restriction a {0, Z} d’une fonction continue en tout réel distinct de 5 +km,k €Z donc fest
cos’x

continue sur cet intervalle et donc elle admet des primitifs sur cet intervalle.
u'(x)

3
[u(x)]

Remarquons que f(x) est de la forme — et donc une primitive de f est de la forme :




( 1) +k k réel.

[u

1
On a donc x = ———— +k, k réel est une primitive de f sur {O, Z} .
cos(x)

F est la primitive de f sur [0,%} VérifiantF(%] =1 donc ;+k =l %+k =l k= —%.
o 1 1 . T
Ainsi F(x) = ———— 3 pour tout réel x de | 0, ik

(2]
[eos(x)]

N T, . L. ., .. T o
b) fest restriction a {O, Z} d’une fonction dérivable en tout réel distinct de —+ k7, k €Z donc f est dérivable sur
cet intervalle et

2 2
4 L2 2 2 ) -
: cos x+3sin“xcos*x cos“x+3sin"x €08 x+3(1 cos x) 3 2
f= 6 - 4 = 4 TN 4 o
cos’x cos”x cos”x X cos°x

. 3 2 . 3 2
L’égalité¢ f'(x) = - est équivalente a — =0+ encore a
cos'x cos“x cos™x

h(x) ——(f () +

1
] et donc une primitive de # est toute f X = ( f)+ 2tanx) +k, k réel.
cos’x

T
Celle qui s’annule en — est tel que :

;(f(4j+2tan( +k O@@ 2 |+k= 0@ (4+2)+k=0k=-2.

Ainsi H(x) = —( sinx +2ta pour tout réel x de
cos’x

Exercice 3
1. g est rationnelle avecﬁnominateur qui ne s’annule pas sur R donc g est continue sur R et par suite elle
admet des primitifs sur Rjfune seule s’annule en 0 c’est G.

2. La fonction tangente est dérivable sur{O, %|: etran <[0, %D = [O, +oo[ et G est dérivable sur R comme étant
une primitive d’une fonction continue sur R donc H est dérivable sur [0, E{ et
H'(x)= (1+tan2x)><;2 =1.
1+tan"x

Ona: Vxe [0,%[, H '(x)=1donc H(x)=x+k,k réel.

Oor H (O) = G(tanO) = G(O) =0donc k =0et par suite H(x)=x pour tout réel x de [O,%{ .

G ﬁ et comme H(Z)=£alorsG ﬁ :z.
3 6 6 3 6




X
Les fonctions x — N et X > sont rationnelles avec des dénominateurs ne s’annulant pas sur [0, +oo[ donc
X+ X+

elles sont dérivables sur [0, +oo[ et G est dérivables sur R donc K est dérivable sur[O, +oo[ et

, -1 1 2 1 -1 2

K (_x) = 5 X 1 + 5 X > = 3 + 2 2
(x+1)" 14 . (x+2) |, ¥ : (x+1) +1 (x+2) +x
(X+1) (x+2)
-1 2 -1 1

=2 t52 -2 Tt -

X +2x+2 2x +4x+4  x +2x+2 x +2x+2
Ainsi la fonction K est constante sur [0, +oo[ et donc pour tout réel x de [O, +oo[ K(x)=K(0)=G(1).

MaisG(1) = G(tan(%n =H (%) = % . Ainsi pour tout réel x de [0, +oo[ K(x)= % .

En particulier K(1) = G(l] G(1 - .

2 3) 4

Montrons que G est impaire.

Posons pour x réel, ¢)(x) =G(x)+G(—=x). pest dérivable sur R et go'(x g(x)— g(—=x) =0 puisque g est

paire.

Donc ¢ est une fonction constante égale a q)(O) =G(0)+G(0)=0. A@o est la fonction nulle et par suite G
.

est impaire. %
1 1 1 1 1 1
S est dérivable sur [0,+oofet S'(x)=g(x)——g| — |= — X = - =0
] [ () =8(x) ng(xJ %lﬁ§2 | (1)2 1+x° 1+x°
+ —

X

S est alors constante sur ]O, +00[ et pour tout réel Q’ Sx)=S1)=2G() = % Soit encore pour tout réel

4
1 V4 1
x>0, G(;j +G(x)= 5 ou encore G(@%— G(;j

1

= (et par suite
X

X400 X

lim G( )=%=2G(l).$
T

6. G estimpaire donc [i

X—>—0

X—>+0

1
lim —=0et G est continue en 0 gonc 1 G(x)=G(0)=0. Ainsi par composée lim G(
& x>




Exercice 4

2
1 1
. Ona2>—2r+1= 2[1‘ — Ej + 5 > 0. Donc f est continue sur R (rationnelle avec un dénominateur qui ne

s’annule pas sur R) donc f admet des primitives sur R).

1
g=Fou avec u(x)= +t2anx

Vi
u est dérivable en tout réel différent de 5 +kr, k €Z en particulier surj‘—% , £|: et F est dérivable sur R alors

g = F ou est dérivable sur }—%,%{ et g'(x)= F'(u(x))xu ') =f (u(x))xu '(x)

1

{1 + 2tanx + tanzx
2

xl(1+tan2x) = x%(1+tan2x)

J—l—tanx+1

&

On a donc ‘v’x{—%,%{ ') =1=gx)=x+c, ceR.

1+tan( j 1+tan % ﬂ .

Exercice 5
1. u est continue sur ]0 +oo[ donc u admet @’%mfs sur cet intervalle, une seule des primitives s’annule en 1

c’est la fonction f.
q ? 1
On sait que f est dérivable sur ]0 [g ue pour tout X € ]O, +oo[ f'(x)=u(x) =—>0. fest donc strictement
X

croissante sur]O, +oo[, co@ 1) =0alors f est strictement positive sur ]1, +oo[ et strictement négatives

ailleurs.

Soit y un réel strictem@itif fixé. Posons pour x € ]O, +oo[ s h(x)=fxy)—f(x)-f(y).

h est dérivable sur]0,+oo[ et h'(x)= yxf'(xy)—f'(x)—ozyxi_lzo,
Xy X

D’ou & est une fonction constante sur ]O, +oo[ et comme h(l)= f(y)— f(1)— f(y)=_0alors la fonction h est

nulle sur ]0, +oo[ et par suite f(xy) = f(x)+ f(y) pour tous réels x et y strictement positifs.
On sait que f(xy) = f(x)+ f(y) pour tous réels x et y strictement positifs.

Pour x réel strictement positif et y :l, on aura f(xx—j f(x)+f( j f(l):f(x)+f(l) et
X X

comme f (1) =0alors le résultat en découle.

Montrons que pour tout réel x strictement positif et pour tout entier n ; f (x") =n f(x)

Soit n €eN. Etablissons le résultat par récurrence :

Pourn=0, f(x0)=0>< f(x)< f(1)=0donc vrai pour n = 0.




Supposons pour n €N ; f (x”) =n f(x).

£ )= £ (3 xx) = £ (" )+ F ) =nf D+ £ 0 = (n+1) £
Conclusion : pour tout naturel n : f (x") =n f(x)

Soit maintenant un entier n négatif. L’entier n' = —n est positif et donc d’aprés ce qui précéde
' 1 . .
£() = ()= [ J = ()= reo =
X
Conclusion pour tout n €Z; f (x") =n f(x).

=f (2" ) =nf(2); lim v, =+0weneffet f(2)>0car f(1)=0 et feststrictement croissante sur
n—>+00
]O, +oo[ .
Ona: lim f(2")z+oo(1)

n—>+0
Utilisons le théoreme de limite de la fonction composée :

n—»+w0 X—>+00

lim 2" =+oo donc d’aprés (1) forcément lim f (x) =+00. Q\

6. Posons pourx>1, g(x)= f(x)— 2\/_ g est dérivable sur [1, +o0| et

111J_

g'x)=f'(x)- «/_ T ———<0. Donc g est stri décroissante sur [1, +oo[ et donc
X

x>1< g(x)<g@) or g(1) =-2donc sur [1, +oo[ g(% t par suite pour x =1, f(x) < 2x

7. Variation de f et courbe
e  Onadéjafest strictement croissante sur B&oo .

x—0" x—0"

lim f(x ( ) = lim—f ( @a droite x =0 est une asymptote a (C) a droite en 0.

x21, f(x)< 2Wx <0 <— et lim —= =(0donc par comparaison [lim ™ =0et
\/_ X—>+w0 \/_ xX—>+o0o X

donc (C) admet une“ 1nﬁme parabolique de direction 1’axe des abscisses.

Exercice6

1. a)Pour x>0; ¢@(x)= f®)=-fO = \/; = ! et lim @(x)=+oodonc f n’est pas dérivable a
X (1+x) Jx (1+x)

x—0"

droite en 0.




—(1+x)—\/;

1
by Pour x5 0: fi(x)= 2 1=x

(rx)  2dx(1ex)]

lim f(x)= lim 1;:0
X—>+00 x_’+°°7+\/;

N

1 1
fest donc strictement croissante de [O, 1] sur |:O, 5:| et strictement décroissante de [1, +oo[ sur }O, 5}

. Fla primitive de f sur [0, +oo[ qui s’annule en 0, on sait
o  Fest dérivable sur [O, +oo[
e Pour tout réel x de [0,+o0]

. F0)=0 @Q

a) g(x)= F(tanzx) = (F ou)(x)

u est dérivable sur {O,%{ et @H‘b dans [O, +oo[ car tan*x>0et F est dérivable sur [O, +oo[ donc g est

dérivable sur {0, %{ et x tanx (1 + tanzx) F '(tanzx)

tanzx

2

= |tanx| x 2tanx = 2tan’x ( tanx > O sur {0, E[ )
1+tan“x 2

=2x tanx(l + tanzx)
Ona g'(x)= 2tan’x = 2(1 + tanzx) — 2 pour tout réel x de [O, %{ donc g(x) =2tanx—2x+k; k eR.
Or g(0) = F(tan20) — F(0) = 0donc k = 0.

Ainsi Vxe {O, %{ ; 8(x)=2tanx—2x.

b) g[%)=2tan(%j—2x%=2—%. Or g[%)zF(mnz(%)]:F(l) Ainsi F(l)=2—%.

Exercice 7

x(8—x2)
1. Vxe ]—2, 2[, 4—x° :(2—x)(2+x) > 0donc fest dérivable sur]—2, 2[ et f'(x)= .
(4—x2)\/4—x2




Le signe de f '(x) est celui de x car 8 — x> Osur ]—2, 2[ .

[ est alors strictement décroissante sur ]—2, O] et strictement croissante ailleurs.

lim f(x)=+wet lim f(x)=-
x—)(—2)+ x—)(Z)_

\
\

8
\

:\' '/:

Montrons que F est impaire c¢’est-a-dire si x € ]—2, 2[ alors -x € ]—2, at vrai) et I (—x) =—F (x)
Posons ¢(x) = F(—x) + F( )

@ est dérivable sur ]—2 2[et¢) 'xX)=(- l)F —x + F % + f(x) =0 (remarquer que f est paire)

Donc ¢'(x)=0;Vx E] -2, 2[ donc ¢ est une fonction co -2, 2 et comme
»(0) = F( )+ F (0) =2F (O) =0alors @(x) = O&Z, 2[ et par suite F(—x) = —F(x) et F est

impaire.

a) Pour x € {0,%{ , G(x) = F(2sinx) = (FQGC)

Onaxe donc 0<sinx<1 smx<2:>u(x)e[0 2[

2. fest continue sur ]—2, 2[ donc F existe et elle est dérivable sur cet intf;r@

u est dérivable sur = [0 2[ c ]—2 2[ et comme F est dérivable sur ]—2 2[ alors G

G = F ou est dérivab

4 4
G'(x)=2cosxx F' 2smx = &x 2cosx = sin”x
2

— = x2cosx
\/4 dsin’x 2\/1 sin’x
. . 2
4sin“x 4sin“x . T
= = xcosx = —— " xcosx = 4sin’x (car cosx =0 xe|0,=| ).
\cos®x |c0sx| 2

Ainsi G'(x) = 4sin’x pour tout réel x € {0, %{ .

.2 1-cos(2x)
b)Ona G'(x)=4sin“x=4 B — :2—2c0s(2x)et donc

G(x)= 2x—sin(2x)+k; k eR.
Or G(0) = F (2sin(0)) = F(0) =0 donc k = 0 et par suite G(x) =2x—sin(2x).

On sait que : Vx e ]—2, 2[ , F'x) = f(x)donc F est strictement croissante sur ]—2, 2[




lim B G(x)= Ilim B 2x—sin(2x) =mx donc [lim F(2sinx) =7

3 =3 3]

Utilisons le théoreme de limites des fonctions composées.

lim 2sinx=2etdonc lim F(x)=metcomme F estimpaire alors lim F(x)=-7x

( 7 ]_ x—2" x—-=2"
X E

Exercice 8

1. a)Pourxe ]0’1[; S (x)-f(0) =\/; !
X

* (1—x3)\/1_xx3

i L= F(©) _

x—0t X

14+2x°

2\/1—363 2(1—x3)2 \/1 —xx3

f'(x)estceluide 1+ 230 qui est strictement positif sur ]O, 1[ . Ainsi f est strictement croissante sur [O, 1[ et

. Le signe de

elle est a valeurs dans [0, +oo[ .

¢) fétant continue et strictement croissante sur [O, 1[ donc elle réalise une bijection de [O, 1[ sur [O, +oo[
a) Dérivabilité de ™' sur[O, +oo[ .

x=0

y=0
Donc son symétrique par rapport a la droite A: y = x est tangente & (C’) aussi au point O et elle a pour

fn’est pas dérivable a droite en 0 donc la tangente a la courbe (C) au point O a pour équation{

équation {y e Ainsi f'est dérivable a droite en 0 et ( f _1) 0)=0.
x>

Sur ]O,l[ fest dérivable et sa fonction dérivée ne s’annule pas donc £~ est dérivable sur f <]O, 1[> = ]0 +00




et comme f 'est dérivable 2 droite en 0 alors elle est dérivable sur [O, +oo[ .

1 1

i 1o
b)f(%} I_Elf T= 351: %=\/%=\/§=«/ﬁ=%

5 2
1
f[g—

B

N
Compléter la courbe (C’)

3. a) F la primitive de f sur[O, 1[ @nﬂule en 0 donc F est dérivable sur [O, 1[ et F(0)=0.
G=Fohavec h(x)=

h est continue sur @6116 est a valeurs dans [O l[ car pour X € :|O 72[:| ,cos’xe [0, 1[ et comme F est

continue sur [0, 1[ alors G = F o h est continue }O, %} .
N T
Pour la dérivabilité de G sur }0, 5{

T
La fonction x> c0s2x est dérivabilité sur }O’E{ et a valeurs dans ]0, 1[ et la fonction racine cubique est
dérivable sur ]0, +oo[ donc sur ]0,1[ et elle est a valeurs dans ]0, 1[ donc A est dérivable sur ]0, 1[ et elle est a

valeurs dans ]O, 1[ et comme F est dérivable sur ]O,l[ alors G est dérivable sur }0,%{.

_ 7 _ . 3 2
Pour x e:| [ G'(x) = f( /cosz_x)x 2 SinXX COSX _ ~2X SInXX cosx cos’x 3
2 3cos*x 33cos*x 1_( 3 0s2x)




. 2
—2 X SINX X COSX Jcos’x  2xcosx i -2 \/ cos’x \/_

= = X —= — X \Ncos™x = cosx——— il faut noter qu’on a
3Rcos*x I-cos"x  33/cos*x 3Rcos*x

tenu compte du fait que pour x de :|O, %|: , cosx > 0.

b)Onapourxde}O,%{,G'(x) —% donc pour xde} 2} G(x)= —%x+k,ke]R{.

T

Z |=F| 3|cos’ z = F(0)=0donc —Zx£+k:0<:>k=£.
2 2 3 2 3

Ainsi pour tout réel x de }0, %} , G(x)= —§x+% .

Exercice 9
2
1. a) t2+t+3=(t+l) +E>O
2 4

b) Pour tout réel x on a : fz(x) + f(x)+3> 0d’apres a). \

f une fonction dérivable sur R donc elle est continue sur R et pour tou . f'(x)=

1
5 >0
ST+ f(0)+3

donc fest strictement croissante sur R elle réalise donc une bl]eCtIO $ur lui-méme.

c) fétant continue sur R alors il en est de méme pour f
[ est strictement croissante sur R alors il en est de méme p

a)f est denvable sur Ret f 'ne s’annule pas sur ]R st dérivable sur R et pour tout réel x,

_f (y)+f(y)+3ave@) y réel.
Etdonc( =x’+x+3. @

b)Ona: f(0)=0& f _1(0) alors la primitive qui s’annule en 0 de la fonction X > % +x+3.

1
Or une primitive sur R de tell est la fonction X > — x3

3
Et donc on voit tout de @ 3 x + 3 x* +3x.

Ona: (f_l) (x) = x? +x+3 et cette fonction est dérivable sur R donc f_1 est deux fois dérivables sur R et
(f_l) (x)=2x+1.

. . - 1 . ,
La fonction dérivée seconde de f ! s’annule en — E et change de signe donc le point A de coordonnées

+— ! X2 +3x+k, k réel.

1 17 o ) 4
—5,—6 est un point d'inflexion de la courbe de .
af 1 11 11 1 —-1+43-36 -34 -17
I - R S e U
2) 38 24 "2 24 2% 12

Ainsi compte tenu du fait que les courbes de fet de f ! Sont symétriques par rapport a la droite A:y=Xx, on

17 1
en déduit que le point A '(—E , —5) est un point d’inflexion de la courbe de f.




