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Fonections iBéciproques Douninales mathe

Exercice 1 «facile »

Le plan P muni d’un repére orthonormé direct (0;;; }) .
X
1. Soit g la fonction définie sur R par: g(x)= -1.
Vx2+3

a) Etudier les variations de g .Montrer que le point / (O, —1) est un centre de symétrie de Cy .

b) Montrer que g est une bijection de R sur]— 2,0 [
1
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = 5(\/ X +3—x+ 1) .

a) Etudier les variations de f .

b) Montrer que C ¢ admet deux asymptotes dont on déterminera les équations.

¢) Déterminer la position de C s par rapport a I’asymptote oblique .Construire C .

S -1 A N
a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~, tracer sa courbe dans le méme repere.

b) Expliciter £ (x).
Exercice 2 « facile »

Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par: f(x)=4x—1+2—x.(C) estla courbe de f dans un repére orthonormé.

1. a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.Interpréter géométriquement en termes de tangente le résultat

obtenu.

b) Montrer que f'(x) a pour limite —o0 quand x tend vers +o0.
a) Etudier les variations de f .

b) Justifier que 1’équation f (x) = 0 admet une solution unique  .Donner un encadrement d’amplitude 0,1de @
¢) Tracer la courbe (C) de f .

5
Soit h la restriction de f él|:Z,+oo|:.

a)Montrer que & est une bijection de {Z , +OO{ sur un intervalle J que 1’on précisera.

' 2(a—-2
b) Etudier la dérivabilité de h™" et montrer que (h_l) 0)= (—) .
5-2a
5 5
¢) Montrer que x € Z,+oo ; X+ f(x)—E >0.
d) Expliciter alors /™' (x), pour tout x € J.
e) Tracer la courbe (C”) de .

Exercice 3 «facile »
Soit f la fonction définie sur [O, 1] par: f(x) =4 fl—x2 —X . (C) est la courbe de f dans un repére orthonormé.
1. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1.Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2. Dresser le tableau de variation de f .




3. a) Montrer que f admet sur [0, 1] une fonction réciproque notée / définie sur un intervalle / que 1’on précisera.
b) Expliciter pour x élément de I le réel h(x).

Pour 7 entier naturel non nul, on pose g, (x)=f(x)— x"
a) Montrer que I’équation f (x) = x", a une seule solution a, dans ]0, l[.
b) Justifier que pour (n, p) € N*x N* tel que n> p et pour tout x de ]0, 1[ ona: g,(x) ~ g,(x).

¢) En déduire que (a, ) est une suite croissante et qu’elle est convergente.

Exercice4 «facile »

1

Soit f 1a fonction définie sur I =| 0, z par: f(x)=
4 1—-tanx

1. a) Etudier les variations de f.
b) Déduire que f est une bijection de I sur un intervalle J que 1'on précisera.
¢) Construire la courbe C de f et la courbe C* de £~ dans un méme repére orthonormé

1

Montrer que f ' est dérivable sur J et que pour tout x de J, on a : ( f _1) X)=—F——
2x"=2x+1

a) Montrer que pour tout n € N* I’équation f(x) =n, admet dans / une solution unique notée x, .
b) Montrer que la suite (xn ) est croissante et qu'elle est convergente.

c) Calculer lim x,.
n—>+wo

Exercice 5 « facile »

1
l+sinx

Soit f la fonction définie sur {0,%} par f(x) =

1—
1. Soit ¢ la fonction définie sur}O, %} par @(x) = Y sinx.
X
a) Etudier les variations de ¢ .

b) Montrer que I’équation f(x)=x,x € }O, %} est équivalente a 1’équation @(x) =0 . En déduire que
I’équation f'(x) = x admet une solution unique & € }0, %} .

. e . T . .
Montrer que f établit une bijection de [O, 5} sur un intervalle J que 1’on précisera.
a) x étant un élément de J, exprimer sin( f _l(x)) et cos( ! (x)) en fonction de x.

b) En déduire le réel f ! @j .
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Exercice 1
1. a)Lafonction x> x> +3est polynéme dérivable sur R et pour tout x €R x* 43> 0donc g est dérivable sur

\/x2+3—x >

Ret g'(x)= > = > 0. g est alors strictement croissante sur R

lim g(x)= lim

X—>—0

lim g(x)= lim
X—>+00 X—>+00
x, |1

variation.
Montrons que le point / (0, —1) est un centre de symétrie de C .

X 1+ X
\/x2+3 \/x2+3

SixeRalors 2a—x=—xe R, g(—x)+g(x)= —1=-2=2xbc’est le résultat

demandé.
b) g est continue et elle est strictement croissante sur R alors g réalise une bijection de R sur g(R) = ]—2, O[ .

a) f la fonction définie sur R par: f(x) = %(\/ X +3—x+ 1) .

1
al —lj = ) g(x)orpour xréel g(x)e ]—2, O[ donc g(x) < Oet par

1
festdérivable sur Ret f'(x) = —{

2 \/x2 +3

suite g est strictement décroissante sur R.

2 _ _ 2
lim f(x)= lim %(\/x2+3—(x—1))= lim l>< x +3-(x-1) - lim L 2x+2

X—>+00 X—>+0

x40 2 \/x2+3+(x—1) x40 2 \/x2+3+(x—1)

2+g

lim —x X =

x40 2
. \/1+32 +(1—1j
X X

lim f(x)= lim %(\]x2+3—(x—l))=+00.Doncf(]R{) :}%ﬁw{.

X—>—0 X—>—0

1
b) La droite d’équation y = 5 est asymptote a (C) au voisinage de +o0.

f 3 , 3 1

N x|+ —x+1 - [1+=5 -1+—

f(x)z( x +3 x+1)= X 2 X _ 2 X
X 2

2x 2x

f 3 1
£) — 1+?—1+7__

lim ——== lim
X—0 X X—>—00

et donc

Pour x <0,




Pour x <0, f(x)+x=%(\/x2+3 —x+1)+x=%(\/x2+3 +x+1)=%(\/x2+3 +x)+%

1 3 1 : | . : 1
—| ——=——=|+—etdonc [lim f(x)+x=—.ainsiladroite dont une équation y =—x+ — est asymptote
NP+3-x) 2 2 2

2 Hemo

a (C) au voisinage de —o0

) f(x)—(—x+%j=%(\/x2+3 —x+1)—(—x+%)=% x2+3+%x=%(\1x2+3+x).

Or pour tout réel x, x> +3> x* & V¥ +3 =[] = V2 +3 > x &P +3+x>0.

1
Ainsi pour tout réel x, f(x)— (—x + Ej > Oet par suite (C) est au dessus de son asymptote oblique .
3. a)fest continue et strictement décroissante sur R donc elle réalise une bijection de R sur 5 ,+oo| . la fonction
(o . P 1
réciproque de f existe définie sur E ,+oo| .
4 1
b)Ona: f (x)=y,x€ 5,+oo < f(y)=x,yeR.

1
f(}’)=x<:>5(«/y2+3 —y+1)=x<:> v +3—y+1=2x @,/y2+3 =2x+y-1
oy +3=2x+y-1) oy +3=4 +(y—1)" +4x(y-1) & y? +3=4x> + > — 2y +1+dxy—4x

2_ —
S3=4x 2y +1+4xy—dx & y(—2+4x):—4x2 +2+4x y =M .Ainsi

2—4x
457 —4x-2 }1 {
=————pourx € |[—,+oo| .
X 2




Exercice 2

L pour xo 1. f(x) f(l) ﬂ/ —1+2-x-1 ﬂ/ T+1-x ‘/x— IR

x—1 x—1 x—1 x—1

jim L= fO _ 1

_x_)1+ X— 1 _x—)l+ X _1

—1=+00.f n’est pas dérivable a droite en 1. (C) admet au point d’abscisse 1 une

x=1

demi-tangente d’équation :
y>1

b) lim f(x)= lim x[ l—i2+z—1)=—
X—>+00 X—>+00

X X X

a) f estdérivable sur ]1, +oo[ et

PO B 2i-1 1-4(x-1) ~4x+5
N = N P R Y I(1+2x-1) 2Jx—1(1+2 -1

) Le signe de f'(x) sur

5 5
]l, +00[ etceluide 4x+5.0r 4x+5=0x= R Ainsi fest strictement décroissante sur |:Z ,+oo| et

strictement croissante |:1, Zi| .

§—1+2—§=1+2—§=§.
4 4 2 4 4

Azl

5
b) Soit fl la restriction de fa [Z ,+o0| . fl est continue et strictement décroissante sur cet intervalle donc elle réalise une

. 5 5 5 5 o . 5
bijection de | —,+00| sur fl —,+00| )= |-00,— |[.0 € fl —,+00[ )donc il existe & unique dans | —,+00| tel
4 4 4 4 4

que fl(a)=0.

5
Soit f; la restriction de f z{l, 2l f, est continue et strictement croissante sur cet intervalle donc elle réalise une

bijection de|: :|sur 5 <|: 5 :‘> |:1,%:‘. 0¢ f, <|:1,%:|> donc f, ne s’annule pas sur |:l, %} Conclusion

1’équation f(x) =0 admet dans [l, -l-OO[ une solution unique ¢ . Pour I’encadrement faire le balayage avec la

calculatrice.

sz X

1 1 2
c) lim f( ) _ lim( ———+——1J=—1et lim f(x)+x= lim Jx =142 =+00. Donc (C) admet une
X—>+00 X—>+0

x>+ X X—>+0

branche infinie parabolique de direction la droite y = X au voisinage de +00.

Courbe plus tard.




5
3. a) Soit & la restriction de fa |:Z ,+00| . hest continue et strictement décroissante sur cet intervalle donc elle réalise une

bijection de |:%,+oo|: sur f <|:%,+OO[> :| i:| :|

_ 5
b) Dérivabilité de i 'sur J = :|—oo, ﬂ .
Dérivabilité de &' a gauche en 1
La demi-tangente 2 la courbe de & au point d’abscisse — est horizontale donc par symétrie par rapporta A:y = X elle
_ 5 _
sera verticale  la courbe de A ' au point d’abscisse — . Ainsi /1 ! nest pas dérivable a gauche en— .
] 5

Dérivabilité de /2~ sur |—o0, ik

. 5 \ 5 R 5
h est dérivable Z ,+oo| et h'ne s’annule pas sur Z ,+o0| donc i est dérivable sur |—o0, Z

Ona h(a)=0<h"'(0)=a
1

2Ja—1

, I 1-20+4  5-2a oy 2(a=2)
= —1= = 1 donn =
n(a) Wa-2)  2a-2) 2@-2) M () 0=,

(h") ©=——.0r h'(a)=

h'(l : 1 et comme h(a):()@./a_l=a—2etparsuite
o

5 5 x—1-1 4(x—1)—1 4x-5
= / 142—x-= = = =
¢) x+ f(x) > X+qx—1+2-x > 2(2 : 1) ( - 1)cc:ttc

- iy 5 5 5
quantité est positive sur Z ,+00| et donc pour tout x € Z , 0| x4+ f(x)— ) >0.

Oona: (W) =y, xes Sh(y)=x, yEBﬁ“’['

h(y):x<:>,/y—1+2—y:x<:>«/y—l =x+y-2& y—lz(x+y—2)2
<:>y—1:x2+(y—2)2+2x(y—2) Sy-l=x*+y"+4—4y+2xy—4x
o y? +(2x—5) y+x> +5—4x=0. Cest une équation du second degré d’inconnue y.

5-2x++5-4x 5 5—4x
== —x+———et

2 2 2

A=(2x—5)2—4(x2—4x+5)=—4x+5etdonc y =

=5—2x—\/5—4x=5 J5-4x

M ——Xx—————— et compte tenu du fait que pour tout y €| —,+0| ;
2 2 2 4

5—4

y+h(y)—%20<:>y+x—%20 et on voit que yl—%+x= 3 > Qalors h_l(x)=%—x+ > —dx

2

pour tout x € J.




Exercice 3
ORI S
1 x—1

1. Pour x€ [O,l[,f(x)_
x—

_ —1-x

=—-1.
(x - 1) A /1 —x?
lim S = fd) = li —lox 1=—00. fn’est pas dérivable a gauche en 1. La courbe (C) admet au

o x—1 xinf‘ (x—l)«/l—x2 -
=1

X
point d’abscisse 1 une demi-tangente d’équation : { E
y —

. —X
2. festdérivable sur [O,l[ et f(x)= ﬁ -1<0.
1-x2

On pour tout réel x de [O, 1[ f (x)<0et fest continue sur [O, 1] donc fest strictement décroissante sur [O, 1] .
F(o)=[-11]

a) fest continue et strictement décroissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [O, 1] surl = [—l, 1] .
f admet sur [O, 1] une fonction réciproque h définie sur/ = [—1, 1] .

b)Ona: h(x)=y,xel =[—1,1] S f(y)=x,y 6[0,1].

fOH=xe ,/l—yz—y:x<:>,[1—y = y+x<::>1—yz:(y+x)2 & 1-y2=y> + x> +2xy

& 2y? +2xy+x> —1=0. il s’agit d’une équation du second degré d’inconnue y.

A=4x —8(x 1) =8—4x".
B 2x—[8—4x’ B —x—2-x o x84 L ox+2-2

4 2 Y2 4 2
—x+y2—x*

2
On voit tout de suite que pour x =0, y, = Y < Qetdonc h(x)=y, = 5

N

4. a)Lafonction g, est dérivable sur [O, 1[ et g;l x)=f"(x) —nx"1<0




La fonction g, est continue et elle est strictement décroissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1]
sur g, <[0, 1]> = [ g,(D, g, (O)] = [—2, 1] etcomme O € g, <[O, 1]> alors I’équation g, (x) =0 admet dans [0, 1]
une solution unique a,, .

Remarquons que g,(1)=-2#0et g,(0)=1%# 0donc a, est distinct de O et 1 et par suite a, € ]O, 1[ .
Conclusion I’équation f(x) = x" , a une seule solution a, dans ]0, 1[ etona g, (an) =0.

b) g,(0)—g,(0)=f(0)—x" = f()+x" =x" —x" =x" (l—x"_p) .orxe€ ]O,l[et n—p > 0donc

x"P < let par suite g,(x)—g,(x) =0 g,(x) = g, (x).

¢) on a en particulier puisque n+1>n, g,,,(x) > g,(x) pour tout réel x € ]O, 1[ .a, € ]0, 1[ donc

8un(a,) > g,(a,) <= g,,(a,)~0=g,.,(a,) > g,..(a,,,) et comme la fonction g, ., est strictement
décroissante sur [O, 1] alors a,,, > a, et la suite (an ) est croissante.

a, € ]O, 1[ donc (an ) est majorée par 1 donc elle converge.
Exercice 4

2
s ) . 1+tan“x .
1. a) Pour tout x € {O,Z{ , tanx #1 donc fest dérivable sur I et f'(x) =——= > 0. fest alors strictement

1—tanx
décroissante sur /.

lim _f(x)=+wet f(0)=1donc f <{0,%D =1, o] .

=t

. . L. T L. e .
b) fest continue et strictement décroissante sur {O, Z{ donc elle réalise une bijection de cet intervalle sur son

image f <{O,%D = [1, +oo[ . La fonction réciproque de fexiste et elle est définie sur J = [1,+oo[ .

c)




2. festdérivable sur |:O,%|: et f' ne s’annule pas sur cet intervalle alors f “est dérivable sur J = [1,+oo[ et que

I (l—tany)2

_ _ _ -l
_f'(y) 1+tan’y avee y=/7(0)

pour tout x de J, on a : (f_l) (x)

Or y=f_1(x)<:>f(x)=y<:> ! =x<:>1—tany=l<:>tany=1—l.Ainsi
1—-tany X X

1 1

X

(£ ) (x)=

. . L. VA L. e . .
a) f est continue et strictement décroissante sur {O, Z{ donc elle réalise une bijection de cet intervalle sur son

image f <|:0,%|:> = [1, +oo[. neN*doncn € [1, +oo[ donc I’équation f(x) =n, admet dans / une solution

unique qu’on note x,.On a donc f (xn) =n.

b)Ona: f (xn) =net (xn+1) =n+1 ce qui donne f (xn+1) - f (xn ) et comme f est strictement croissante

sur [ alors x, < x,,, la suite (xn ) est croissante et comme X, € {O, Z{ alors elle est majorée par N donc

converge .
-1 . -1 T . V4
c)Ona f (xn) =n<x,=f (n)et lim f~ (x)=—doncla sulte(xn) converge vers —.
X400 4 4
ExerciceS

T T s . . , e
1. a) ¢ estrestriction a }O’E} d’une fonction dérivable en tout réel non nul donc ¢ est dérivable sur cet

) . —x—1+x -1 . T . . .
intervalle et @'(x) = ———— —cos x =— —cos x < 0 puisque sur |0, E la fonction cosinus et positive.
X X

@ est alors strictement décroissante sur }O,E} et @ }O,z} = (o(zj, lim (o(x) :[2—2, +oo{.
2 2 2 x_)0+ T

1
b) I’équation f(x) =x, x € 0,z est équivalente a I’équation —=X.
2 1+sinx
1 . . . I-x
Or - =x®(1+smx)x=1<:>xsmx=1—x<:>smx=—<:>(p( )=0.
1+sinx X

. T . L. L. e
On a ¢ est continue sur }O, E} et elle est strictement décroissante donc elle réalise une bijection de cet

intervalle sur (o<}0, %D = {E -2, +oo[ et comme 0 appartient & ¢)<}O, %D alors I’équation ¢(x) =0admet
/4

V3 . .
dans }O,E} une solution unique « .




2. Pour x élément de {0, E} , 0<sinx £1= 1+ sinx # 0 et comme la fonction x > 1+ sinx est dérivable sur R

T ) ) —COSX
et ne s’annule pas sur [O, E} alors fest dérivable sur cet intervalle et f'(x) = ————= <0, fest alors

1+sinx

strictement décroissante sur {0,%} et elle est continue donc f <[O,%}> = [ f (%), f (0)} = [%,1} .

f réalise donc une bijection de [O,%} sur f <‘:O,%}> S |:%,1:| . Ainsi J = [%,1:|.

a) x un élément de J, sin(f_l(x)) = sin(y)avec yE [O,g} et y=f"(x).

- <:>1+siny=l<:>siny=l—1=1_—x.Ainsi

y=f“()c)<iwc=f(y)@ac=1
+smy X X X

. _ 1-x

sm(f 1(x))=—.
—xY 2x-1 /4

coszyzl—(—) =———etcomme ye[O,E} alors cosy > (0et donc
X X

\/2x—1 2x-1 2x-1
cosy = = =

3 car x est un élément de J.

o2t () oo (35




