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Exercice 1

Une seule des trois réponses est correcte. Cocher la bonne en justifiant.

Soit f une bijection de R sur R et g(x) = f(x)+c ol c est une constante réelle. On désigne par f et g_1 les fonctions
réciproques de fet g alorson a :

Og ' =f"w+c Og'(0=f"(x+c)

Exercice 2

Dans la figure ci- contre on donne les courbes (C) et (C”) d’une
fonction f dérivable sur ]0,+o0[ et sa dérivé f .
On donne les points A et B de coordonnées respectives (1,1) et (1,0) et

on note (7)) 1a tangente 4 (C) au point B(1,0)

Répondre par vrai ou faux. Justifier

1. Ladroite (T) est parallele a la droite (OA).

2. fest une bijection de ]O, +oo[ sur R. @

4. La fonction f 2 st décroissante sur |0

3. f_lest dérivable en 0 Ct(f_l ) 0)=1. Q’

Exercice 3

X
X)=——
A- Soit la fonction f définie sur | ar® ) \2x—x2
f(0)=0

1. a) Etudier la co ité et'la dérivabilité de f en zéro.
b) Etudier ions de f sur]O, 2[ .
Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur [0, +oo[ .
a) Montrer que pour tout x € [0, 2[ Cf(x)=>x.

b) Tracer dans un méme repere orthonormé, les courbes représentatives (C) et (C’) de f et g .On précisera la

demi-tangente au point d’abscisse zéro.

Soit n un entier naturel non nul.
e 1 . .
a)Montrer que 1’équation f(x) = — admet dans [0, 2[ une solution unique 7, .
n

b) Montrer que la suite ( ¢, ) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.




c) Déterminer la limite de (¢, ).

Exercice 4
Soit f1a fonction définie sur ]O, 2[ par: f(x) = ;2 .On désigne par (C) sa courbe dans un repere orthonormé
2x—x
(0.i.])-
1. a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Construire (C).

Soit g la restriction de f a I’intervalle [1, 2[ .
a) Montrer que g réalise une bijection de ’intervalle [1, 2[ sur un intervalle J que I’on isera.

b) Tracer dans le méme repére la courbe (C*) de g™ . @
¢) Expliciter g~'(x)pour x € J.

Soit /& une fonction continue sur[O 2] dérivable sur]O 2 telle que pour%e , 2[ , h'(x)=f(x) et

h(1) =0. On désigne par (u,) la suite définie sur N* par u, % h 1+ 1
n+

a) Déterminer lim u,,.
n—>+

b) Montrer que pour tout 7 EN*, f (n A @ n +1
n 7 n(n+ 1)

n(n +1)

¢) En déduire lim n’u,.
n—+x0

Exercice 5

Soit f la fonction définie sur{O,l{ par &—
2 cos(nx)

1. Montrer que f réalise

2. a) Calculer £
b) Précise ¢ de dérivabilité de £ et expliciter( f‘l) (x).

2

Soit g la fonction définie sur [1, 2 [ par g(x)= 5 al

X

a) Etudier les variations de g.

b) Soit ¢ la fonction définie sur [l, \/5 [ par: @(x)=2(f Hx) - f I g(x)).
Montrer que @ est dérivable sur}l, NG [ et vérifier que ¢@'(x) =0

¢) En déduire que ¢(x)=0.
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Exercice 1
Ona: g(x)=f(x)+c=@o f(x)avec p(x)=x+cC.

festune bijection de R sur R et ¢ est une bijection de R sur R.

Donc g est une bijection de R sur Retona: g (x) =flop ' (x)=f" (qo_l(x)) =7 (x—c).

Exercice 3
X _x\/2x—x2 _\/Zx—x2 @\

1. a)Pour 0<x=<2, f(x):sz_xz— e - 2z
ll}g’i 2x—x"=0= lll’(})’L \2x—x* =0et donc par quotient 11131 f(x)=0= f’ donc f est continue a droite
en 0. %
0<x=<2, f ) = ! etdonc lim —— ACI =+, fn%dé able a droite en 0.
X J2x—x -0t X

1-x

b) fest dérivable sur ]O, 2[ et Vxe ]0, 2[, f'(x)

al > 0 donc f est throissante sur [O, 2[ et elle croit de [O, 2[ vers
(2x X \/ 2x—x*

f([0.2 f(O) lim f 0

. fest continue et c@ ment croissante sur [0, 2[ donc f réalise une bijection de cet intervalle sur son

image a sa$ f admet alors une fonction réciproque g définie sur [0, +oo[ etona:
f()=y:xe{0,2] © x=g(y); y [0, .
X 1 1-+2x—x2
a) Pour x €]0,2| : f(x)—x:——x:x(——lj:x —_—|=
[ [ 2x—x? N2x—x2 \J2x—x2

1-2x+x2 x(l—x)2

¥ \/2x—x2(1+\/2x—x2) B \/2x—x2(1+\/2x—x2)

b) Les courbes représentatives (C) et (C*) de fetg.

> 0. Donc pour tout x réel de [O, 2[ ; f(O)>x.




4. a) On sait que f est une bijection de [O, 2[ dans f([O, 2[) = [0%p neN*, —ef ([O, 2[) donc

1
I’équation f(x) =— admet dans [O, 2[ une solution uni adonc f (0{") =
n

1 1
b) f (an) =—ectf ( n+1) = dou f(a,,,) &an < a,,, < a,car fest strictement décroissante sur
n n+
[O, 2[ . La suite (¢,,) est décroissante.
La suite (a,,) est décroissante et elle @e ar zéro donc elle converge.
1 1
¢) Ona f (an ) =—<a, =@g est continue en 0 donc lim g [—] = g(0) =0et par suite
n n—>+0 n

lima, =0.

n—>+o00
Exercice 4

2-2x
2x—x" x—1

1. t déri = = .
FendemaQ (r o w

la fonction dérivée s’annule en 1 et elle croit de [1, 2[ vers son image [1, +oo[ et elle décroit de ]0,1] Vers on

image [l, +oo[ .
b) plus tard.
a) Soit g la restriction de f a I’intervalle [1, 2[ .

g est continue et elle est strictement croissante sur [1, 2[ donc g réalise une bijection de I’intervalle [1, 2[ sur son
image J = [1, +oo[ .

Ona f(y)=unx, xe[1,2[<:>y:g_1(x), ye[1,+oo[.
b)




¢) Résolvons pour x € [l, 2[ 1I’équation d’inconnue y : f(

1 1
f)=r&eF—==x2y-y' =<
J2y-y X

2

-1

x -1 . ,
=———et donc deux solutlolQl +

Remarquons que y, < 1donc ne @

as et par suite Vx e [1, +oo[ , g ') =1+

. \ 1 . .
a) Pour n entier naturel no lesréels 1+ —et 1+ —1 sont dans I’intervalle [O, 2] et h est continue sur cet
n n+

intervalle donc = lim [h(l + lj —h (1 + %ﬂ =h(1)—h1)=0
n+

n—>+o0 n

1
b) h étant continue sur [O, 2] dérivable sur ]O, 2[ et pour 7 entier naturel non nul, les réels 1+—et 1+ —1
n n+

1 1
sont dans I’intervalle [1, 2[ et si x est un réel vérifiant 1+ —1 < x<1+—alors
n+ n

f (1 + LJ <fo)<f (1 + l) car f est strictement croissante sur [1, 2[ mais comme pour tout x € ]0, 2[ ,
n+ n

h'(x) = f(x) cette double inégalité s’écrit h'(l + LJ <h'(x)< h'[l + l) )
n+ n

Résumons donc :




h est continue sur [0, 2] dérivable sur]O, 2[ etpourx e | 1+ L J+— ! h'(l + L} <h'(x)<h '(1 + l\J
n+l" n n+l n

alors d’apres le théoréme des inégalités des accroissements finis

L xh' 1+L <h 1+l —h 1+L < L xh' 1+l ou tout simplement encore
n n+l n+1 n n+1 n n+l n

pour tout 7 eN*, ! f(n+2JSunS ! f(n-'-lj.
nn+1) n+l nn+1)

On a : pour tout n eN*, ! f[n"'zjgu < 1 (VHIJ
nn+l)” \n+l n(n+1)

2 2
- " f[n+2)3n2uns n f(n+1)
nn+1)" \ n+l1 n(n+1) n
2

lim —"— = lim L =1,
n—>+0 n(n+1) n—+owo 1+l

lim f (
n—>+o0o
Exercice 5

cos(;rx) 0®x—5+k7z k eZ @x—@Q

1
1. festrestriction a |:0 2|: d’une fmlvable en tout réel différent de ) +k, ke Z donc f est dérivable sur

SQ); lim f(x) =[1;+oo[,

x| =
2

7rx=£+2k7r
= 3 k eZ

2. a)f'(2)=x;xe [0,1[ <:>f(x)=2<::>cos(7z'x)=l
2 2 T
nx=——+2kr

x=l+2k
3

k € Z. x étant un réel de 1 alors f~ (2)——
1 2
x=——4+2k
3




1
b) f est dérivable sur |:0,5|: et f” ne s’annule pas sur] 0,% [alors f_1 est dérivable sur f (:|O,%D = ]1, +oo[ et pour

tout réel x de ]l, +OO[, (f_l ) (x)= 7 '1)’) avec y = f ' (x)

ﬂ'smEﬂ'y) ou encore que COS (71')7) =

Pour y e|: |:f(y)—2— os(lﬂ'y)

os’(7y)
Or sin(ﬂy)=i,,1—cos2(7ry) = sin(zy)= ,’ I\Ix - (ﬂ'yE‘: |:doncSln(7Z'y) 0)

1

2
xyx -1

et y=f_1(x)<:>x=f(y)=c

Ainsi (7! ) (x)=

3.a) g estrestriction é[l, \/5 [ d’une fonction rationnelle dérivable sur:|—\/5 ; \/5 |: donc g @Nle sur [l, \/5 [

ethe[l,ﬁ[,g'(x)= o

(2]

V2

e

b) On sait que f ' est dérivable sur ]1, +oo[ .g est déri@r |: etg (:|1, NG D = ]1, +OO[ donc f' o g est dérivable

sur}l,\/i[.

p=f"~f"og estdenvable& et Vxe 1\/_ ¢(x) ( )(x) (f og)(x)

g(x))x g'(x) on obtient @'(x) =0 (trop de calcul...)

|: donc @ est une constante. Ainsi @(x) = @(1) =0. Conclusion Vx e :|1, \/5 |: ; p(x)=0.




