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Exercicel

a et b deux réels strictement positifs avec a < b.

1. Montrer que pour tout naturel n>1 : (n+1)a" (b - a) <™ "™ <(m+1)b" (b - a)
1 n
2. Etudier alors la monotonie de la suite (un ) définie pour n naturel non nul par : u, = (1 + —j .
n

3. a) Montrer que pour tout réel positif x et pour tout naturel non nul (1 + x)n >1+

b) Déduire que la suite u est minorée.

Exercice 2

Soit 7 € N, on considere la fonction f définie sur R, par f(x)=x"" définie par :

I N~
R )

a) Montrer que : V x € [2,3], (n+1 2" <f (x)

b) En déduire que : 2" < 1 3'”1 QQ neN.
n+

a) En utilisant 1. b), donner un enc ent de u,, pour tout n € N.

b) En déduire lim
n—>+00
Exercice 3 $

Soit p un entier natur ul fixé et soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x”*"'

Montrer en utilisant les accroissements finis que : Pour tout xe R,, on a :

p+l

(p+1)x” S(x+1)

2. En déduire que pour tout k eN*, ona: k"' —(k —l)er1 < (p +1)k” < (k +1)

—x" S(p+1)(x+1)p

p+l

_kp+1

Montrer alors que pour tout n€N*, ona: n”*' < (p + 1) k? (n + 1)1”+1 1
k=1

P p 14
Calculer lim (1 t20 4 ]

n—>+0 np+1




Exercice4*

a et b deux réels tels que a < b. Soit une fonction f continue [a,b] , dérivable sur ]a, b[ , et vérifiant f(a) = f(b)=0.

Soit d un réel de R\ [a,b] . Montrer qu’il existe une tangente a la courbe représentative de f passant par le point

A, 0).

Exercice5*

Soit f : [O, 1] — R une fonction dérivable de dérivée continue et vérifiant f(0)=0 et f (1) =1. Démontrer que, pour

toutn =1, il existe 0<x; < x, <...<x, <1 vérifiant f'(x)+ f'(x,)+...+ f'(x,)=n. \
Exercice 6 Q

| ()
Soit la fonction f définie par f(x) =— . *
x O,
1. Démontrer que pour tout entier p >0; ———
(p+ 1)

1 \
2. A l’aide de ce résultat montrer que : 5 Q

1
3. Démontrer que la suite u définieﬁib_ll3 4+ —

®
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Exercicel

1. Soit f définie sur R par f(x)=x"". fest dérivable sur Ret f'(x)= (n + 1) x".
Pour a et b réels strictement positifs avec a < b.
a<x<bod <x"<b" < (n+l)a" <(n+1)x" <(n+1)b" < (n+1)a" < flx) < (n+1)b".
D’apres le théoreme des inégalités des accroissements finis Q

(n+1)a" (b—a)sf(b)—f(a)s(n+l)b” (b—a) <:>(n+1)a" (b—a)_ r gt S(n+1)b" (b—a)

c’est le résultat demandé. %0
%

1oy 1Y 1 1
Ona: u, 4 —u,=|1+—— —|14+— | etd’apres la question avec b =—et @ =——, on peut
n+1 n n n+l

J ()

écrire : (n+1) (1 + Ljn (l —L) <

n+l1 n n+l

a) Par la formule de binome : (1+x)" :ZCka :1+nx+ZC,'ka 21+ nx car ZCka 20.
k=2

k=0 k=2

Ainsi pour tout réel positif x et pour tout naturel non nul (1 + x)n >1+nx.

1 . " 1 . .
b) Pour x =—, n naturel non nul, on obtient | 1+— | =1+nx— <> u, = 2et donc la suite (un ) est minorée
n n n

par 2.




Exercice2
1. a)festdérivable sur R polyndéme et f'(x) = (n + l)x”. D’ou x e [2, 3] =2"n+D) < f'(x)<3"(n+1).
b) fest dérivable sur Ret Vx e [2, 3]; 2"(n+1) < f'(x) £3"(n+1). D aprés le théoréme des inégalités des
accroissements finis 2" (n+1) < f(3)— f(2)<3"(n+1).

D’ou 2" < L(3"+1 - 2"*‘) <3,
n+l

2 n+l
1 n 2 k 3n n 2 k 3n 1_ (3} 3n+1 2n+1 3n+1 3n+1 _ 2n+1
a) u, 2—23"(—j = z (—j = X = X[ l=— | = X 5
n+lé 3 n+l14 3 n+l 2 n+l 3" +1 3"
; X
| 4
Finalement u, = —— (3"+1 - 2"“) . Q
n+l1

D’aprés 1.b) 2" <u, <3". ®

b) lim 2" =+0o= lim u, =+o. *
n—>+0 n—>+0 %

Exercice 3

1. Soit pour f réel : f(¢) =t""". fest dérivable sur [@ut tréel, f'(t)= (p + l)tp .
U4

1-

fest alors strictement croissante sur [0, +o%
Soit x un réel positif et f un réel comprisentre,x et x+1.
On a pour x réel positif:  x < Qf’ <t? <(x+1)" < (p+1)x” <(p+1)1" <(p+1)(x+1) et
done (p+1)x" < f'(1) <
On a donc f est dérivab nc sur [x, x+1] pour tout réel x > 0 et pour tout réel 7 un réel compris entre
xet x+1, (p+ 1) <(p+1)(x+1)" alors par le théoreme des inégalités des accroissements finies :
(x+1-x)( < f(x+1)— f(x)<(x+1-x)(p+1)(x+1)" soit encore : Pour tout xe R,, ona:
(p+1)x” <(x+1)"" =" < (p+1)(x+1) .
P pil

On a d’une part : (x+1) X" < (p +1)(x+1)P et donc si on remplace x par kK —1>0car k eN*, on

p+l

obtient : k””—(k—l) S(p+1)k”.

D’autre part (p +1) xP < (x+ 1)p+1 — x"" devient (p +1)k” < (k +1)p+1 — k""" on a remplacé x par k >0.

p+l

On vient de prouver que pour tout k eN*, ona: k" —(k —l)P+1 < (p +1)k” < (k + 1) —k"

p+l _ kp+1

On a : pour tout k eN*, ona: k”"' —(k—l)p)rl S(p+1)k” S(k+1)




Donc par somme sur k , 1 <k <n n eN*, on obtient :

Z k- ; (k=1 <> (p+1)k” < kz; (k+1)"" —Z k!

k=1

Ce qui s*¢crit aussi : (1+27" +37" +...+n"+l)—(l+2”+l +37 (n—1)”“)s > (p+1)k”

k=1

< (2"’+1 +34 +...+(n+1)p+l)—(1+ or3pty 4 n”“)

p+l

ou encore : n””SZn: (p+1)k <(n+1)

k=1

-1

n

Finalement pour tout neN*, ona : n”"' < (p + 1) Zk ( + l)p+1 1.
k=1

On vient de prouver que pour tout n€N*, ona: n”" <(p+1)(17 +27 +...+n" )< (n+1 ™
p que p p

+1)(17 427 +...+n” P
Soit encore pour tout n € N*, 1< (p )( " )< (n+1) ! u%t aussi :

+1 - +1
n’ n’

[T p P _ F Y P
I 42"+ .4n S(n+1) 1@ L 142"+ .4n
p+1 n*! (p+1)n™ p+1 i

p+l
. o1 .
lim|1+—| =let lim =0 donc par comparaison
n—>+o0 n N>+ nP+1

Exercice4*

L’équation de la tangente au point d’abscisse x,est: y %0); x—x,)+ f(x,) . Cette tangente passe par le point A

si et seulement si f'(x,) = f(xO) Q

Posons g(x) = f( ) def1n1e et conti &b] dérivable sur ]a b[ de dérivée g'(x) = ™ ((x_fizz_ IACY .
X—

De plus g(a) = g(b)=0. Par1 eme de Rolle, on peut trouver x, € ]a b[ tel que g '(x,) =0 .Pour ce x,, la

relation f'(x,) = $ vérifier, et la tangente a la courbe de f au point (xo, f (xo)) passe par A.

Exercice 5*

Pour n =1 le résultat est évident. C’est juste ’application des accroissements finis entre 0 et 1.

(k-1)

n

: . . k
Pour n > lappliquons les accroissements finis a f entre et —pourk=1,2,...n.
n

(x, ) et donc par somme

k k-1
e
. k-1 k n n
On obtientun x, € |——,—| tel que : =f"
nn 1

n
FM-£O) _

LoD+ ++f(x)= I




Exercice 6

1. festdérivable sur]0,+oo[etf’(x):—£3.Pour peN*et xe[p,p+1]; —%Sf'(x)s—( g .
X p+

D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

2
Vp>0—?(p+1—p)5f(p+l)—f(p)ﬁ— (p+l1-p) =

2
(p+1)°

2 2 2 2
Vp=0; ——< - <-— Vp>=0; < — HD<—
P> p3<f(p+) fp< i) < Vp> (p+1)3<f(p) f(p+ )<p3

n—1 n—
. Dunepart ¥ p0; f(p)—f(p+1)s§::»Zf(p)—f(pﬂ)s %
p=1 1

D’autre part

2 n-1 2 n-1 ®
(p+1)3Sf(p)—f(p+1)2Vn22; z(p+1)3SZf(p)— %

p=l p=l

<:>‘v’n22;2[2—13+...+ ! +i3]sf(l)—f(n) fb

(1)

1
?et o
r§_ 1

De plus u,,, —u, = ( )3 > 0 donc la suite u est croissante et par suite elle converge.
n+1




