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Exercicel
1. Justifier les approximations suivantes pour / voisin de 0 :

1
a)(1+h)° =1+3h ; b)Lzl—h o Nl+h=1+—h ; dtan Zovh|=1+2h .
1+h 2 4
Déterminer, sans calculatrice, des approximations des réels suivants :

D10 ;b ﬁ : o 098 .

Exercice2

Soit f continue sur [O, 1] et dérivable sur ]O, 1[.

On suppose que f(0) =1, f(1)=0et pour x E]O,l[ f'(x) =_—2

71— x*
1. Montrer que f est strictement décroissante sur [0,1].

2
2. On pose pour tout x € {O, %} , (x) = f(cosx)——x
V4
a) Montrer que ¢ est continue sur [O,%}
b) Montrer que ¢ est dérivable sur }O,%{ .
' 7T . 2
c¢) Calculer ¢'(x) pour tout x € }O’E{ En déduire que f(cosx)=—x .
Vd
3. On pose pour tout x € {O, %} h(x) = f(cosx)+ f (sinx)

a) Montrer que h est dérivable sur}O, g[ et calculer A'(x) .

b) En déduire que pour tout x de {O, %} , h(x)=1.
Exercice3

1
On considere une fonction ¢ définie sur ]0, +oo[ , telle que (1) =0etp'(x) =—.On pose f(x)= q)(x 1+ x7 )
X

1. Montrer que f est définie, dérivable sur R et calculer f'(x) .
2. Montrer que f est une fonction impaire.
3. Montrer que pour tout x de R,; f(x)<x.

Exercice4

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = xv/ —x . (C) est la courbe de f dans un repére orthonormé (0,;, }) .

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.

2. Etudier la dérivabilité de fen 1 et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3. Montrer que f est dérivable sur]—oo, 1[ etque f'(x)= pour toutx < 1.




Dresser le tableau de variation de f. Tracer (C).

La courbe (C’) ci-contre est celle d’une fonction g

dérivable sur ]O, +oo[ et admettant la droite (T)pour

tangente au point d’abscisse 1 et (D)pour asymptote au

5) 2
voisinage de 4+00.0n note aussi que g (Z) = 5 On pose

h=fog.
[z
g (sm (2 xD
a) calculer lim ————— ==,

x—l1 x—1

b) Montrer que la fonction 4 est dérivable sur]O, +oo[ ,

calculer le réel h'(x) en fonction de g '(x) et déduire

limm.
-l x—1

¢) Dresser le tableau des variations de la fonction A.
Exercice 5

1. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R telle que, pour tout réel x : f(2x) =2f(x) (1).
a) Déterminer la valeur de f(0).

b) Démontrer que, pour tout réel x, f'(2x) = f'(x).

X
Pour x réel fixé, on désigne par (u,, ) la suite définie sur N par u, = f '( ) .

"
a) Démontrer que la suite (un) est constante.

b) En déduire que, pour tout réel x, f '(x) = f'(0).
3. Déterminer toutes les fonctions deux fois dérivables sur R qui vérifient (1).

Exercice 6
Soit la fonction f définie par : f(x) = (x+Dy/x+1

1. Etablir les variations de f sur [O, 1].
2. Soit a appartenant 2 ]0, 1] montrer que quelque soit x appartenant[O, a] ona: f'OLf'(x)L f'a).
3. a) En appliquant le théoreme des inégalités des accroissements finis a la fonction f sur [O, a] montrer que :

%aﬁ (a+1)\/a+1—1S%a\/a+1 .

1
b) En déduire que pour tout a appartenant a [O, 1] ona: 1—% <
a+

4. Soit g(x)=\/x+1—1—%x.

a) Montrer que pour tout x appartenant a] ]O, 1] ona: —% < g'(x) < 0.

b) Soit a appartenant a ]O, 1] .En appliquant le théoréme des inégalités des accroissements finis a la fonction g

2 1
montrer que : —%S \/a+1—1—;aSO.
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Exercicel On rappelle que si f est dérivable en a alors pour h voisin de zéro : f (a + h) =~ f(a)+ f'(a)h
1. a)Soit f(x)=x".fest dérivable sur R et pour tout x réel on a f '(x) =3x”et par suite f'(1)=3.
fd+h) :(1+h)3 = f(D)+ f'(Dh=1+3h.
b) Soit g(x) = l . g est dérivable en tout réel non nul et ona: g'(x) = —iz etdonc g'(1)=—1.
by X
g(1+h) :L =g()+g'()xh=1-h.
1+h
¢) Soit k(x) = \/; . k est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x réel strictement positif
k'(x):L:k'(l)=%

2x
k(1+h)=\/1+h :k(1)+k'(1)h:1+%h.

d) Soit ¢(x) =tanx. ¢ est dérivable entour réel distinct de %+ kr,keZet

qo'(x):1+tan2x:>¢'(%j=2.
V4 V4 T (7
—+h|=tan| —+h |=@| — |[+hxe | — |=1+2h.
(G un{ 5ot} =o( 5 rrme ()
2. a) d’aprés la question 1. et on prend 4=0,01 ona: (1,01)3 =1+3%x0,01=1,03 terminer le reste...

Exercice2

-2
1. f est dérivable sur ]O, 1[ et f'(x)=—====<0 donc f est strictement décroissante sur [0, 1].
aN1-x*

2. a) u:xke>cos (x) est continue sur [O,%} et a valeurs dans [0, 1] et f est continue sur [0, 1] donc fou est

continue sur |:0, %:‘ de plus le polyndme v: x — ——x est continue sur R donc ¢ = f ou—v est continue

T
sur O,E .
2
T
b) u:x— cos(x) est dérivable sur R et u<}0, ED = ]O, 1[ et f est dérivable sur]O, 1[ donc f ou est

dérivable sur:|0, §|: . @ est dérivable sur:|0, %{ car somme de fonctions dérivables.

T 2 -2 2
c)Pourx }O,—[ , @'(x)=—sinxx f '(cosx)—— .= —sinx{—]——
2 T al-cos’x) *

= —sinx _—2 _22 ﬂ Z_M £=00arxe}0,£|:donc sinx > 0.
V4 T 2

T _;_7[|sinx|_7z'

\/ 1-cos’x

@'(x) =0, pour tout réel x de :|O, %[ donc @(x) =c avec c constante réelle .

sinzx




Comme @(0) = (1) =0 alors Vx € }0,%[,
) 2
@(x) =0et par suite f(cosx) =—x.
T
u:xm> cos(x)et ViXE> sin(x) sont dérivables sur}O,%{ eta valeurs dans ]O,l[ donc h=fou+ fov

est dérivable sur }0, %{ .

Vx € }0,%{,11'()6) =—sin (x)xf '(cosx)+cosx><f'(sinx)

=—sin(x) {—_2 J + cosx( 2 ] = [ 2sin(x) ) + cosx[——Zcosx ]
7[\/1 —cos’x 7[\/1 —sin’x 7 sin®x 72'\/ cosx*x

2si
= sm‘(x) - 2cosx =0 car sur }O, Z[ sinx > Qet cosx > 0. Ainsi h est constante sur}0,£|:
7r|smx| 7r|cosx| 2 2

= h(x)=h0) = fD+f(0)=1
Pour x =0, h(0) = f(D)+ f(0) =1

et pour x = % , h(%) = f(0)+ f (1) =1.conclusion pour tout x € [O,%} , h(x)=1.

Exercice3

1. ona pour tout réel x ; l+x° =3 < \/1+x2 > |x| et comme |x| est égale a x ou —x alors VI+x% +x-0
pour tout x réel.
f=@ouavec u(x)=x+ \/1 +x? . u est dérivable sur R et elle strictement positive sur cet intervalle et

comme ¢ est dérivable sur ]O, +oo[ alors f = @ou est dérivable sur R et pour tout réel x, on a :

1 X 1 x4 1
f'0 =" (u(x))xu'(x) ==—F——=x| 1+ —=|= = x =
( ) x+\/1+x2 ( \/1+x2] x+\/1+)c2 \/1+x2 \/1+x2

2. festimpaire signifie pour tout réel x, f(—x)=—f(x).

Posons g(x)= f(—x)+ f(x). g est dérivable sur R et pour toutréel xona: g'(x)=—f"'(—x)+ f'(x)

(Attention la fonction x > f(—x)est composée).

Donc g'(x) =

=0Comme g '(x) =0 pour tout x réel alors la fonction g est constante

-1 N 1
Ji(=a? N1ea?

et par suite Vxe R; g(x)=g(0).0Or g(0)=2f(0)=0donc

VxeR; g(x)=0ce quidonne f(—x)=—f(x)
Finalement f est impaire.
Appliquons le théoreme des inégalités des accroissements finis a la fonction f sur I’intervalle [0, x] avec

x € R,.

fdérivable sur Ret VieR; 0L f'(¢) = ! <I.

N1+12 B

D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis pour tout réel x strictement positif

0x (x - 0) <fO)-f0)<1x ( xX— 0) ou encore pour tout réel x strictement positif f(x) <x. Un tel -




reste vrai lorsqu’on prend x = 0. Conclusion pour tout x € R, , f(x) < x.

Exercice 4
1. f estdéfinie lorsque 1—x>0<«<>x<1donc D = ]—oo, 1] .

fEO—f@) _xl-x _ x(1-x) _ x
x—1 x-1 (x—l)Jl—x JI—x

2. Pourxe ]—oo, 1[ , et donc

- fa —
lim LACINA) = lim ——— = f n’est pas dérivable a gauche en 1. La demi-tangente a (C) au point
x—1" x—1 ol Nl=x
x=1
y>0

Pour x réel de ]—oo, 1[ , 1—x > 0et donc la fonction x > /1 —x est dérivable sur cet intervalle et f I’est

d’abscisse 1 a pour équation : {

-1 2(1-x)-x  2-3x

aussi et pour x réel de ]—oo,l[, f'(x):\ll—x+xx2J1__x= 2\/1—_x _2\/1—_x'

fx)=0=x= % et f'(X)>0<=x= % . fest alors strictement

croissante sur }—oo, 5} et strictement décroissante ailleurs.

. X .
lim M = lim \/1—x = 400 donc (C) admet au voisinage de +oo

x>0 X xX—>—0

une branche infinie parabolique de direction (O, ;) .

a) On pose @(x) =g (sin (g xjj = gou(x)avec u(x)= sin(% x]

u est dérivable en 1 et u(l) = sin(%} =1> 0et comme g est

dérivable en lalors ¢ est dérivable en let @'(I)=u'(l)x g '(sin (%

g (sin (72[ xD !
Ainsi lim ———~2 2 _ iy PO ZOD _ gy
x—l1 x—1 x—l1 X—

b) g est dérivable sur ]0, +oo[ et a valeurs dans ]—oo, 1[ (d’apres le graphique) et f dérivable sur ]—oo, 1[ donc h

Z.0 \J \J 1 \J 2_3g('x)
t dérivabl 0,+00f et h'(x)=g'(x)x X))=g'x)x —=—=.
est dériva esur] [e xX)=g'(x)xf (g x) g'(x NPT

h(x)

h est dérivable en 1 donc lim 1 =h')=g'1)x

2-3g() _, 2-3x0_
21-g() 2J1-0




c)Ona: h'(x)= &(2— 3g (x)) et comme g est strictement croissante sur ]O, +oo[ alors g'(x)>Oet

2y1-g(x)

par suite le signe de /'(x) est celui de 2—-3g(x).

Or 2—3g(x)20<:>g(x)$§<:>xe }O,g]

Ainsi A est strictement croissante sur }O, g et strictement décroissante ailleurs. [im h(x) = —oocar
x—0"

lim g(x)=-ooet lim f(x)=—oo aussi lim h(x)=0. Dresser le tableau de variation.
x—0" X—>—0 X—>+00

ExerciceS
1. ayOna: f(0)=2xf(0) donc f(0)=0.
b) Les fonctions x > f(2x) et x> 2 f(x) sont égales donc elles ont méme dérivée. Ainsi
2f'20)=2f"(x)= f'2x)=f'(x).
X x X

a)Pourn eN: u, :f'(z_nJ:f'(zx2n+lj=f'(2n+1j:u"+l

. X , .
b) D’apres a), pour tout n €N :u, =ug= f'(x).Or lim — =0 etf” est continue en 0, donc
n—+o0 2"

lim f' A f'0). Ainsi lim u, = f'(0). Comme la suite u est constante, égale a f’(x), on a
n—>+o0 on n—>+00

f'x)=r1'0).

D’aprés 1. et 2. ; si fest deux fois dérivable sur R et vérifie (1), alors f ’ est constante sur R ; donc f est une
fonction affine. Or f'(0) =0, donc f est une fonction linéaire.

Réciproquement, si f est une fonction linéaire x = kx, avec k €R, alors, pour tout réel x
f(2x)=k(2x)=2f(x)et f deux fois dérivable sur R.

Les fonctions cherchées sont donc les fonctions linéaires x > kx, avec k €R.

Exercice 6
1 3 3 (x + 1)
2Jx+1 240x+1

1. festrestriction a [0,1]d’une fonction dérivable sur |—1,+oc[ et f'(x) =x+1+(x+1)
< (0= %Jﬁ
a)ace ]O,l]etxE[O,a]:0£x$a<:>1£x+1£1+a@%Sf'(x)sf'(a)=%\/m
a) f est dérivable sur]—l, +oo[ etpour a > Qet xe [O,a] % <f'x)< %\/cm . D’aprés le théoréme des
inégalités des accroissements finis %(a - 0) <fla-f0)< %(a - O)Jm

3 3
& E a<(a+DJa+1-1<=aJa+1 Cette double inégalité reste valable pour a = 0 (vérification fa

LyoJSL_deolye




D’ouVa E[O,l]; %as(a+l)\/a+1 —1S%ada+1 .

b)Ona(a+l)\/a+1—1S%a\/a+13a+1— ! Séa <:>a+1—gas; Ql—las;

a+l 2 2 «/a+1

;_1_1(;_lj
W+l 2 2\\x+1 )
<:>‘v’xe]0,1]; ! —12—£<::>

x/x+1 2

a) g est restriction a [0,1] d’une fonction dérivable sur]—l, +oo[ et g'(x)=

X 1
D’aprés 3. b V. 0,1]; 1-—<—
aprés 3.b)ona Vxe|0,1] SR
‘v’xe]O,l];g'(x)Z—%.
D’ou ‘v’xe]O,I]; —%Sg'(x)SO.

b) ae[O,l];xe[O,a]:—%S—%Sg'(x)SO.

g est dérivable sur]—l, +oo[ et Vxe [O, 1] (a p 0); —% < g'(x) £0 . D’apres le théoréeme des inégalités

2
desaccroissementsfinis—%(a—O)Sg(a)—g(O)SO = —%S\/a+1—l—%aso.




