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Exercice 1 

1)  Montrer que pour tout x ∈ [0, π2] on a 1 − x22 ≤ cos⁡(x) ≤ 1 − x2π  

2) En déduire que pour tout x ∈ [0, π2] on a x − x36 ≤ sin(x) ≤ x − x33π 

3) Calculer  limx→0 (sin(x)−xx2 )  

Exercice 2  

Soit  𝑓la fonction définie sur ℝ  par   𝑓(x) = 11+𝑥+𝑥2 et 𝒞 sa courbe représentative  

Dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖, 𝑗) 
A) 1) Calculer 𝑓′(𝑥) est dresser le tableau de variation de  𝑓 

      2) Montrer que 𝒞 admet deus points d’inflexion 𝐼et 𝐼′ 
      3) Tracer 𝒞  .On précisera les tangentes a⁡𝒞 aux points 𝐼et 𝐼′ 
      4)a) Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑥 admet une unique solution 𝛼 sur⁡[0, +∞[  et que  

25 < 𝛼 < 45 

         b) Vérifier que 𝑝𝑜𝑢𝑟⁡𝑡𝑜𝑢𝑡⁡⁡𝑥 ∈ [25 , 45] on a : |𝑓 ′(𝑥)| ≤ 45 

          c) En déduire que pour tout (𝑥; 𝑦) ∈ [25 , 45]2 ⁡𝑜𝑛⁡𝑎⁡|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ |𝑥 − 𝑦|  
      5) soit (𝑈𝑛) la suite définie sur⁡ℕ par{ 𝑈0 = 35𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛) 

a) Montrer que pour tout  𝑛 ∈ ℕ on a :⁡25 ≤ 𝑈𝑛 ≤ 45 

b) Montrer que pour tout  𝑛 ∈ ℕ on a :|𝑈𝑛+1 − 𝛼| ≤ 45 |𝑈𝑛 − 𝛼| 
c) En déduire que (𝑈𝑛) est convergente et déterminer sa limite 

Exercice3 

Soit une fonction définie et dérivable sur R vérifiant 𝑓′(𝑥) = 11+𝑥2 et 𝑓(0) = 0 (voir exercice 5 série 1) 

 

  1)  Soit  𝑡 ∈ ]0,+∞[  et 𝑥 ∈ [0, 𝑡] montrer que (𝑓)′(𝑥) ≥ 11+𝑡2⁡ et en déduire que 𝑓(𝑡) ≥ 𝑡1+𝑡2 

 2) Soit 𝑎 > 0 et ℎ𝑎 la fonction définie sur [0,+∞[ par ℎ𝑎(𝑥) = (𝑥 − f(𝑥))𝑎3 − (𝑎 − f(𝑎))𝑥3 

a) Calculer ℎ𝑎(0) et ℎ𝑎(𝑎) et montrer qu’il existe 𝑐 ∈ ]0, 𝑎[ tel queℎ′𝑎(𝑐) = 0 

 b) En déduire que  
𝑓(𝑎)−𝑎𝑎3 = − 13 11+𝑐2  et calculer lim𝑎→0+ 𝑓(𝑎)−𝑎𝑎3 = − 13 

3) Soit 𝑔 la fonction définie sur [0, +∞[ par { 𝑔(𝑥) = 𝑓(√𝑥)√𝑥 ⁡𝑠𝑖⁡𝑥 > 01⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑠𝑖⁡𝑥 = 0 et (C) sa courbe représentative dans un repère 

orthonormé (0, 𝑖→, 𝑗→) 

a) Montrer que 𝑔 est dérivable à droite en 0 et déterminer 𝑔𝑑′ (0) 
b) Montrer que 𝑔 est dérivable sur ]0, +∞[ et que pour tout 𝑥 ∈ ]0,+∞[ on a  



 

 

𝑔′(𝑥) = 12(√𝑥)3 ( √𝑥1 + 𝑥 − f(√𝑥)) 

c) Dresser le tableau de variation de et tracer(C) on précisera la tangente au point d’abscisse 0 

4) Soit 𝑛 ∈ N on considère les suites 𝑣𝑛 =∑ (−1)𝑘2𝑘+12𝑛𝑘=0   ,   𝑢𝑛 =∑ (−1)𝑘2𝑘+12𝑛+1𝑘=0      

 et la fonction F définie sur [0, 𝜋2[ par 𝐹𝑛(𝑥) = ∑ (−1)𝑘2𝑘+1𝑛𝑘=0 𝑡𝑎𝑛2𝑘+1(𝑥) 
a) Montrer que (𝑣𝑛) et(𝑢𝑛) sont adjacentes  

b) Montrer que ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋2[  on a 𝐹′𝑛(𝑥) = 1 − (−1)𝑛+1𝑡𝑎𝑛2𝑛+2(𝑥) 
c) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0, 𝜋2[ on a 𝐹2𝑛+1(𝑥) ≤ 𝑥 ≤ 𝐹2𝑛(𝑥) 
d) En déduire la limite des suites (𝑣𝑛) et(𝑢𝑛)  
Exercice 4 

Soit une fonction définie et dérivable sur ]−1,1[ vérifiant 𝑔′(𝑥) = −1√1−𝑥2 et 𝑔(0) = 𝜋2 

1) Soit h la fonction définie sur 𝐼 = ]0, 𝜋[ par ℎ(𝑥) = 𝑔(cos(𝑥)) 

   a) Montrer que h est dérivable sur 𝐼 et calculer ℎ′(𝑥) 
   b) En déduire l’expression de ℎ(𝑥) 
  c) Montrer que g est prolongeable par continuité adroite en -1 et a gauche en 1 et définir sont prolongement g  

2) Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, 𝜋2] par 𝑓(x) = 𝐺(𝑠𝑖𝑛2(𝑥))  
 a) Montrer que f est dérivable sur  [0, 𝜋2[ et que 𝑓′(x) = −2sin⁡(x)√1+sin2(x) 
 b) Soit 𝑥 ∈ ]0, 𝜋2[  montrer que pour tout  𝑡 ∈ [𝑥, 𝜋2] on a  

−2√1+sin2(x) ≤ 𝑓′(𝑡) ≤ −2sin⁡(𝑥)√2  

 puis que 
−2√1+sin2(x) ≤ 𝑓(𝑥)−𝑓(𝜋2)𝑥−𝜋2 ≤ −2sin⁡(𝑥)√2  

c) En déduire que 𝑓 est dérivable a gauche en 
𝜋2 

3) a)Montrer que l’équation  𝑓(x) = x admet une unique solution 𝛼 sur [0, 𝜋2]  
b) Vérifier que  

𝜋4 < 𝛼 < 𝜋2  

4) Soit ℎ la fonction définie sur [0, 𝜋2] par ℎ(𝑥) = 𝑓𝑜𝑓(𝑥)Et soit (un) la suite définie sur ℕ par { u0 = 𝜋4un+1 = h(un) 
  a) Montrer que pour tout n ∈ ℕ on a : 0 < un+1 ≤ un < α en déduire que (un) est convergente 

b) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0, 𝜋2] on a ℎ(𝑥) = G(1 − 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)) 
c) Montrer que les solutions de l’équation  ℎ(𝑥) = 𝑥 sont  0, 𝛼⁡𝑒𝑡 𝜋2⁡ .Déterminer alors la limite de  (un) 


