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Exercicel
Soit & un nombre réel appartenant a l'intervalle ]O, 1[ .On considere la suite (un ) définie sur N par :
u, =2
(l+a)u,—a

u

n

a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: u, >1.
b) Montrer que (un ) est une suite décroissante.

c¢) En déduire que la suite (un ) est convergente et trouver sa limite.

. P u,—1

Sou(vn ) la suite définie sur N* par: v = .
u,—a

a) Montrer que (vn ) est une suite géométrique de raison « .

b) Exprimer v, en fonctionde n et & .

En déduire I'expression de u, en fonctionde n et .

¢) Retrouver alors la limite de la suite (un) .

Exercice2

Soit (un ) et (vn) deux suites réelles telles que (un + vn) et (un -V, ) convergent.

Montrer que (un ) et (vn) convergent.

Exercice3

n
Soit a €R+". On définit une suite (un ) paru, =aet VneN, u,, = ,Z u,
k=0

n

a) Montrer que Vn € N¥, u, , —u, =——-———_ Conclure sur la monotonie de (un) .
u +u

n n+l

b) Déterminer la limite de (un )

c) Déterminer la limite deu,,, —u,.
Exercice4

n

A

Soit (u, ) une suite croissante de limite . On pose v, = 4!
n
a) Montrer que (vn ) est croissante.
u,+v,
2

¢) En déduire que lim v, =1.

n—+0

b) Etablir que v,, 2

Exercice5
Utiliser les théorémes de comparaisons pour déterminer les limites des sommes suivantes :

n 2n

n n 1 1 1 n
a)Sn=kZ_1‘,\/E,b)sn=kZ_;ﬁ 0 8,=) 5 s, = Z F’C)Sﬁ;ﬁ’ﬂsﬁ

2 2
k=1 1 +k k=




Exercic6

Soit (un ) une suite de réels décroissante et de limite nulle.
n

Pour tout neN, on pose S, = z (-1)F u, .

k=0

Montrer que les suites extraites (sz,1 ) et(s2n +1) sont adjacentes et en déduire que (sn ) converge.

Exercice7

Soit s la suite définie sur N* par s =

51
=
1. a) Montrer que pour tout n>1 ;5 >

b) La suite s est-elle convergente ?

Vérifier que pour tout entier n>1, n+1— \/_ =

1
Jn+1+n
1

On considere les suites u et v définies sur N* paru_ = 2»\/n —setyv =u +—
n n n n

Jn

a)Démontrer que les suites u et v sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

. . N
b) Déterminer [im —2

n—>+w 2\/; ’

4. Onpose [ = lim u, .Déterminer un entier p tel que u, soit une valeur approchée de 120, 1 pres.

n—+x

Exercice8

n

k

Soit u la suite définie par : u, = Z(—l)k ¥
k=1

1

Montrer que pour tout n>=0 , u,, , —u,, = ?)ZW (—4n - 1) . En déduire la monotonie de la suite (u2n ) .

Montrer que la suite (u2n 4 ) est croissante.

a) Montrer que pour tout naturel non nul 7, 2" > n.

b) Calculer alors lim (u2n —U,, +1) .
n—»+o0

4. Montrer que la suite u converge vers un réel « tel que uz < <u,.

Exercice 9

4 1
Pour tout n eN*, on pose u,, = %
k=1 (n +k )

Calculer ujet Uy.

Montrer que pour tout 72 €N*, s n+D)">n+2.

Vérifier que pour tout # eN*, u, | —u, = ! — ! + 1 +i 1 — !
n+2 n+l (2p2Y"™" Sl (n+k 1) (n4k)

En déduire que u est décroissante.

n

1 1

Montrer que pour tout 72 € N*, 1, < —| I —| —— . En déduire la convergence de la suite # vers un réel que 1’on
n

calculera.
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Exercicel

1.

a)Raisonnons par récurrence :
Pour n=0, u,=22>1.

Soit n un entier naturel , supposons u, > 1

u,, —1= (1+a)un—a_ = (+a)u, —a-u, = o(x, ~1) >(0car u, >1letdonc u
u u u

n n n

>1.

n+l =

On peut conclure que pour tout N naturel u, >1.

b) Montrons que (un ) est une suite décroissante.

_ _ _ 2 _ 2 _ — —
(I+a)u, a_un=(1+“)un a-u, _ u, +(1+a)u, “z_("‘n 1)(x, a)etcette

u u u u

n n n n

expression est négative compte tenu du fait que u, > 1et que o est un réel de ]0, 1[ . On vient de prouver que la
suite (un ) est décroissante.

¢) La suite (un ) est décroissante et elle est minorée par 1 donc convergente.

Pour la limite de (un ) :

(I+a)x—

a
Ona:u,,=f (un ) avec f(x)= . f est rationnelle avec un dénominateur qui s’annule en 0

donc elle est continue en tout réel sauf zéro et donc elle est continue sur [1, +oo[ .
(un ) est une suite d’éléments de [1, +oo[ qui converge vers un réel [ alors [ = f (l) et[>1.

(I+a)x—a

Or fx)=x& =xox - (1 + a)x— a =0et les solutions de cette équation sont 1 et ¢ et

comme / >1alors (un) converge vers 1.
a) Montrons que (vn ) est une suite géométrique de raison ¢ .

La suite (vn ) est bien définie puisque u, =1donc u, #

_ (+a)u,—a-u, —a(u”_1)=av.

n

" C(1va)u,—a-au, u,-a

La suite (vn ) est une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme

a+?2 a

-1 “
u—-1_ 9 __ 2 _ «a
ul—a_a'+2_a —a+2 2—0!.

2 2

V=




b) La suite (vn ) étant géométrique de raison ¢ et de premier terme v, = >
-a

n

u —o

n

Remarquons que v, = #lcar a #1.

u,—1
vn:u”_a<:>(un—a)vn:un—1<:>un(vn—1)=—1+avnetcomme v, #lalo
n
an+1
+7
2_a =_2+a+an+l
v, —1 a" 1 a'"-2+a
2-a

—1+av, -1
u = =

n

. : . . . 2+a+a 2+a
¢) On sait que 0 < < 1donc lim " = lim """ =0etdonc lim u, = lim = =
n—>+00 n—>+o0 n—>+0 n—so o =2+ 2+a
On retrouve le résultat de 1. ¢)

1.

Exercice2

Supposons (un +v, ) converge vers [ et (un - v”) converge vers/'.

[+ 1

.De mémev =— —\V, —u converge vers
n 2 ( 2 ( n n )

=1

u,+v, ) + 3 (un -V, ) converge vers

Exercice3

n —1
n n—1 n n—1 Zuk _Zuk u
a) U, —u = Zu = ZM = Zu - ZM = —£=0 k=0 et comme (u )esta
n+l n k k k k n
py 5=0 pary

k=0

valeurs strictement positifs (facile a vérifier par récurrence) alors (un ) est croissante.

. u . u
(un ) est croissante. Supposons que ( " ) est majorée donc ( " ) converge vers [ € R.

Ona: lZulzx/a_>0.

1

En passant la relation précédente a la limite : [+1 2 Cestabsurde. Par suite (un ) est croissante et non

majorée donc lim u, =+00.
n—>+00

u u 1 ..U
U, —u,= " donc —0.Ainsi lim L =1
un + un+1 un + un+1 naie un

lim (u,,, —u,)= lim

n—+00 n—>+0

Exercice4

n+l

n
u U
_ _kz=1: =1 _(”1+”2+---+u,,+un+l) (u1+u2+...+un)
a) vn+1_vn_vn_ - = —

n+1 n (n+1)




o= Hu, + o)

(i) et comme (un ) est croissante donc u,, est plus grand que tous
n(n+

Donc v,

les termes d’indice inferieur a n+1 donc nu, , = (u1 +u,+...tu )et par suite (vn ) est croissante.

n
Zu" +u

k=1 + n+1

+ot iy,

n+2

=u1+u2+...+un+ Uy U, o+t =l
2n 2n 2| n 2n

. Mais

, +ut,,, Fot U,  IXU
+...+u,, Znxu, toujours car( u, ) est croissante et donc 221" n:2 n > 5 .
n

2n

+u

n+1 n+2

Ainsi
Ona v, </ pour tout n € N* et(v, ) croissante donc v, ) converge vers un réel ['</.
La relation précédente, passée 2 la limite, donne 2/'>/+1'<>["'>1] et donc <> ["'=/ .Ce qui permet de

conclure lim v, =1.

n—>+0

Exercice5

n
a)anZI:n—)+oo ,

donc lim s, =0,
n—+x0

n .
d)OSsnSZ > < 5 donc lim s, =0,
i (ntD” (n+1) 1o
n 2

e)z <5, =<5, < —donc lim s, =1,

~n’+n ~n*+1  n+l n +1 n—> 4o

n z 1 z 1 n .

<s, < = donc lim s, =1,
\/n +n k= 1\/n +n k=1 \/n2+1 \/n2+1 o

Exercice6

S2(n+1) =S8, Sy, — Uy, <0

Sotusiyst ~Sont = TUyz Uy, 2 Oet S,,,, =S, =—1,,, >0

Les suites (SZn) et(szn +1) étant adjacentes elles convergent vers une méme limite et par suite (sn) converge aussi

vers cette limite.

Exercice7

n
1. a) Montrons que pour tout n>1 ;s >—




et donc par sommation :

k=1
b)Ona: lim —== lim \/; =+ooet 5, > —= donc par comparaison [im s, =+o0 . La suite s diverge.

n—+w

n—»+0 n n—+w n

: 1 . .
Montrons que pour tout entier n>1, Jn+1- \/_ = —\/_ .c’est tout simplement 1’expression
n+l++n

conjuguée.
Démontrons que les suites u et v sont adjacentes.

:(2«/E—sn+l)—(2‘/;‘sn)22‘/”?_2[_\/:%

2 1 Jn+1—-+n
= \/_ > 0 .donc la suite u est croissante (1)

=¢n+1+ﬁ‘4n+1‘(m+ﬁ)m

1 —n+l1
\/_ ~< 0 .donc Ia suite v est décroissante. (2)

1
Vo~V =U, t———Uu,—
" 1 Vn+l \/_ (»\/n+1+ n)\/n+1

limu,—v, = lim —==0.(3).
n—+oo n—>+ow J_

De (1), (2) et (3) on en déduit que les suites u et v sont adjacentes.
Déduction : u et v convergent vers la méme limite.

n—»+w0 2,\/_

s u .
u, = 2\/; =8, <>8, = 2\/; —u, = ﬁ = l—ﬁ et comme la suite u est convergente alors elle est
n n
|u"| <

bornée par suite il existe M constante réel telle que |un| < M et par suite 5 \/_ 5 \/_ et comme
n n

lim ——
ni}ﬁo 2\/_ n—>+oo 2J_ n—>+oo 2\/_

Détermination de 'entier p tel que u,, soit une valeur approchée de /a 0, 1 pres.
On sait que le réel [ est tel que u, </ <v etdonc 0</—u, <v —u, =

avoir
_ 1 _
|l —up| <107l suffit d’avoir —=<10"' < \/; 210< p=100.D’ou u,,, estune valeur approchée de /

a0, 1 pres.

Exercice 8

2 k& k i1 2n+1 i 2042 2n+1 2n+2

k k
Loy, = Z(_l) _ZZ(_l) 3_k+(_1) 32ntl +(_1) 32T:"‘2n - 32t + 32+

k
k=1 3 k=1

32n+1)+2n+2

Uy, — 2 —4n— 1) < 0et donc la suite (u2n ) est décroissante.

Uppip —Upy = 32n+2 (




2. Faites de méme pour la suite (u2n +1)‘

n+l

3. a)D’aprés la formule de bindme 2" = 1+1 ZCk(l) " n—k ZCk C1+2Ck—n+zck>-n.
k;él k;tl
2n+1 k 2n k

k k 1 2n+1 2n+1
b) Uy, = Z(_l) 3_k=2(_1) 3_k+(_1) i 321 =Upp — 32041 - = 32l
k=1 k=1

2n+1 1 2n 2 2n

— n n+l
Or ST g + e et on sait que pour tout naturel non nul n, 2" > ndonc 2" > 2n < ——

32n+l 32n+l

2x2"  2n 2n 2 (2Y . . 2n 2 (2Y .
ou encore - = < =X 5 . Ainsi O-<W<§x 5 et par comparaison

9n % 3 32n+1 32n+1 3

lim 2——0 (—1<§<1].

Hesto0 32n+l

Finalement lim u,,—u,,,, =0.
n—»+o0o

4. Remarquer que les suites (u2n )et (uzn +1) sont adjacentes et conclure.

Exercice 9

Pour tout n eN*, on pose u, =

w-y

k= 1+k

2. Onad’une part 2 (n+D" > 2" car pour n eN*, (n+1)" >1et d’autre part

n+l n+l

1
2 =(1+1)" ZC,’§+1(1) k= Z k= +1+cl+1+Zc+1_1+n+1+2 .

k=2
n+l

=n+2+ z C,’fﬂ >n+2. (Formule de binome).

n+l
Onaun+1=z ! = ! + ! 7+ ! 3+...+;let
i (n+l+k)" n+2 (n+3)" (n+4) (2n+2)""
S 1 1 1 1
u, = = + + +...+
! ;Z;(n+k)k n+l (ne2y (n+3)  (20)

—Uu =

n

:1_1+[ 11 ]+[ 11 ]+...+! 1 _1]+ 1
n+2 ntl| (ne3) (n+2)° ] [(n+4) (n+3) (2n+1)" (2n)" | (2n+2)""

n
1 - 1 + 1 +Z[( ! - ! }.Ortouslestermesdelaforme

Cn+2 ot (2ps2)" Sl (nek 1) (nrk)

1 1 1
i 7 sont négatifs donc leur somme E - Z ’est aussi et par suite
(n+k+1)"  (n+k) (n+k




1 1 1 -1

< + = +
n+2 n+l (2p42)" (AD(M+2) 2 ()"

2N+ 2n+2 < ! < ! S ! < ! et par suite
2+ n+2 2"y (n+2)(n+1)

et d’aprés la question précédente

1 1

- <0. Finalement u,,, —u, <0et donc la suite u est décroissante.
2"+ 1™ (4 2D+ 1) o

et par sommation entre 1 et 7 on aura

4. On a pour k entier compris entre 1 et 7 ; - < T
(n+k) (n+1)

= 1 S 1 1 1 1 1
Z kﬁz ketdonc u, < + >+ T+t —.
~' (n+k) ~ (n+1) n+l (m+1)” (@n+]1) (n+1)
1 1 1 1
+ -+ R —.
n+l (n+1)~ @m+]) (n+1)
1 1 1

= + .ot +
n+1?>  (n+1)° n+1)"  (n+1)"

Posons s, =

et par différence

1 1
on multiplie par ——, on aura | —— [X s,
n+1 n+1

1 1 1 1 1 1 1
s,—| — |8, =——————=&|l-——— |x5,=———————c¢tdonc 5, =—
n+l1 n+l (n+1) n+l1 n+l (n+1)

Ainsi 0<u, Sl(l—

(n+1)" e

Jet par comparaison [im u, =0.
n




