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Exercicel

Soit la suite ¢ définie pour n >0 par :f, =

n-1"

1. Montrer que ¢ est décroissante et minorée. Conclure.

1 1
2. Montrer que pour tout naturel n >0 : ¢, = > t, + o En déduire la limite de la sft%

5k 2 3 n %
3. Ondéfinit sur N* lasuite w par: u, = ) ——=l+—S+—-+..+—. pour tout 7 eN* :
=2 2 2 2

u, = 4(1 - %} —t, . En déduire la limite de la suite u.

Exercice2

1. Soit x un réel positif, montrer que pour tout natur? a: (1+x)" >1+nx.

2. Soit u la suite définie sur N* par : u, :%Q

u
a) Montrer que ——=| 1+ A

un+1

b) Montrer que la convergente.

¢) Montrer que tout n eN*, u, < 5 u, puis calculer la limite de u.

Exercice3

n2

Soit u la suite définie sur N* par : u, = 2et pour tout naturel 7 non nul u,,, =2+ —.

u,

1. a) Montrer que pour tout natureln>2; n<u, <n+1, déduire la limite de la suite u.

b) Montrer que la suite u est croissante.

2. Soit v la suite définie sur N* par : v, =




1

a) Calculer v, et montrer que v, =

v, +—
n

b) Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout n € N* ; 1—— <y <1.
n

¢) Déterminer alors [lim v, et lim (u,—n).
n—>+o0 n—>+o0

1 n
On pose pour tout n € N* | s, =—22ka .

+1
a) Montrer que pour tout n € N* | s _n_= 2Zk(vk—l) &

+1] 1
b) En déduire que pour tout n € N* ; |s, _n2_ <- Q
n| n

¢) Montrer alors que la suite ( )converge vers un réel que I’ oa‘%era
Exercice4 Q%
n \

2n+1

Soit la suite (u, ) défnie sur N* par u, =
+

2n+ 2
1. a) Montrer que pour tout 1 EN*%&

b) En déduire la convergenc et calculer sa limite.

a)Montrerq@N* _<\/__J —

11 1
b) Déduire que pour tout n € N* : 1+E+§+...+—S2\/;.
n

n

Soit s, = Zuk .

k=1

a) Montrer que pour tout n € N* : 2n—2 l+l+...+L <s,<2n+2 1+l+l+...+l
2 3 n+l 2 3 n

.S
b) En déduire que pour tout n € N* :2n—4n+1<s, <2n +4\/; puis calculer [lim .

n—+w n
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Exercicel

. n>0=1,>0

n+1

t n o n+l n+l ) )
o o 27 = <1 (n = 1) . Donc (tn ) est décroissante, comme elle est minorée par O donc
t n 2n  n+n

n
2n—1
converge.

1 I 1 n 1 _n+l_ ; .
—t +t—== +-—=——=t,,,. Par passage a la limite dans la dernicre égalite sons [ = lim t on

2" 20 227 2" 2

aura %l+0:0:>l:0.Ainsi limt, =0.

n—+x0

- 1 1
Ona un:Ztket Vk=0 1t 21‘ +2ketdoncparsomma@
k=1
n—-1

Ainsi u —I:lu_l+lx#<:>u —1— —
n 2 n 2 1_1 n Q

n-1

1
1 n-1
1 1 2 1 1 1
u,—l=—u,  +—x——5—<u, — ) +1- S —u, =——t, +2—| =
2 2 2 2" 2

l—— .Comme limt,=0et lim in=0 (—1-<%-<1jdonc

n—+0 n—>+0 )

Su, =—tn+4

limu,=0. E$

Exercice 2
. Pour x réel pos ontrons par récurrence que pour tout naturel zona: (1+x)" >1+nx.

D’aprés la formule de Binéme (1+ x)" =ZC,’f k= C,? +xC,1l +ZC5 x* =1+nx+ZC,]f x> 1+nx
k=0 k=2 k=2

n
compte tenu du fait que Z C,If x*>0.
k=2

n!

2 M _ n" zn_!x(n+1)mrl _ (n+1)n+1 =(n+1)n =(1+_j".
(1)L w o (n+1)! At (n+l) 0" n
(n+1)n+1

n
b) Remarquer que pour n eN*, (1 + —j > let conclure que la suite u est décroissante et comme elle a termes
n




positifs donc elle converge.

: 1Y 1 1 ,
c) D’aprés la question 1. (1 +—| 21+nx—=2etdonc u,,, < E u, et comme la suite u est convergente, par
n n

o . 1 . .
passage a la limite et on posons [ = [im u, on aura [ < El = [ < et comme la suite u est a termes positifs
n—+o0o

alors [ > 0ce qui donne/ = 0.Conclusion [lim u, =0

n—>+00

Exercice3
. 15 .
1. a)récurrence u, =2+—= 5 = 2<u, <3vrai pour n =2.
U
Supposons pour n=>2; n=<u, <n+1 etmontrons que n+l<u, K <n+2.
2 2

11 1 : \,
Onan<un-<n+1<:>—-<—-<—(n>0)<:>n—-<n—-<n<:>2+n—%l-<2+n.

n+l u, n n+l u,

2 2

1
Or 2+n——(n+1)=—>0:>2+n—>n+1. On obtient finalementen +1<u,,, <n+2.
n+l n+l n+l

Conclusion Vn>2; n<u, <n+l. %
On Vn=2; n=<u,et limn=+0= limu, =+o0. %‘m
n—>+w n—+w
b)Ona: n+l1<u,,, <n+2et —n—1<-u, <— d%x ation des deux inégalités on aura :

0= u,,, —u,etdonc (un) est croissante. V4

2
un—[un—nun+n } nun—n2

u,(1-n)+n* _n2+un(1—n)'

n

- 1
Ainsiv,,, =
v, +—
n

b)Pourn=1, V1=O:>1—%SV1S1.

1 1
Supposons pour n>1; 1——<v <Iet montrons que 1——1 <v,,<I1.
n n+

1 1 1 1 +1
On a pour n=>1; 1——SvnSl<:>1£—+vnsl+—<:>ls—+vnsn—
n n n n n




o< - I oL <1

n+l L n+l
n

1
Conclusion : pour toutn € N*; | -— <y <I.
n

c) liml—l=1:> limv,=1= lim ! —1=1= lim —n+u, =—

n—>+x n n—>+o n—>+o —p + un n—+o

2) Zk(vk—l) Zkvk Zk Zk ”(””)

— (n+1) d’oun le résultat.

OrpourkZl;l—%Svk lok-1<ky, <k < 1<kv% |kvk k<1

D’ou sn—n—-i_1 < <—. Q%
2 - \

c) —l+n—+1Ss < +—etparc @ lims, =
n 2n Q n—>+%0
Exercice4 Q
. a)Ona 0<k<2@+k<n +2n+l < !

(n+1)2 (n+1)2 o

2n+1 2n+
n n
donc par son&nue Oet 2n+1, on aura E > < E ——=< (le nombres de termes
n“+k f
k=0 =

k=0 (n+1) 0

n 2n+2) (2n+2) on (2n+2)

que comporte chaque somme est 27+ 2) on obtient —— " Su, < = I <u, <
(n + 1) n (n + )

2 2n+2 .2 2 2n+2 2
b) On a "< < nr et lim =% = lim —— =2et lim nre_ lim 2+—=2 alors par

n+l " n no>+op+1  no+eo 1+ 1 n—+o 1 n—>+w0 n

n

comparaison la suite u converge et sa limite 2.

1

2. a) On a Pour n naturel non nul, \/; —n-1= ﬁ expression conjugueé.
n++n-—

q,g,!!,«;y ggp




aussi\/;+\/n—1£n+n=2n<:>;2Letdonc \/_—\/n—lzi.
Jn+dn-1 2n 2n

b) Déduction :

On a pour tout naturel kK non nul \/_ Jk—-1 > — :> Z \/_ Jk=1>

2k'

or Zn:\/E—Jﬁ:\/;—\/n—l+Jn—1—Jn—2+...+JI—J6=JZ

SRR 1( 1 1}
et —=— I+—+..+
= 2k 24z k 2 2 n
. 1 1 1
Ainsi pour tout n € N* : 1+—+—+...+—£2\/;.
2 3 n %
. D’aprés la question 1., on sait que que pour tout k € N* : Q ;

, o 2k+2—2 2 2
qu’on peut écrire k— u <2+—-—2———-<u, S2+ sommation entre 1 et 7, on

+1 k k+1

2
aura : Z 2 —m < Z u, < Z 2+ < 2n— z % ; .Le résultat en découle.

b) On a pour tout n € N* : 1+;+;+ e <2&n+2(1+ +—+...+ )<2n+4\/_

auss11+;+;+ +—<2\/n+ QQ 1

%+;+ +L1<2\/n+1 &=

Finalement on ebtient pour tout 7 eN*:2n—4\/n+1SsnS2n+4\/;

2n—4\/n+ls n<2n+4J2 4\/n+ ﬂ©2_4 1
n n

<2+

_”
n n n

. P . .8
Par le théoréme de comparaison on déduit facilement que lim —*=2.
n—+o 1




