SUITES REELLES 4" Mathématiques

Exercice 1
UO = O
Soit la suite réelle (U,,) définie sur IN par : Upor = 30, 74 vn € IN

1) a) Montrer que Vn € IN ona:0<U, <4.
b) Montrer que la suite (Uy,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,) est convergente et calculer sa limite.
2) a) Montrer que Vn € IN ona:4 — Uy, < %(4 — Up). (On pourra commencer par exprimer 4 — Uy 4,

en fonction de 4 — U,

n
b) En déduire que Vn €EINona:4—U, <4 X (z)

¢) Retrouver alors la limite de la suite (Uy,). n

3) On consideére la suite (S,,) définie sur N* par S, = U,
a) Montrer que la suite (S,) est croissante k=1

b) Montrer par I’absurde que la suite (S,,) n’est pas majorée

¢) Déterminer alors la limite de la suite (S,,)

3 n
4) a) Montrer que Vn € N*ona: S, > 4n— 12 (1 - (Z) )
( On pourra utiliser le résultat de la question 2) b)
b) Retrouver alors la limite de la suite (S,).

Exercice 2
L o U =1 .
Soit la suite réelle U définie par :{Un+1 _ \/3_Un vn €N
1) Montrer que Vn € N* ona:0< U, < 3.
2) Montrer que la suite U est croissante.
3) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 3

Soit la suite réelle U définie sur N par : 2
n

n+1 — 1+(Un)2 vn € N

2x

1) a) Etudier le sens de variation sur R de la fonction f: x = Tz

b)EndéduirequeVnENona:%SUnS 1

¢) Montrer que la suite U est convergente.
d) Déterminer la limite de la suite U. n
2) Soit les suites V et S définies sur Npar:V, =1—-U, et 5, = Z Vi
k=0

2
a) Montrer que Vi E Nona:0 <V, < <
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b) En déduire que ¥n € Nona:0 <V, < 2(2)"
) En déduire que Vn € Nona: —n—E(E)

5 M+
¢) En déduire que Vn ENona:0< S, <- 1—(—
6 5

4 . .S
d) Déterminer alors : lim =
n—+ow N

Exercice 4
Soit les suites (Uy) et (V;,) définies sur N par :
Up=0:Vo=1VneNona:Upy =20 et Vppq=2o0n
1) Calculer U; et V;
2) Montrer, par récurrence, que Vn € Nona: U, <V
3) Montrer que la suite (U,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.
4) Montrer que les suites (Uy,) et (I;;) sont convergentes et qu’elles admettent la méme limite.
5) Soit la suite (W;,) définie sur N par : W,, = 9U, + 5V,
a) Montrer que (W) est une suite constante.
b) En déduire la valeur de la limite commune des suites (Uy,) et (V,).

Exercice 5

Up+1

Soit la suite (U,) définie sur N par : Up4q = 5

. . T
1) Dans cette question on suppose que Uy = cosx ou x € ]0 ’E[

a) Montrer que Vn € Non a: U, = cos (zin)
b) En déduire la limite de la suite (Uy,).
2) Dans cette question on suppose que U, € ]0,1[
a) Montrer que Vn E Nona: 0 < U, <1
b) Montrer que la suite (U,) est monotone.
¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.
Exercice 6

Soit la suite (U,,) définie sur Npar: Uy =2 etVn € Nona: Uy = %
n

1) a) Montrer par récurrence que Vi € Nona: U, =1
b) Montrer que la suite (Uy,) est décroissante.

¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.

2) Soit la suite (V},) définie sur N par : V;, = ;Z":i

PSSP . 1
a) Montrer que (},) est une suite géométrique de raison q = 3

b) Exprimer V}, puis U, en fonction de n
¢) Retrouver la limite de U,,.
3) a) Montrer que Vn € Nona: 1"




b) Montrer par récurrence que Vn € Non a:

¢) Retrouver alors la limite de U,,.

Exercice 7

Soit la suite (U,) définie sur N* par:U; =1 , Uy =3 etVn €N ona: U,y = 6Upyq —

Soit la suite (W,) définie sur N* par : W, = %
n

1) a) Vérifier que Vn € N*ona: W, =6 — V

b) Montrer que Vn € N*ona 2 <W, <4
c) Montrer que la suite W est croissante

d) Montrer que la suite W est convergente et déterminer sa limite.

. . . s Wn—4
Soit la suite réelle t définie sur N* par t,, = Wn >
-

PSP .1
a) Montrer que t est une suite géométrique de raison 3

2(1+2™)

b) Montrer que Vn € N* ona W, = Tl

¢) En déduire que U, = 2"72(1+ 2"1)
d) Déterminer la limite de la suite U.

Exercice 8

1

1 1
Soit la suite réelle U définie sur N* par U, —1+2+3+- +—

1) Montrer que la suite U est croissante.

1
2) Montrerque Vn=1ona: Uy, — U, = 2
3) En déduire que la suite U n’est pas majorée.

4) Déterminer la limite de la suite U.

Exercice 9

On considére la suite (Un) définie sur N* par :

Z( 1)" = - +2—3+ +(—1)"n
3k 3 32 33 3n

1) Montrer que la suite (Uy;,) est décroissante.
2) Montrer que la suite (Uyp,41) est croissante.

3) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul N ona: Usy > Ujypyq

b) Calculer lir_l"_l Uz — Uzps1).
n—->+owo

4) Montrer que la suite (Uy,) converge vers un réel & et que Uz < a < U,

Exercice 10

2Un+3

Soit la suite (Uy,) définie sur N par UO =0 etVnENona:U, = Ty
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1) a) Montrer par récurrence que Vi € Nona:0<U, <1
b) Montrer que la suite (Uy,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.

Up—1

2) Soit la suite (V},) définie sur N par : V;, = T

a) Montrer que (},) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n
b) En déduire lim V, et lim Z Vi
n—+ow n—+o0
k=0
¢) Exprimer U, en fonction de n et retrouver la limite de U,,.

Exercice 11

2_
Soit la suite (U,,) définie par U, =4 et VN EN Up,y = %
1) a) MontrerqueVn €N 3 < U, <4

b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.

¢) Montrer que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

2) a) Montrer que VN EN ona: 0 < Un+1—3S%(Un—3)

n
b) En déduire que Vn €N ona: OSUn—3SG)

3) On admet que Vn >4 ona:2" >n?
Soit la suite (V},) définie sur N par: V,, = n(U, — 3)
a) Montrer que Vn = 4 ona:V, <

b) Déterminer alors la limite de la suite V.

Exercice 12

1) a) Montrer que pour toutk E N*ona:1— k_12 = (%) (%)

b) Soit Uy = (1-2)(1-5)..(1-5) :n € N'\{1} calculer lim Uy

n2

MV =l o = *
2)501tVn—1+ﬁ+\/§+ +ﬁ,nEN

a) Montrer que la suite (1},) est croissante.
b) Montrer que pour toutn € Nona: Vy, =V, =

¢) En déduire que la suite (V},) diverge vers +oo.
Exercice 13
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b . On définie sur N deux suites réelles U et V par

U0=a V0=b
20V, U, +V,

vn €N Un+1=ﬁ et Vo =—
n n

1) Montrer queVn E Nona:0< U, <V,




3) Montrer que les suites U et V sont convergentes

4) a) Montrer que Vn € Nona: Vy.y — Upyq < %(Vn -U,)
]

b) En déduire que vn € Nona: V,, — U, < (E) (b—a)

¢) En déduire que les suites U et V sont adjacentes et qu’elles ont la méme limite L.
5) a) Montrer que Vn € Non a: U,V, = ab.

b) En déduire la valeur de L.
Exercice 14
Up=1

Un

Un+1=m vn €N

Soit la suite réelle (U,) définie sur N par : {

1) Calculer U; et U, et en déduire que la suite (Uy,) n’est ni arithmétique ni géométrique.
2) a) Montrer que Vi E Nona: U, > 0.
b) Montrer que la suite (Uy,) est décroissante.

¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et déterminer sa limite.

3) Soit la suite (V},) définie sur N par : V;, = 1:;

a) Montrer que la suite (1},) est géométrique.

1
n+1_1

b) Montrer que : Vn € Nona: U, =

¢) Retrouver la limite la suite (U,,)

Exercice 15

Up—8

Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par: Uy = —3et VN ENona: U, = 20—

1) a) Montrer queVn € Nona:U, <1
b) Montrer que la suite (Uy,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.

Up—1

2) Soit la suite réelle (W;,) définie sur N par : W, = U —a

a) Montrer que la suite (/,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer W,, puis U, en fonction de n et retrouver la limite de la suite (Uy,).

3) a) Montrer que VN € Nona: |[Uyq — 1] < %|Un —1]

n
b) En déduire que Vn E Nona: U, — 1| < 4(%)

¢) Retrouver la limite de la suite (Uy,).

Exercice 16
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UO = 2
1+(Un)?
Upyr = 20,

Soit la suite (U,) définie sur N par :
1) Montrer que pour toutn € Nona:U, > 1
2) a) Etudier la monotonie de la suite (Uy) .

b) En déduire que la suite (U,) est convergente et déterminer sa limite.

3) a) Montrer que pourtoutn € Nona: Uy — 1< %(Un -1)

n
b) En déduire que pour toutn E Nona:U, —1< G) et retrouver la limite de la suite (U)

n
4) Soit la suite (S,,) définie sur N* par : §,, = Z Uy
k=1

1
a) Montrer que pour toutn € N*ona:n <5, <n+1 — o
, . . . S
b) Déterminer alors lim S, et lim =
n—+o n—+oo N
Exercice 17

Soit la suite () définie sur N par: Uy = % etVn€Nona: U, = %
1) a) Montrer queVn € Nona: 0 < U, <1.
b) Montrer que la suite , (U,) est monotone.

¢) En déduire que la suite (Uy,) est convergente et calculer sa limite.

1-Up,
1+Un

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V;, = vn €N

a) Montrer que Vn € Non a: V,, = (,)2.

1\
b) Montrer queVn € N; 1, = (5)

2n+1_1

¢)Onpose VN €EN; B, =V, X V; XV, X ... XV;, montrer que B, = G)

d) Caleuler lim ()

n—-+oo \ Vni1

Exercice 18

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = /% (1+x2?)

1) a) Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f'(x).
L
V2

2) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par Uy =0 et U,yq = f(Uy).

b) Montrer que pour tout X € [0,1] ona: f'(x) <

a) Montrer par récurrence que pour toutn € Nona: 0 < U, <1

b) Montrer que pour toutn € Nona: |Uyq — 1| < %|Un - 1]

n
¢) En déduire que pour toutn € Nona: |U, — 1| < (\/%)

d) Déterminer alors lim U,
n—-+oo
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