Les suites réelles

1) Suites minorées -suites majorées

ug =20
Activitél : Soit (u,) la suite définie sur N par 0
Upi1 = JUp + 2

1) Calculer les trois premiers termes
2) Montrerque Vn € Nona 0 < u, <2

Solution

1)Pourn=0 onau; = Jup+2=+2
Pourn=1onau, =+/u; +2 =vv2+2

Pourn =2 ona uz =./u; + =1/\/\/§+2+2

2) Par récurrence

Pourn=0o0nauy =0donc0 < uyy < 2. (0k)

Soit n un entier naturel donné tel que 0 < u,, < 2 et montrons

Ona 0<u, <2donc2<2+u, <4alorsV2 <,/2+u, £2ai
Conclusion:Yn € Nona 0 <u, <2

Remarque : On dit que (u,,) est minoré

Activité 2

Soit (vy,) la suite définie surN*par v, n + 1 — VnliMontrer que (v,) est bornée
Solution

e Onan+1>2n2>0 Vn+1=+nalorsv, >0
commen >LdoncvVn=>1letvn+1>1alorsvn+1++vVn>2

Définition : So ney une suite réelle

e Lasuite (u,) e estcroissante si et seulementsivVn € lonau, < U,y
e Lasuite (uy)ne; est décroissante si et seulementsi Vn € I onau, = Uyqq

u0=0

. Montrer que (u est croissante
T2 que (uy)

Activité 3 Soit (u,,) la suite définie sur N par {

Solution




Premiere méthode. (par récurrence )
Pourn=0,uy=0etu; =vV2donc0 < uy < uy

Soit n un entier naturel tel que 0 < u,, < u,+; et montrons que 0 < Uy 1 < Upyp

Onal0<u, <upyidonc2<2+4+u, <2+ uyqalors0 S\/2+un S\/Z + Upsq
Ainsi Up41 < Upgo

Conclusion : Vn € Nonau, < uy,,q et par suite (u,) est croissante

Deuxieme méthode

D’apres l'activitt lonaVn € Nona0 <u, < 2

i —ui=2+u,—-ui=Q2-uy)(1+u,)=0car0<u, <2 alorsu?,; >u?
Et comme u, = 0 et u, 1 = 0alors uy4q = uy

Activité 4

Soit (U, ) nen la suite définie par u

1) Montrerque Vn ENona2 <u, <4
2) Etudier la monotonie de (u,,)
Solution

l)pourn=0,uy=3donc2<uy;<4

4un+8-8u
D’autre partona: 4 — Uy, = — T

—— —u3+6u,—8 _ —(up—2)(up—4) S0car2 <u. <4
Up+2 Un+2 - ==

— Suite géométrique

e arithmétique Suite géométrique
Définition | Upp1 = Uy + T Upi1 = qU,
Terme u, =ug+nr u, = upq"
général Up = U + (R —M)T Uy = Upq" ™™

Somme Premier terme + dernier terme 1-— qnombre de termes
(nombre de termes) 2 Premier terme

1-q

,q #F1




4
Uy =2, u, = 5
Activité 5: Soit (U, )qen la suite définie par 1
Upy2 = 5(12un+1 - Up)

Et on considére la suite (vy,),en définies par v, = u, — o

2
3n+2

1) Montrer que Vn € Nona uy4q = éun +
2) a) Montrer que (Vp)nen €St une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
b) Exprimer v,, et u, en fonction de n
c) Calculer lasomme S, = XR_gUr = Ug + Uy + Uy + -+ Uy
Solution :
1) par récurrence
=Z42=2=u,. (0K

Pourn =0onaz uo+30+2

. . . 1
Soit n un entier naturel donné tel que u,,1 = 5 Un +—=

1 1
Onatuy,, = 5(12un+1 —Up) OF Upyq = SUn 3z 3n+2 donc u,, = U,

1 2 1 2
Alors Uy4p = ;(12un+1 = Upyqp + 3_n) = 5(3un+1 - 3_n) g tn

2

. 1
Conclusion: Vn € Nonauyy; = Sun+ oz

2)a)onvn=un—3—n

_ 11 2
Un+1 = Upy1 — g+t ;un +

alors (v,,) est une suite géométriqu

b) v, = voq" =

aYp—oUx, @ ER
o =M+ Da la somme d’une constante = nombre de termes X cette constante
n — n+1
k=0 Uk+1 = Dk=1 Uk

"=1k=1+2+---.+n=m

2

La somme de Gauss

1 an+1
Soit a € R\{0,1} alors Z c’est la somme d’une suite géométrique

o Yhoo(Upsr —up) = uo) + (y{ /5+}{}/{) +//4- (Ups1 /u’) = Upqq — Ug]| (télescopage )

Activité 6 : Calculer les sommes suivantes




n
n 1\k n 1
= Zk=0(2 + 3k) , Sz = z 2k + 3(5) , 53 = zk=1 (et 1)
k=0

Solution :

_ 2n+1

n n
1-3
51=Z(2)+Z(3’<)=2(n+1)+ﬁ=2n+2—2+2x3n+1=2n+2x3n+1

Autrement : Z
k=1k k1

4) Limite d’une suite

Théoreme : Soita € R

Activité 7
Dans chacun des cas suivants calculer la

n+1

n+2’

u, =1,333....3,n € N =vn?+n+1-

n fois

dit que (u,) est convergente et qu’elle converge vers 1

> 1 donc 11m L Uy = to0

3n(§ . 3 2 . 2\
4) 11m | Up = lim ———~= 2 =-1 car- € ]—-1,1[ donc nl_])r}}oo (E) =0
3

n-+oo gn((2
3

n+1 1 1 n ,
2) )or—EE] 1,1[ donc lim (_E) =0dou llm U, =

n—-+oo




11-107"

6)U,=1+03+0,03+--+0000..3=1+3(10"1+10"24+--+10"") =143 x10" —
N 1-10

n fois

3 1—(1)7[ 1 1\" 1 . 1\" . 4
=1+ s ==1 +§(1 - (ﬁ) ) or—€]-1,1[ donc nl_l)I_'I_loo (ﬁ) = 0 alors nl_l&looun ==

10

1
. o n+1 o 1+ 1
7) n1—1>r-|r-100un - n1—1>r-lr-100 VnZ+n+1+n - n1—1>r-|r-loo ’1+1+i2+1 - 2
n n
Définition :
1) Une suite qui tend vers une limite finie [ est dite convergente
2) Une suite (u,) qui n’est pas convergente est dite divergente

(u,) est divergente donc ( lim u, = +coou lim u, = — ou (u,) n"admet pas de
n—-+oo n—-+oo

3) on dit que (u,,) a une limite lorsque (u,,) est convergente ou nl_iﬂloou" = +ooou
Théoreme

Si une suite (u,,) admet une limite alors cette limite est unique

C'est-a-dire si nETmun = lalors nl_i)l}rlooum =1, nl_i)f_}looumﬂ =1, limoou3

Activité 8

Etudier la convergence de la suite u, = 3+ (=1)", n

D’une part Uy, = 3+ (—1)?" = 4donc lim u
(o)
D’autre part Uyp4q = 3 + (—1)2"*1

lim u,, # lim u,,,, alors (u,)
n-+o n—-+oo

Théoréeme :

lim u, = asi
n—-+oo

_ (D™

Solution :

1).0Ona

1 .

Uyp = donc lim u,, =0
an+l ke Alors lim u, =0

. n -
n—-+oo

1 .
u =— donc lim u =0
2n+1 m n—-+oo 2n+1

2) on

2n .

Upp = 5— donc lim u,, =1

o1 ok . Alors (u,) n'admet pas de limite

—— donc lim uy,4q = —
n—-+oo

Uzn+1 = 5,3




5) Limites et ordre

Théoréme : Soit (u,,), (v,) et (wy) trois suites

(uy,) converge vers
1){ (v,) converge vers ' alors | < I'. (Passage a la limite)
Uy S Uy
Wy S Uy S Uy
2) nllTan =1 alors lirP U, =1
. -+ 00
lim v, =1 "
n—-+oo

Uy = Uy | |
3 ; — . Alors lim u
i = oo AT
Uy S Uy | |
4 ; — —oo- Alors lim u, =
) nl—lHloovn = —0o0 oo T
Activité 10
Etudier la convergence de (u,) dans chacun des cas suivants

__ncos(n)

1)un—ﬁ. u,=1+n)". 3)u, =n! 4) u, =

Solution :

alors lim u, =0
n—-+oo

1 1 1
n2+n — n2+k T n2+1

n
<u, £ —
nZ+n = T n2+1

6) Conver des suites monotones

Théoreme
1) Si (uy,)nerest une suite croissante et majorée, alors elle converge vers unréel letVn € Ionau, <
2) Si (up)nerest une suite décroissante et minorée, alors elle converge vers un réel letVn € [onau, = [

3) Si (up)nerest une suite croissante et non majorée, alors lirll U, = +0o
n—+oo

4) Si (up)nerest une suite décroissante et non minorée, alors elle lir_P U, = —0©
n—-+oo




Activité 11

1

n
Soit (Uy)pen * définie par U,, = Z P
k=1

1) Etudier la monotonie de (u,,)
2) Montrer que Vn € N* on a Uy, — Uy = %
3) Montrer que (u,,) est non majorée
4) Déterminer alors lim u,
n-+oo
Solution

Duppr —uUp = — = 0donc (uy,) et croissante

2 tan = Zk 1" Zk 1" Zk n+1k

2n

Ona: n+1<k<2ndonck>—nalorsz

. 1
Ainsi Uyp — Uy = >

3) Supposons que (u,) est majorée donc elle est convergente

Ona uy, —u, = alors par passage a la limi
Alors (u,) est non majorée
4) (u,) est croissante et non majoré

Remarque :

n-1

1 n-1 1
ok Zalors X ke — Upk 2 Z =

k=02

1+= > etcomme lim (1 + E) = toalors lim u,n = +o
2 n—-+o

n—-+oo

une fonction continue

(u,) convergevers L € I Alors (v,,) converge vers f (1)
n

f est continue sur I.
Activité 12

Sur la figure ci-dessous est tracer la courbe d’une fonction f continue sur ]0, +oo[




1) Soit n € N* . Montrer que I'équation f(x) = %admet une unique solution a;, sur

2) Montrer que (a,,) est croissante

3) Montrer que (a,,) n’est pas majorée. Conclure

Solution

f(0,+[) = ]0, +ool.
1) %e 10, +oo[ ¥n € N*.

f est strictement decroissante

Théoréeme :

vy = f(un).
f est definie surI.
u, €1,vn € N.

lim u, =a.
n-+oo

)lci_r)r(llf(x) =b.

Alors lim v, =b
n—-+oo

L,sJSL
BAC.M




Activité 13
Etudier la convergence de (u,) dans chacun des cas suivants

1) u, = n(l — cos (%)),n EN". 2) u, = tan (gﬁ)

Solution :

l—COS(‘/%)

—
)
Ona {nlir-}-loovn =0

i 1 Alors lim u, = 2
limf(x) == n-+oo 2
x—0 2

Nu, = = f(vy) avec

T n

2) u, = f(vy,) avec {fv: : EaT:(lx )

T

lim v, ==
n—-+oo 2

n T n T
Ona{m; < ldonc o——= <2 plors nl_i)erun = +o0
lim _f(x) =+

=)

8) Suite récurrente

Théoréme

Unyr = f(up)
u, €EI,vn €N
(u,) converge vers L € I
f est continue sur |

Alors f(

Remarque
1) Par fois I'’équation f(x) = x admet plusi ions. Dans ce cas On prend la solution qui est dans |
2) S’il y a plusieurs solutio ns | . Utiliser la monotonie de (uy,)

Activité 14

ourtoutn ENonal<u,<1
2) Montrer que est croissante

3) Montrer que (u,,) est convergente et déterminer sa limite

4)a) Montrerque Vn ENona 0 <1 —u,,q < %(1 —Up)

111
b) En déduire que Vn € N onaOSl—unS(E)

c) Retrouver la limite de (u,,)




5)Soitn € N et S, = %Z’,Ll Uy

a) Montrerque Vn € N*onal —%(1 - (
b) Déterminer alors lim S,
n-+oo

Solution :
1) Par récurrence
Pourn =0, Uy =0 alors 0 < uy < 1. (0k)

Soit n un entier naturel donné tel que 0 < u, < 1 etmontronsque 0 < u,;1 <1

1 _ 1+ . {1+
OnaOSunSlalorslS1+unS2doncE< zu"S1a|nS|OS %<1

Etparsuite0 < uy <1
Conclusion:Yn € Nona0<u, <1

2 2 _ l4uy 2 1+up—2ui _ 1
Uupy —up = > —un—T—(l—un) 5t un)20car

Et comme u, = 0, Vn € Nalors u,,; = u, ainsi (u,) est croissante

3) (u,,) est croissante et majorée par 1 donc elle est convergente. Soi

Soit fix — /h;—x, f est continue sur [—1, +

Unsr = f(Un)
u, €1 =[0,1],vneN
(uy) converge versl € 1
f est continue sur I

Alors f & = =lle2l-1-1=0ol=1oul=

Etcommel € [0,1] doncl =1

Pourn=0;1— 0=1et(§)°=1doncos1—uos(%)0. (0K)

. . , 7\ n\n+1
Soit n un entier naturel donnételque 0 <1 —u, < (5) etmontronsque 0 <1 —uyyq < (5)

n n+1
Onal—u, < (%) donc%(l —uy) < (%) etcomme 0 <1 —1uyq < %(1 - Up)

1)n+1

Alors0<1—u,q < (E




n
Conclusion:¥Yn €N ona0<1—-u, < (l)

2
[1—u,| < (%)n

c)ona Alors lim u, =1

n
lim (l) = 0.car %E 1-1,1[ note

n—-+oo

nk
5)a)Onal-— (E) Sup<1alorsYp_,1—

2

n

k=1




