Lycée pilote de Tunis
-

Sujet de révision Ternminales Mathe
(@) temps nécessdire 3 K
v

Mr Ben Regaya. A + éléwents de corrections www.ben-regaya.net

Exercicel « déplacements & antidéplacements »

7 A T
Le plan est orienté dans le sens direct, ABC est un triangle rectangle en A tel que (CA, CB ) = 3 [271'] et O le milieu de

[BC].
L.

a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui transforme O en A et B en C.

b) Montrer que f est une rotation. On note [ son centre.

¢) Donner une mesure de chacun des angles (ﬁ, E) et (E,ﬁ) . Déduire que [ appartient au segment [AB]
et que I est le barycentre des points pondérés (A, 2) et (B, 1).

V4
a) Soit r la rotation de centre C et d’angleg . Caractériser ’application f or.

b) On note C’ I'image de C par f. Montrer que les points O, I et C’ sont alignés.
Soit g I’antidéplacement qui transforme O en A et B en C.
a) Déterminer les images des droites (OI) et (OA) par g.

b) Donner la nature de g et ces éléments caractéristiques.

Exercice2 « Dérivations & fonctions réciproques »

Soit f la fonction définie sur [2, +oo[ par: f(x)=[1— sin(zj .
\} X

1.

a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 2.

b) Etudier les variations de f puis tracer sa courbe ¢ dans un repére orthonormé du plan.

a) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur J = [0, 1[ .

b) Construire la courbe ¢’ de g dans le méme repere que €.

a) Déterminer g '(g] .

1 1) )
b) Montrer que — est dérivable sur J puis vérifier que Vxe J; (—J (x) =
8 Vs

8 \/2—x2 '

1< 1
Soit u la suite définie pour n entier naturel supérieur ou égale a 2 par u, = — Z g )
n n+
k=0

. I . . n+l1 1 n+l (1
a) Montrer que pour tout 7 entier naturel supérieur ou égale a2 ; —g 2— <u,<——g| — |-
n n n n

b) Déduire la convergence de la suite u vers un réel que 1’on calculera.

1
ﬂ\/2—x2

Soit & la fonction définie sur [—1, 1] par h(x)= et H la primitive de & sur[—l,l] qui s’annule en 0.

a) Prouver que H est impaire.

b) Montrer que pour tout x de [0, 1[ ona:1-4H(x)= %
g(x

¢) Etudier les variations de H puis construire sa courbe d autre repere orthonormé.
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Exercice 3 « Dérivations & fonctions réciproques »

X .
] ) o f(xX)=—/—— si0=<x=<2
A- Soit la fonction f définie sur [0, 2[ par : 2x—x2

f(0)=0
1. a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en zéro.
b) Etudier les variations de f sur]O, 2[ .

2. Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur [O, +oo[ .

3. a) Montrer que pour tout x € [0, 2[ Cf(x)=>x.

b) Tracer dans un méme repere orthonormé, les courbes représentatives et {’ de f et g .On précisera la demi

tangente au point d’abscisse zéro.

4. Soit n un entier naturel non nul.
S 1 . .
a)Montrer que I’équation f (x) = — admet dans [0, 2[ une solution unique ¢y, .
n

b) Montrer que la suite ( ¢, ) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.

¢) On désigne par [ la limite de (¢, ).Montrer que f'(/) = Oet déduire la valeur de/.

B- Soit h 1a fonction définie sur :lO,Z par: h(x)= L _ f(2cos?x).

20 sin(2x)

/4
1. a) Montrer que pour tout x € |0, 5{ ,ona: h(x)= —cot(2x).

T
b) Montrer que A est une bijection de :|O, E{ sur R. On désigne par ¢ sa fonction réciproque.

c) Calculer ¢(0),¢@(1)et lalimite de ¢ quand x tend vers +oo.
1

2. Montrer que @ est dérivable sur R et que pour tout réel x, ona @'(x) = ———.
2(1+x2)

3. Montrer que @(x)+ (o(l) = 3%1’ pour tout x € ]O, +oo[ .
X

1 2n
4. Soitu, =—— k).
" n+1kZ=,:l k)

a) Montrer que, pour tout n € N,ona: ¢@(n)< u, <¢@(2n).

b) En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.
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Exercicel
1. a) OA=0C et(a,@)z %[27[], donc OAC est équilatéral de plus OA = OB (Car ABC rectangle en A).
Donc AC = OB # 0. 1l existe donc un unique déplacement f qui transforme O en A et B en C.
b) (ﬁ, TC)E (@,R)E V4 +(§, a)[%z] = 2?7[[272'] . Donc f est une rotation d’anglez?ﬁ .

¢) Comme (I0) médiatrice de [BC ] alors (E, E)E %(E, E‘)E %[ZE] ou bien
— = 1= —\ R o . ==\ 7
(IB, IO)E E(IB,IC)E §+ 72'[272'] le deuxieme cas étant impossible donc(IB, IO) = 3[27[].

A étant I’image de O par f alors (E,ﬁ) = 2%[27[] .

3 3 [271'] = 71'[271'] .Donc I appartient au segment [AB].

Al_AL_1

cosAIC = c Bl —E:>IB =2JA.Commel € [AB]alors IB=-2IA<2IA+IB=0c¢t par suite [ est

le barycentre des points pondérés (A, 2) et (B, 1).
a) f orestun déplacement comme composée de deux rotations I’angle de ce déplacement est 7 donc f o r est
une symétrie centrale et comme f o r(A) =A== for=S,.
— — e\ (e — — 2
b) (IO, IC') = (10, IC)‘F(IC, IC')[zﬂ] = (10, IC') = % +?ﬂ[2ﬂ] = 7[[27[] .Donc les points O, I et C’
sont alignés.
. a) Ou 0act qu wne (dométrie condenve (' orthogonalcts,
(OI) 1L (OB) etg(O)=Aet g ((OB)) = (AC) donc g ((OI)) est la droite perpendiculaire a (AC) passant par
A.Donc g ((OI)) = (AB) .
On sait qu’un antidéplacement échange les mesures des angles orientés en leurs opposés.

Ona (@,54) = —%[27[] etdonc si A’ = g(A) alors (E, H) = 2?”[271'] mais comme

(AC.0A) E%’”[zﬁ] Doi g ((0A))=(04).

b) g est un antidéplacement med [OA]# med | BC|alors g est une symétrie glissante, & exiote douc ane drocte
Aunique et an seul vecteun U divectear de A tele que g =S, ot. =1,

g(B) =C donc le milieu O de[ BC]est un point de la droite A.

A=g(0)=t.2S,(0)=t.(0)=u=0A.

t.oS

Finalement g = S( 10) °Tai =157 °(a0) -

o Lyglsl_deolye g8
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Exercice2

f1a fonction définie sur [2, +oo[ par: f(x)=|1- sin(ﬁJ .
\l X

1.

a) Dérivabilité de f a droite en 2.

1—sin(ﬂj
o FW-FO) L f@-f@) x)_

2" x=2 2t x=2 x—2t xX—

- 2
festdérivable a droiteen 2 et f,(2) = TJ_ .

b) Variations de f puis tracage de € .

(
uix—1- sm(—j est dérivable sur [2;+o0 et Vx> 2; u(x) > Odonc f = Ju est dérivable sur |2;+00 et
x

Z cos (”J \/l—sin(”j\/1+ sin [”j
flo=—= - 2;[2 al oz 2;[2 /1+sin(%}
2 n (ﬂj 1—sin (”j
X X

2
1—s1

Calculons lim f(x).

X—>+0

lim Z=0= lim sin(5j=oet donc lim f(x)=1

X—>+0 X X—>+00 X X—>+0
fest donc strictement croissante sur [2; +oo[ et elle est a valeurs dans [O; 1[ . Voir courbe ci-dessous.
a) Montrons que f admet une fonction réciproque g définie sur J = [0, 1[ .
fest continue et strictement croissante sur [2; +oo[ donc fréalise une bijection de cet intervalle sur son image
[0;1[ , par suite f admet sur [2; +oo[ une fonction réciproque notée g définie sur J = [0, 1[ .

b) Construction de la courbe ¢’ de g dans le méme repére que £.

Compléter la figure.

a) Calcul de g '(%} .

NG
=

Vérifier que f(6) =
_] !
/o

b) Dérivabilité de l .

8

Remarquons que g est a valeurs dans [2; +oo[ , donc g ne s’annule pas sur [O; l[ .

fest dérivable sur [2; +oo[ et f 'ne s’annule pas sur cet intervalle alors g est dérivable sur[O; 1[ et pour tout x




réel de ]0; 1[ ; (é] (x)= (;‘Zc()x))z avec x= f(y).

-1 -1 -2
Donc( J( )= = = .
8 DAV G ) \/ (ﬂ'j \/ . (ﬂ'J
y°——= |l+sin 7, |1+ sin| —
2y° y y

Or x= l—sin[zj@xzzl—sin[ﬂjﬁsm[ } 1-x* Dou[ )(x)——z.(Vérifierquece
y y y g aN2-x*

résultat reste valable pour x = 0).

n+1 1
a) Pour 7 entier naturel supérieur ou égalea2; —g ( ) <u,

1 1 1
Onal0<k<neon<n+k<2n= 0<—=< <—=<1.0r g est strictement croissante sur[O;l[ alors

2n n+k n

g(Zlnj<g(nj—kj ( j:Zg( j<nu <Zg( ]@(n+l)g(%)£nunS(n+1)g(%j.

Finalement n_—l—l g [L] <u, < n_—l—l g (l)
n 2n n n

b) Convergence de la suite z et sa limite.
1 +1 (1
Ona—g( jﬁunﬁn—g(—]
n 2n n n

lim i = lim l—Oet llm g(x) 2
n—>+0 20 n—o+on

. on+l . 1 . . o
lim —— lim 1+ —=1. Donc par comparaison la suite u converge et sa limite est 2.
n—>+w  p n—>+o n
a) H est impaire.

Si x est dans [—1; 1] alors —x est dans [—l; 1] . Posons #(x)=H(—x)+H(x).
t est dérivable sur [—1; 1] et t'(x)=—H '(—x)+ H '(x) = —h(—x)+ h(x) = Ocar h est paire.
Alors t(x)=t(0)=H(0)+ H(0)=2H(0)=0= H(—x) =—H (x) et H est impaire.

b) Pour tout x de [O,l[ona: 1—4H(x)=(i.
g(x

Ona h(x)z—%(é} xX)=>Hx)= 2g1(x) +c ;ceR.

Or g(0)=2 donc H(0)= 0 et par suitec = l = H(x)= -l +— ! =1-4H(x)= i .
4 2g(x) 4 8(x)

¢) Variations de H et courbe.

H'(x)=h(x) > Oet lin% H(x)= % . Compléter ce qui reste.
x—




Exercice 3

1. a x>0;f(x)=

al = ! etdonc lim f =0= f(0) ; festalors continue en 0.
2 2 0

xx,|==1 ——1
X X

f_ 1 f )

etdonc lim

Pour x>0 =
x o 2x—x? -0 x

=+ donc f n’est pas dérivable a droite en 0.

b) fest dérivable sur ]0, 2[ (2x—x*=x(2-x)>0 sur]O, 2[ ).

\V2x—x" —)62_72x2
vxel0.2] Fix)= 2M2x-x _ a

= > 0. f étant continue sur [O, 2[ et

2x-x (2x—x2)\/(2x—x2)

Vx e ]O, 2[ , f '(x) > Oalors fest strictement croissante sur [O, 2[ .

2. festcontinue et elle est strictement croissante sur [O, 2[ donc elle réalise une bijection de [O, 2[ sur

f ([0, 2[) =R,. f “existe définie sur R , .

2 2
3. a)Pouer[O,2[,f(x)—xzx(;_ljzx(l— 2x—x ] 1-2x+x _

\/2x—x2 \/2x—x2

- \/2x—x2 (1+\/2x—x2)

x(l—x)2

Je0=x= \/2x—x2 (1+«/2x—x2)

.Donc Vxe[0,2]; f(x)—x=0.




f)=x<=x=0 ou x=1
a) f est une bijection de [0, 2[ sur R,. Pour n

o oo
entier strictement positif, — € R, donc
n

I’équation f(x) = l admet une solution
n
unique o, € [O, 2[ . Ainsi f (an) = 1 .
n
b) f(a)=letf( )=Lcommef
n n n+l n +1

est strictement croissante sur [0, 2[ alors

a, > a,. etlasuite (an ) est décroissante

comme de plus elle est minorée par O elle
converge.

Soit [ = lim u,On a f est continue sur[O, 2[ et
n—+00 n

1
f(an) = — par passage a la limite on aura f([)=0<1=0.
n

_f(ZCoszx)= L 2cos’x _ I cosx _ 1 cosx
sin(2x)  \Jacos’x—4cos’x  sin(2x) Jsin®x  sin(2x) |sinx|

1

sin(2x)

avec sinx > Odonc

B- l.a) h(x)=

1 COSX 1 2cos*x cos2x
h(x) =— —— = — =—— = —cotan(Zx) .
sin (2x) sinx  sin (2x) sin2x sin2x

b) h est dérivable sur}O, %|: et h'(x)= 2(1+ cotan® (2x)) >0, h est une bijection de }O, §|: sur son image qui est R.

@ = h™" existe définie sur R.

2(0) = x: xe}O,%[@h(x)=0<:>—c0tan2x:0©2x=§+k7r,k , kez@x=%+%”,kez.

T
D’ott (0) == .
ou ¢(0) 1

p(l)=x; xe}O,E[ h(x)=1<:>—cotan2x=1<:>2x=—%+k7r,k , ke Z@xz—%+k7ﬂ,kez.

3

Dol (1) = = .
ou (1) 2

lim ¢(x) :% car lim h(x)=+o0.
x> %

. T . ‘o
h est dérivable sur:|0, —|: et i’ ne s’annule pas sur cet intervalle donc ¢ est dérivable sur R et Vx€eR

1
h(y) 2(1+cot22y)

p'(x)= avec y =@(x)




1
y=¢(x),x€R x=h(y), ye}0,£[©x=—cot2y. D’ouqo'(x)=—2.
2 2(1+x%)
1 . . . 1 (1
3. Posons g(x)=@(x)+@| — |. g est dérivable sur]0,+oo[et g)=9p'x)-—9'|—|=
X X X
1 1 1 1 1
g'(x) = - = - =0.

2(1+2%) & 2(“12} 2(1+2%) 2(1+x7)

X

g'(x)=0,Vxe ]0, +oo[ donc g(x) = cste = g(1)=2¢(1) = Z%r .Donc Vxe ]O, +oo[ ,o(x)+ go(lj = % .
X

@ est strictement croissante sur R. Donc si n <k <2nalors @(n) < (k) < @(2n) et par sommation

2n 2n 2n
Do) <) p(k) <D @2n) < (n+De(n) < (n+1u, < (n+1)p(2n) < @(n) <u, < @(2n)
k=n k=n k=n

lim p(x) = %donc lim o(n) = lim p(2n) = % = limu, ==




