Déplacement —antidéplacement
L’essentiel

Définition
On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les mesures des angles orientés
On appelle antidéplacement toute isométrie qui change les mesures des angles orientés en
leurs opposées
Théoreme
- Une symétrie orthogonale change les mesures des angles orientés en leurs opposées
- La composée d’un nombre pair de symétries orthogonales conserve les mesures des angles
orientés
La composée d’un nombre impair de symétries orthogonales change leés mesures des
angles orientés en leurs opposée
Isométrie Nature
Identité du plan Déplacement
Rotation Déplacement
Translation Déplacement

Symétrie orthogonale

Symétrie glissante

Théoréme

- Laréciproque d’un anti
Théoreme

Remarque
Si [AB] et [C

Conséquences

- Deux déplacements qui coincident sur deux points sont égaux

- Deux antidéplacements qui coincident sur deux points sont égaux

Théoreme

Un déplacement f est parfaitement déterminé par la donnée de deux points distincts A et B et

leurs images A’ et B’. L’angle 6 de f est une mesure de (ﬁ, A’B’)

Conséquences

- Un déplacement d’angle nul est une translation

- Un déplacement d’angle 6 non nul est une rotation d’angle 6

Théoreme

La composée de deux déplacements d’angles 6 et 6’ est un déplacement d’angle 6 + 6’




La réciproque d’un déplacement d’angle 6 est un déplacement d’angle (—8)
Théoreme

La composée d’une translation et une rotation d’angle 6 est une rotation d’angle 6
La composée de deux rotations d’angles 0 et 6’ est

- Une rotation d’angle 6 + 0'si 6 + 0" # 2km, k € Z

- Une translationsi 8 + 8’ = 2km,k € Z

Caractérisation d’un déplacement

Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que AB = CD et AB # 0

fdy=c
f(B)=D

On se propose de déterminer I’unique déplacement f tels que{

Soit 8 une mesure de I’angle de f alors 6 = (Zl—?, Z‘B) [27]

Si0 =2kmk€Z

Alors fest une translation de vecteur 17 et comme f(A) = C alors 17 =
Si6 # 2km,k €Z
Alors f est une rotation d’angle 6 et de centre /
- Siles droites (AC) et (BD) ne sont pas para
médiatrices des segments [AC] et [BD]
- Siles droites (AC) et (BD) sont parallgles alors I

Caractérisation d’un antidéplacement

Soit A, B, C et D quatre points
On se propose de déterminer | que{ F(B) =D
Si les segments les segment édi
Alors f = S, comme est tan idé i coincides suivant deux points
distincts

Sinon

etd’axe A
ectifs de [AC] et [BD]
t comme f(A) = C donc t-o SapA) =C

fA)=c

f(€)=D

Alors f est une symétrie glissante car f o f(A) =D etA # D
{ fof=ty
fef(A)=D

5
- Aestla droite passante par I et de vecteur directeur u

Cas particuliers siB = C c’est-a-dire {

donc 21_1 = AD alors 1_1) = %AD




Théoréme

- >

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, i,j )

Soit f I’application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’d’affixe z’

Alors f est un déplacement si et seulement si il existe deux nombres complexes a et b tel que
zZ’=az+bet |a| =1

Dans ce cas

Si a = 1 alors f est une translation de vecteur % d’affixe b

Si a # 1 alors f est la rotation de centre w d’affixe :—a et d’angle 6 = arg(d

Remarque

1) La translation de vecteur u daffixe b 2 pour écriture complexe z' =z + b

2) La rotation de centre 2 d’affixe w et d’angle 8 a pour écriture com

Comprendre

Exercicel
Soit ABCD un rectangle de centre O tel que (AB ,

1) Déterminer les isométries qui transforment le segment
2) Déterminer les isométries qui tran iangle en le triangle BCD
Correction
AD = BC
nona{’/ 7

falors @ = | AD,B ) = 0[2n] donc f = t- et comme f(A) = C alors

Soit 6’ une mesu l’angle de g alors ' = <AD,C B) = [2m] donc g est une symétrie centrale

Et comme g(A) = C et O est le milieu de [AC] alors g = S,

On a[AB] et [DC] on la méme médiatrice 4 donc h = S, ( deux antidéplacements qui coincident
suivant deux points distincts )

On a [AC] et [BD] n’ont pas la méme médiatrice donc k est une symétrie glissante

Soitp =k o S(AD)

@ est un déplacement (la composée de deux antidéplacements)

Et comme @(A4) = g(A) = C et (D) = g(D) = B donc ¢ = g comme étant deux déplacements qui
coincident suivant deux points distincts et par suite

le=So°Sapy = Scon °Scop °Scan) = Scon ° t, 5 = Son ° L5,

or DC est un vecteur directeur de (OI) donc (0) est I’axe de k et DC est le vecteur de k




2) Soit 1 une isométrie qui transforment le triangle ADB en le triangle BCD alors ([AD]) = [BC]
Car v conserve les distances ainsi Y(B) = D

Y([AD]) = [BC]donc Y = fouyp=goup=houyp =k

Etcomme (B) # D ,g(B) =D ,h(B) =A#Detk(B) #D

alors g est I’'unique isométrie qui transforment le triangle ADB en le triangle BCD

Exercice2

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i,J ) On considéré les points
- _ iz _3,.V3
A(a—l),B(b—eS) etC(c—2+l 2)
1) Montrer que OACB est un losange
2) Soit fI’application du plan dans lui-mé&me qui n’a tout point
21
M(z) Associe le point M'(z') tel que z' = e '3z + Z + i?
Et Soit g I’application du plan dans lui-méme qui n’a tout point

21
M(z) associe le point M'(z") tel que z' = e”"3Z + % + i?

a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
)

b. Donner une mesure de (AO, AB) puis déduire la d

c. Montrer que g = f © S(40). En déduire la nature et les

Correction
Aff (oZ) =1.

> 3
Aff(BC)=zC—zB=2
0A=|ZA|=1d
OB=IZB|=1

1)Ona C et comme 0, A et B ne sont

pas alignés et {

eta+1

= 1letd’angle 6 = arg(a) = —§[2n]

Soit M (z) un point du plan M;(z,) = S(O 7) M)etM'(z") = f(M,)
Zl =7

Ona _i2r 3 y3donc’' =e”
2 =e z+s+i

2_ 3, .3 _
3Z+E+l7' alors g _f°S(A0)-

Donc g = SaB ° S(04) ° S(04) = S(ap)




Exercice3

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct. On place, dans ce repere, les points A
d’affixe 1, B d’affixe b ol b est un nombre complexe dont la partie imaginaire est strictement positive.

On construit a ’extérieur du triangle OAB, les carrés directs ODCA et OBEF comme indiqué sur la
figure ci-contre. E

1) Déterminer les affixes c et d des points C et D. / \\
/// \
/
/ e
//

a. Déterminer I’écriture complexe de 7. ’<
0

~°
D

2) On note r la rotation de centre O et d’angle.%

b. En déduire que I’affixe f du point F est ib.

s
\ \
N AN
c. Déterminer ’affixe ¢ du point E. \

3) On appelle G le point tel que le quadrilatere OF G Doit
un parallélogramme. Démontrer que I’affixe g du point

estégalea i(b — 1). v
4) Démontrer que i_;z = i et en déduire que le tria ctang isocele

Correction
1) c=1—ietd=—i
2) a.r est’application d i nt M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z’

OF donce=b+ f =b(1+1)
ammealorsm=ﬁ+0_l))doncg=f+d=ib—i=i(b—1)

i(1-ib)
T 1-ib
{ GC = GE
insi{ (72 ~ g\ 7 et par suite le triangle EGC est rectangle et isocele
(GC,GE) =Z[2n]

:idonce—gzi(c—g)=€i§(c—9)




S’entrainer

Exercice4

- -

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i,j ).Soit f ’application du plan dans lui méme
!
. . . . , , =1-
Qui n’a tout point M (x, y) associe le point M'(x’, y") tel que {;, —14 i

1) Caractériser f

2) Soit= f o S(O-g) .
L1
a. Déterminer I’expression complexe de g

b. Montrer que g est une symétrie glissante que 1’on caractérisera
Exercice 5
Le plan est orienté dans le sens direct .Soit ABC un triangle équilatérs

(ﬁ, A_C') = Z[2n] et € son cercle circonscrit.Soit I le milieu de [AC] , O

rotation de centre B et d’angleg

1) Construire le point E = R(A) puis montrer que ACBE est un lo

2) La perpendiculaire a (BC) passant par B coupe

3) Soit M un point de I'arc orienté AB\{A, B} et soit

a) Montrer que R(N) =M

b) Vérifier que MA + MB = MC

4)La droite (BI) recoupe le cercle C en D .Soit

a) Montrer qu’il existe un unique [ eCenAetFenB
b) Caractériser f

5) Montrer que les points A,

S’approfo

Exercice6

orthonormé direct (O, i,J ).Soit f I’application du plan dans lui méme
. : x'=1-y
U ! I
associe le point M'(x', y") tel que {y, —14x
1) Caractériser
2) Soit = f o S(o,_i)) '
a. Déterminer I’expression complexe de g

b. Montrer que g est une symétrie glissante que 1’on caractérisera
Exercice 7
Le plan est orienté dans le sens direct.

Soit ABCD un carré direct de centre O, E = Sp(C), Ile milieu [AD] , ] le milieu [AE]
Et k le milieu [AB]

1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui transforme E en C et D en B.




b) Caractériser f
2) Onpose g =tgzof . Déterminer g(D) et g(E) puis caractériser g
3) Soit ¥ = fog . Déterminer W(E) puis caractériser ¥
4) Soit h = S(pk)og
a) Déterminer h(D) et h(E) puis montrer que h est une symétrie glissante
b) Déterminer les éléments caractéristiques de h
5) On pose ¢ = Sgpyof ~*
a) Vérifier que f~! = S(ag)0S(ap)
b) Montrer que ¢ est une symétrie glissante dont on donnera la form
c) Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que (M) = f~1

Exercice 8
Le plan est orienté dans le sens direct.

Soit ABCD un carré direct de centre O, E = Sp(B) , F = Sp(A) , 1
et, Kle milieu [AE]
1) a) Montrer qu'il existe un unique déplacement f qu

b) Caractériser f

On désigne par Ry)R,, R; et R, les rotations d’angle %
et de centres respectifs 04,0,,05 et 0,

1) a. Déterminer R, o R1(A) , R3 © R,(B) et Ry o R3(C)

b. Montrer que les trois isométries R, o Ry , Rz o R,
et R, o R; sont égale a une isométrie f que 'on
caractérisera.

2) a. Montrer que R; ° R,(0,) = R,(0,) et déterminer
f(01)




b. Montrer que f(0,) = 0, puis déduire la nature du quadrilatére 0,0,030,
3) Soit 4 la médiatrice de [AB]. Onpose g =R, 0 S,

a. Déterminer g(A) et g(0,).

b. Montrer que g est une symétrie glissante

c. Construire ' = g(w) . Déterminer les éléments caractéristiques de g

Exercice 10

Soit ABC un triangle rectangle en C tel que (CA , CB) = E[Zn] et soit r la rotation de centre A

et d’angle% . On désigne par E = r~1(B), D = r(C) et | le milieu de [D
1)a. Montrer qu’il existe un unique déplacement ftel que f(4A) =D et f
b. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f
2) Soit g = for
a. Montrer que g est une translation
b. Soit F = g(E). Montrer que f(B) = F et en déd
c¢. Montrer que les points C, A et F sont aligné
3) Soit G = to 0))
a. Montrer qu’il existe un uniq
b. Montrer que ¢ est une sy

Exercice 11

lacement qui transforme 'ensemble {4, B, D} en {B, C, D} et tel que
SA) =cC

a. Déterminer I'image du segment [BD] par S
b. En déduire que S est la symétrie orthogonale d’axe (BD)

3) Soit g un antidéplacement qui transforme I'ensemble {4, B, D} en {B, C, D} et tel que
gA)=D

a. Montrer que g(D) = B

b. Caractériser g




Correction des exercices

Correction4
Soitz=x+iyetz' =x"+1iy
DOnaz' =1-y+i(l+x)=1+i+i(x+iy)=1+i+iz
' a=1i _
z estdelaformeaz+bavec{b — 14 la] = }eta =1
Donc f est la rotation de centre I d’affixe :—a = 1—2 =i et d’angle 8 = arg(a) = % [27]
2)a. Soit M(z) un point du plan M;(z;) = S(o —3) M)etM'(z") = f(My)
N
Z1=2 I . , .. N .
Ona {Z, —iz 41+ idonc z' =iz + 1+ i alors g est ’application du plan dans lui-méme qui a tout
point M d’affixe z associe le point M’d’affixe z’ tel que z' =iz + 1+
b. g est un antidéplacement (la composée d’un déplacement et d’un antidéple
Soit g(0) = 01 et g(0,) = 0, donc zp, =1+ietzp, =i(1—i)+1+
ge°g(0) =0, et 0 # 0, alors g est une symétrie glissante de vec
og=t - N -
D’une part {g 909 alors 2u = 00, donc
D’autre part g(0) = 04 donc I le milieu de [004] aj
Et de vecteur directeur u (}) alorsd:x —y+c=0etc

Ainsid:y = x

Correction5

1) R(A) = E donc {( 5=

3)a. Soit R(N) = N’

_ ’
R(C) = 4 CN = AN

Ona {R(N) N donc {(C_ﬂ;{’) = g [27]

Et comme
D’une part CN = AM




BC, BA) =—[2m]

Car M et B appartiennent a AC
AN' = AM

P

Ainsi {(CN,AN’) _ (CN,AM) [27] ilenrésulte N =M

BN = BM

b. R(N) = M donc {(BN, BM) _ %[Zn] alors le triangle BNM est équilatéral donc BM = MN

Et comme N € [MC] donc MC = MN + NC = AM + BM

BC = CF
BC = AB

f(F)=Betf(C) =4

4)a.On a { donc CF = AB or AB # 0 alors il existe un unique de

DC = DA car D € (BI) lame

Et comme f(C) = A et s = =
(DC,DA) =n+ (BC

alors D est le centre de f
5) D’un part on a C est le milieu de

] est un diametre donc ABD est

Fitie+iy)=1+i+iz
a=1i _

14 Jal=1eta#1
b 1+

centre I d’affixe Pk i etd’angle 6 = arg(a) = %[27‘[]

2)a. Soit M(z) oint du plan M;(z,) = S(o —;) (M) etM'(z") = f(M,)
, L
Z1 = Z
Ona{z, =iz +1+
point M d’affixe z associe le point M’d’affixe z’ tel que z' =iz + 1+
b. g est un antidéplacement (la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement )
Soit g(0) = 01 et g(0;) = 0, donc zp, =1+ietzg, =i(1—)+1+i=2+2i

g°g(0) =0,et0 # 0, alors g est une symétrie glissante de vecteur u et d’axe 4
gog = t - - - N
D’une part { 24 alors 2u = 00, donc Aff (u) =1+
P ge g(O) = 02 2 ff( )
D’autre part g(0) = 0, donc I le milieu de [00;] appartient & 4 ainsi 4 est la droite passant par [

1 e — 11 _
1) alors A: x y+c—Oetcommel(z,z)eAdoncc—O

idonc z' =iz + 1+ ialors g est I’application du plan dans lui-méme qui a tout

5
Et de vecteur directeur u (




Ainsid:y = x

Correction7
ED = DC
CB =DC
telque f(E)=Cetf(D)=B

b. Soit & une mesure de I'angle de f alors

1)a.On a { donc ED = CB et comme CB # 0 alors il existe un unique déplacement f

0= (ED,CB) =r+ (CD,CB) = —§[2n] 6 + 2km, k € Z alors f est ur(tation d’angle %

Soit w le centre de f

(AD) est la médiatrice de [EC] et (AC) est la E
médiatrice de [BD]

Donc w € (AD) n (AC) alors w = A ainsi f =

(o)
2)Ona {t{(?;)==BA donc g(D) = A
BA

f(E) =C.
tB_;l(C) = D car ABCD est un

g est la composée de deux

™

;] — _ Vs
o' = _E+0 = —5[271'] .
Soit w' le centre de g

{g°g=5w,

gog(E) = le milieu de [AE] ainsi g = r(,

)=

déplacements donc i est un déplacement d’angle

> Alors 1 est une symétrie centrale

Soit "' le centre.de y comme Y (E) = B alors w" est le milieu de [EB]

Ona {E_l,) = D_,C donc ED = AB et comme [ est le milieu de [AD] donc I est le milieu de [EB]
DC = AB

Ainsip = S;
4)a.Ona {K est leorgil:iegBde[AB 1 done (0K) est la médiatrice de [4B] alors Sory(A) =B

{ gD)=A

Scory(A) = B donc h(D) = B




On a ABCD est un carré et (OK) est la médiatrice de [AB] alors (0OK) est la médiatrice
de [DC]

{ g(E)=D
Scoxy(D) =
h estla composée d'un déplacement et un antidéplacement don h est un antidéplacement
supposons que h = S, alors A est la médiatrice de [DB] et [EC] donc (DB)//(EC) absurde

c donc h(E)=C

Ainsi h est une symétrie glissante . Soit h = tooSy =S80t

b {h(E)=C.
" D est le milieu de [EC]

-

donc D € A et comme h(D) = B alors { u = DB
(DB)

(AE) n (AD) = {A}

5 a. (A_;,\AE) = %[27‘[]

donc S¢ag) © Scap) =T (A, g) =f!

b. ¢ = Sp) °S(ap) ° Scap) =t 2. © S(ap)

(AE)//(DB)
car{ A € (AE). d
O est le projete orthogonal de A sur (DB)

Alors ¢ = tpots o Stap) = too° Scok) car ts

Et comme AD est un vecteur directeur de (0OK) alo st lewvecteur de ¢ et (OK) son

axe

unique déplacement f
tel que f(E) = fA)=¢
b. Soit & une mesure de I'angle de f alors 6 =

(EA,BC) =+ (BA,BC) = g [27]

6 # 2km, k € Z alors f est une rotation
d’angle %

Soit w le centre de f




(AD) est la médiatrice de [EB] et (DB) est la médiatrice de [AC]
Donc w € (AD) n (BD) alors w = D ainsi f = r(D z)

2

2)a. {f A =C Gonc g(4) = C

SC(C) =C
g estla composée de deux déplacements donc g est un déplacement d’angle 8’ = + % =
—3 [2n]
Alors g est une rotation d’angle —%
BA = BC

Onag(A) =Cet {(BA, BC) _ _2[27{] donc B est le centre de g ainsi

gA)=c¢
fe)=4

h est la composée de deux déplacements donc h est un dépl @.

b.Ona { donc h(A) = A

gznpﬂ

Yoyp(B) =E
Ve =ty

D’autre part y(B) =D et O ili 0 € A alors A est la droite passant

D’une part {

par O et de vecteur directeur insi effet dans le triangle ABD on a O est le
milieu de [BD]

etlestlem onc AB =210
4) supposon ors 4 est la médiatrice de [DF] et [EC] donc (DF)//(EC)

glissante. Soit ¢ = tooSy=S5p0t>
D’une part
Ona {E_’fl = Af donc EA = DC et comme I est le milieu de [AD] donc I est le milieu de [EC]
DC = AB
Orp(E)=CdoncleA
@(D) = F et ] est le milieu de [DF] alors J € 4 ainsi 4 = (I])
D’autre part

{D € (1))
o) =F

5) ¢ o est un déplacement (la composée de deux antidéplacement )

> -
alors u = DF




{(p"ll)(B) =F Alors I'angle de ¢ o i est (BD,FC) = nt[2m] car {Df = A_l,) donc DF = BC
e (D) =C AD = BC

Ainsi ¢ oy est une symétrie centrale et comme ¢, (D) = C
alors 2 le milieu de [DC] est le centre de ¢,

Correction9
01A = OlB 02B = 026

—

1)a.On a {(01231 ) _ g[Zn] donc R,(A) = B et (023 0.¢ ) - E[Zn] donc R,(B) =C

Ainsi R, ¢ R;(A) = C de méme on prouve que R; o R,(B) = Cet Ry o R3

b. R; * R; etla composée de deux rotations d'angles ~ et comme =+~
est une symétrie centrale pour tout i et j de {1,2,3,4}

Or R, o R (A) = C et w estle milieude [AC]donc R, o R; =S
oRz—S etR4°R3—S

2) a. R3 °© Ry(01) = Ry ° R1(0;1) = R,(0,) donc R3(R2
R,(0,) alors R,(0,) = 04

car 03 est 'unique point invariant par R; ainsi fi
R;(01) = Ry(01) = 03

b.Ry 0 R3(0,) = R3 ° R,(03) =
R3(02) a|OI‘S R3(02) = 04

car 0, est 'unique point inv:
R3(02) = R3(0;) =0,

c. D'une part f(0,) =

, donc w est le milieu de [0,0,] alors 0,0,050, est un

E—

(0201, 0203) = E[Zn] et par suite 0,0,050, est un

absurde
Ainsi g est une symétrie glissante.
C. SO|tg = t;OSA =SA Otl_l)

g(4) = C et w est le milieu de [CA] donc w € 4 et comme ¢ (w) = @’

N -
alors u = ww' et 4 = (ww")




Correction10

1)a. On a AC = AD et AD # 0 alors il existe un unigue déplacement f tel que

f(Ay=Detf(C)=A4

b. Soit 8 une mesure de I'angle de f alors

B

0= (AC,DA) =7+ (AC,AD) = —g [27]

6 + 2km, k € Z alors f est une rotation d’angle —%

Soit w le centre de f
On a f o f estune rotation d’angle r donc f o f = S,

et comme f o f(C) = D alors w est le milieu de [CD]

ainsi w = I il en résulte f est la rotation d’angle —g etde

centre I
3) a. g estla composée de deux déplacements
donc g est un déplacement d’angle
T

g— 3= 0[2r]Alors g est une translation et

b.g(E)=Fdonc for(E)=F

f(C)=A4
c. Ona{f(B) =Fdonc(

sont colinéaires ainsi les poi

étrie glissante. Soit ¢ = tooSy =50t

le milieu de [CD] donc I € 4 et comme @(I) = G alors u=1IGetd = (Ie)




Correctionl1

1)a.Ona{

AB = AD
(AB, AD) =Z[2n]
équilatéral alors AB = BD et comme AB # 0

Donc ABD est un triangle

Alors il existe un unique antidéplacement f tel que f(A) = B et
fB)=D
b. fof(4A) =D et A=+ D doncfestune symétrie glissante.
SO|tf= tZOSA =SA°t1_l.)
o =t - N - N - -
T°7 =15 alors 21 = AD donc & = LAD = AJ
°of(A)=D 2

D’une part f(4) = B et I est le milieu de [AB] donc I € 4
D’autre part f(B) = D et O est le milieu de [BD] donc 0 € 4

Ainsi 4 = (0I)
c. Soit D'l'image de D par f

On a ABD est un triangle équilatéral direct donc f
BDD' est un triangle équilatéral indirect
Ainsi D' = C et par suite f(ABD) = BDC
) =4B, D} ainsi S([BD]) = [BD]

S = S(BD) ou S = S(AC)

ux points distincts sont égaux

D’autre part f(D) = B et O est le milieu de [BD] donc 0 € 4
Ainsi 4 = (0))







