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Exercice 1:Q.C.M.

Choisir la ou (les) bonne(s) réponse(s).

1) L’ensemble des points M(z) tels que |z|=z est:
a)une droite  b)un cercle, c)une demi droite.

2) 'ensemble des points M(z) tels que |z|=z+7 est
inclus dans :

a)un cercle  b) une demi-droite c)deux droites

a) un demi-cercle b) une droite c)une demi-droite

3)Si |z|=\2 alors a) z= 2. p) Ez\/__z : C)E:ﬂ
z’ z 2z
T

7)Si z est un nombre complexe non nul d’argument g

alors un argument de iz est

a)% : b)% : ¢) /3
8)Un argument de ( 1+i)%'° est

a) -% ; b)-3§ ; c) W
Exercice 2

Répondre par Vrai ou Faux en justifiant votre réponse
soient a=1+iV3 et b=+2 (1+)

a) il existe un entier n non nul tel que a" est réel

b) il existe un entier n non nul tel que a" = b"

c) il existe un entier n non nul tel que a" =1

d) il existe un entier n non nul tel que a" est
imaginaire
Exercice 3:
Soit Z = =420 gy 7 =

2iz—1 2

1)Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que Z soit
réel.
2)Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que Z soit
imaginaire.

3)Déterminer 'ensemble des points M(z) ; |Z | =%

Exercice 4:

Soit Z=1-\[3+i(1+/3)

1)Ecrire Z2 sous forme algébrique
2)Déterminer le module et un argument de Z2
3)Déduire le module et un argument de Z

n LT
4)Donner les valeurs exactes de cos.~ et sing5

12 12
Exercice 5 :
Déterminer 'ensemble des points M(z) ; tels que :
a)arg(z-2i) = 7 (2r) ;b)arg(z-i) = -5 (2n)

c)arg (z-2i) = arg (-z) (2n),

flarg(z-1+i) = arg(-z+1+i) (2n)

d)|z-2i|=| z+i|, e)z+i)(z-i)=9
g) z= 1-2i + 4(cosa. + i sina. ) ou [0, 7]

Exercice 6
1) Déterminer le(s) nombre(s) complexe(s) z
vérifiant {lz — 2=l

arg(z) = arg(z+ 1+ 2i) [2m]

Il) a et b deux nombres complexes non nuls.
Mque arg( a )= 2arg(b) [2n] < ab? € IR}
Exercice 7:

5
Soit z=1-i ; z,= 1-i\3 etZ = j—i

2
Ecrire sous forme exponentielle les nombres
complexes z4, z, et Z. Déduire les valeurs exactes

de cosZ etsin £

12 12
Exercice 8:
_ iz
On pose Z= —

Déterminer et construire les ensembles suivants
E={M ( Z) tque |z]=1}; F={M (z); Z* < O}

Exercice 9:

Z étant un nombre complexe ¢ IC — IR

1°)M (2), B (%), C (z3) sont trois points distincts.
Déterminer I'ensemble des points M du plan pour
que le triangle MBC soit rectangle en C.

2°) Déterminer I'ensemble des points M(z) pour
que les points A(1), M(z) et M'(1+z2 ) soient
alignés

Exercice 10:

1°) Soit ¢ un réel de [-n, = ] et z le nombre

complexe défini par: z =% [sing +i(1-cose )]

Déterminer, en fonction deg, le module et un
argument de z.

2°) ¢ estunréelde] 0, n[.

Déterminer le module et un argument des

. z
nombres complexes:a=z-i & b= —

zZ—1
3°) Dans le plan muni d'un repére orthonormé
direct. Soit les points M (a) et N (b).
Déterminer les ensembles décrits respectivement
par les points M et N lorsque ¢ varie dans] 0, = [
Représenter ces ensembles.

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.
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Exercice 11 :

Soit A= (%J —(1—%]11;11 eIN

1) Montrer que A est un imaginaire pur

n+1
2) Prouver que A =i 3’7 sin%r
Exercice 12:

z4 et z, deux nombres complexes de module 1

(z1+2,)*

Montrer que le nombre complexe est un réel

Z1Zy
positif ou nul
Exercice 13:

Soit E :(1+i) z% - 2(cosB-sinB) z + 1-i =0

avec ee]-g , g[. Z' et Z” sont les solutions de E
1°) Sans calculer Z’' et Z”,

Mque arg (2') +arg (') = g (2m)

2°) a- Résoudre dans C I'équation E.
b- Vérifierque 2’ =-iz'.
En déduire que M” est image de M’ par une symétrie
orthogonale d’axe D que I'on précisera..
Exercice 14:(7points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O, 4, 7v)
On donne les points A(2i ), B(-i) etl(i)

Et l'applicationf:P-{1}->P-{O}
M(z) > M'(Z') tel que : z'=

i+z
1) a) Déterminer I'ensemble des points M(z) tel que Z’
est réel.

b) Déterminer 'ensemble des points M’'(z') quand M
varie sur le cercle de centre O et de rayon 1 privé du
point I.

¢) Montrer que I'ensemble des points M’(Z’) lorsque
le point M varie sur I'axe de réel est le cercle de centre
B de rayon 1 et privé de O.

2) Résoudre I'équation z' = -2z + 2+/3, mettre les
solutions sous forme exponentielle.

3) a) Montrer que les vecteurs OM'etIM sont
colinéaires de méme sens.

b) Soit M” le symétrique du point M par rapport a
'axe des ordonné

Déterminer z” I'affixe de M” en fonction de z.
. —i-z' -1 -—i+z
4) a) Démontrer que —— = — .——=
21—z 2 2i+Z

b) Déduire que (M4, MB ) = (M"A,M'E) (7 )

c) Déduire une construction géométrique du
point M’ connaissant M.
Exercice 15 :
1°) Résoudre dans C, I'équation

(Eo) : 22 - 2iz + 1 +2c0s20 = 0 ol Ge}—g,g{
On désigne par Z’ et z” les solutions de (Ey) telles
que Im(z) < Im(z2”).

2°) Dans le plan complexes rapporté a un repere
orthonormé direct (O, G,\7) ,

on consideére les points M, et M, d’affixes

. . , 4
respectives z; = 2sin@ +z' et z, = 2i+ —.
z

Déterminer et construire 'ensemble des points M;
et 'ensemble des points M, lorsque 6 décrit

[

Exercice 16 :6points
Les questions 1, 2, 3. 4, et 5 sont indépendantes

1) Déterminer I'ensemble des points M(z) tel que
|Z + §| = |z -1

2) Soitz = ,i ; Ge]z,n[ Donner la forme
1+itan@ 2

exponentielle de z

3) On considére dans C I'équation a une inconnue z ,
(E):z2-2iW22z—-2(1+i)=0

a)Résoudre dans C 'équation ( E ).

On désigne par z, et z, les solutions de (E ) ;

(Ré(z) <0)

b)Donner la forme exponentielle de j—:

4) Montrer que si u et v sont deux racines troisiemes de

2T
1+iv/3 alors u.v est une racine troisieme de 4e'
5) Soient A(a) et B(b) deux points du cercle
trigonométrique non diamétralement opposés.
(a+b)?

a) Montrer que le nombre complexe 0 est un réel

strictement positif.
b) Déduire que ; 2arg( a+b) = arg(a) + arg(b) + 2k ;
ke Z

Exercice 17 :TN2012

Soit a un réel strictement positif.

1)Résoudre dans C : z2-(1+i)az+ia?=0

2)Le plan ist_zapporté a un repére orthonormé

(0, u,v).On désigne par A et B les points
direct
d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.
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b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un
carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les
triangles OAP et AQC sont équilatéraux de sens direct.

a) Montrer que I'affixe du point C est a(i + i‘/;)
b) Calculer I'affixe du point Q.

c) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.
Exercice18 :TN2012 Scx:

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
- -

(o, u,v).

On désigne par C le cercle de centre O et de rayon 1
et par | et A les points d’affixes respectives 1 et
a=V3 +i

1)a)Donner la forme exponentielle de a

b) Construire le point A

2)Soit B le point d’affixe b = %

a)Vérifier que bb = 1. En déduire que le point B
appartient a C.

b) Montrer que les points A, B et | snt alignés.
c¢) Construire alors le point B.

3) Soit 6 un argument de b

2v3-3
5-23

—-2v3+2
5-2v3

Montrer que cos 6= et sinf =

Exercice 19:

- >

Soit (0, u,v) un repére orthonormé direct du plan
Complexe P et f I'application qui a tout point d’affixe z ,
associe le point M’ d’affixe z'= 222 A(i) ; B(-i)

1+zZ

1) Déterminer les points fixes de f

2) Mque les points A, M et M’ sont alignés
3) Soit C le cercle de diamétre [OB]
)
)

a) Mque YMeP-{O,B},arg(z')= 2 +(MB, MO) [27]

b) En déduire que si MeC, alors le point M’' appartient
a une droite fixe A que I'on précisera .

¢) Donner une construction du point M’ image d’un
point M de C.

Exercice 20:

1°) Déterminer sous forme trigonométrique les
solutions de I'équation : z3 = 4 V2 (- 1 + ).

2°) En utilisant les racines cubiques de l'unité, écrire
les solutions de cette équation sous formes

algébriques. Deéduire des questions précédentes les
1l inllT
valeurs de cos P & sin P

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.

Exercice 21:
Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé
- -
(o,u,v)f: P-{A(-i)} - P-{A}:M (z) > M'(2);
_1-z
27 10z
1) Déterminer I'ensemble E des points M (z) tels
que Z’ soit réel.

-+|

2) a) Montrer que pour tout z#i, Z+i = —

Z+
b) M que AM.AM’ =/2,
->—> = g

et(u,AM)+(u,AM’)—T(2n)

c) Déterminer I'image du cercle C de centre A et
de rayon 1 par f.

d) Déterminer I'image par f de 'ensemble A-{A}
Ou A:y=x-1

3)Déterminer I'image par f du cercle
trigonométrique.

Exercice 22:

P est le plan complexe. A(1), on considére
I'application :f : P dans P qui a tout M(z) associe le
point M’(z’) tel qur zZ=2z-z2.

1)Déterminer 'ensble des points invariants par f.
2)Dans cette question on suppose que M est un
point deu cercle C(O,1) distinct de A.

a)Montrer que AM=MM’

b)Montrer que le rapprt : % est un réel

c)En déduire que les points A et M’ sont
symétriques par rapprt a la tangente A en M au
cercle C.

3)Résoudre dans IC 'équation E :2z-z2=1+e %

avec ee[-g, g[, on note z, et z, les solutions de

'équation E ; z; étant la solution telle que Im(z4)>0
4)Soient My(z1) et My(z2).

a)Montrer que M, et M, sont symétriques par
rapport a un point fixe que I'on précisera.
b)Déterminer et construire 'ensemble F des points
M; quand Ovarie,

Déduire 'ensemble des points M,.

Exercice 23:

On considére les nombres complexes z, définis
par, pour tout n : zo=1 et z,+1 = (%+i3§)zn et A,
d’affixe z,.

1)Calculer sous forme algebriquez; et z,

2)VnelN, on pose d,= | zn+1-zn|
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a)Vérifier que V21, zou-z,= (%+i5§) (Ze-201)

b)En déduire une relation entre d, et d,., pour n=1 puis
d, en fonction de n et d,
c)Donner une interprétation géométrique de chacun
des nombres d,.

k=n
d)On pose L,=)> A A, ,

k=0
Déterminer L, en fonction de n et la limite de L,
3)Vn, on pose a,=arg(z,) (2n)
a)Quelle est la nature de la suite (an)
b)En déduire a, en fonction de n
c)Pour quelles valeurs de n, les points O, Ag et A,
sont-ils alignés.
Exercice24
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé

direct (o;J, V). Soit 6<[0 ,7]

1°) Soit dans C, I'équation
(Es): 22 —2(1+3€°)z—3+10e° +8e™ =0.
Résoudre (E, ) dans 7.

2°) On désigne par M et N les points d’affixes
respectives z, =3+2e°et z, =—1+4€"°
a)Déterminer 'ensemble des points M lorsque 6 varie.
b)Peut-on avoir M =N ?
c)Déterminer 6 pour que O soit un point du cercle de
diametre [MN].
3°) On considére les points A et B d’affixes
respectives : za =3 + 2ietzg = -1 + 4i.
Extérieurement au triangle OAB, on construit les deux
carres OA /A A et OBBB,.
a) En remarquant que A, est I'image de O par une
rotation de centre A, déterminer I'affixe de A, .
En déduire I'affixe du centre | du carré OA,AA.
b) En remarquant que B,est Iimage de O par une
rotation de centre B, déterminer I'affixe de B, .
En déduire I'affixe du centre J du carré OBB,B, .

c) Calculer I'affixe du milieu K du segment [AB]. A

I'aide des affixes des différents points, calculer les
distances Kl et KJ, ainsi qu’'une mesure de I'angle

(KT @) Que peut-on en déduire ?

Exercice 25

Le plan complexe P est rapporté a un repére

-

orthonormé direct (O ,u , v)

A tout point M d’affixe z non réel, on associe le
point M’ d’affixe z’ = 2z
zZ—Z

1) Montrer que M’ appartient a ( 0, ¥).

2) Montrer que : |z'| = |z — z|. Interpréter le
résultat géométriquement.

3) Soit M un point n’appartenant pas a (0, ).
Donner une construction géométrique de M’
4) Soit M un point n’appartenant pas a (0, u).

a) Montrer que ? =Z,

Z
b) En déduire 'ensemble E des points M pour

lesquels le triangle OMM’ est rectangle en M'.
Exercice 26
Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct
(O,u,v)
1) a) Placer les points A(1), B(j) et C(j?)
2T

ou j=e"s
b) Montrer que ABC est un triangle équilatéral de
centre O.
2) Désignons par | =B*C, K=B*AetL=A*C

a) Caractériser I'antidéplacement f qui envoie
BenCet K enl

b) Définir la transformation ¢ = f~10S,.
3) On désigne par sq, s» et s3 les symétries

orthogonales respectivement par rapport aux
droites (OA),(OB) et (OC) et par r la rotation de
centre O d’angle 2?”
Soit M un point du plan, My = s; (M), M, = s, (M),
Ms = s3 (M).
a) Montrer que M, = r2 (My) et M3 = r(My)
(ou r>désigneror).

b) Prouver que le triangle M;M;M; est
équilatéral lorsque M est distinct de O.

4) Soit

d’affixe z non nul.

M un point quelconque du plan P,

Montrer que les points M4y, M, et M3 ont pour
affixes respectives 7, j%Z et jz,.
5) Soit M4 = S(BC)(M)

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.
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a) Mque le point | est le milieu du segment [M1M,].

b) En déduire que l'affixe de My est Z=-1-2
6) a) Montrer que les points M,, M3 et M, sont alignés
-1+j%z
j7-jz
b) Déduire 'ensemble des points M tels que les
points M,, M; et M, sont alignés.
( Onrappelleque:1+j+j2=0 ,j2=7 etj3=1)
Exercice 27:(6 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (0,01, 0J)
Soit f 'application du plan P \ {1} dans lui-méme qui a
tout point M(z) associe le point M'(f(z)) telle que
flz)=2= =2
1) Montrer que, pourtoutz#1, |z | =1,
2) Soient A et B deux points distincts d’affixes a et b
différents de 1 et tels que f(A) =f( B)
a) Montrer (a—1)(1-b)=(1-a)(b-1)
b) Déduire que les points A, B et sont alignés.
3) Soit a, un réel appartenant a ]0, 2] :
Montrer f(e'® ) =e® .
4) Etant donner un point M du plan d’affixe z# 1.
a) Montrer que si z’ # 1 alors f( z) = f(Z)

si et seulement si est réel.

b) Déduire alors de ce qui
précéde une construction
du point M'(Z’) < L
puis le placer sur la figure s
ci-contre. ;o
Exercice 28 : (6 points) ! s JI(1
Le plan est muni d’'un
repére orthonormé direct -
(0,01, 0]).
A tout point M d’affixe z # i, es_t a_ssocié le point M’
d’affixe z’ #1 définie par: z' = ;—:
1) Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que Z’
soit imaginaire non nul.
2) a) Vérifi'er que pour toutz# 1ona:

b) En déduire que pour tout point M distinct de J,
ona:IM.JM=2 et (JM,IM)=="[2m]

c) Déduire une construction du point M’ lorsque
M appartient au cercle C de centre J et de rayon 1.
i3m
3) a) Résoudre dans C I'équation :z3 = e+
b) Soit a€]0, 2 ,
montrer que z' = e* équivaut & z = - cotan( %)
c) Déduire alors les solutions de I'équation :

@-)*=Z(-1+1) @+1)

Exercice 29 (3 points)
1) Dans le plan complexe on considére un point M

d'affixe z=e', o ]0%[

a) Le point M étant donné dans I’annexe |I,
Construire les points A et B d’affixes respectives :

z,=1+coso etzy =-1+isina
b) Déterminer 'ensemble des points A et celui

des points B lorsque o varie dans ]O,g[
2) Montrer que OAMB est un parallélogramme.
3) a) Montrer qu'il existe un réel a € ]O,g[ tel que

OAMB soit un losange.
b) Calculer I'aire de ce losange.
Exercice 30 :(6 points)

A tout point M d’affixe z non
milieu du segment [MM’]. |

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct ( o, u,V )

nul , on associe le point M’ a3

d’affixe z'= _71 puis le point N / ' B
On désigne par C le cercle de i [
centre Oetderayon 1, Jle /
point d'affixe i et J' celui g
d’affixe —i

1) 1) Déterminer I'affixe du point N

2) Dans cette question z = e* ou a est un réel
a) Ecrire Z’ sous forme exponentielle.

b) Sur la figure on a placé le point M, d’affixe z,
Expliquer comment on peut obtenir
géométriquement le point M’; puis le placer et
construire alors le point N,

c) Calculer la forme algébrique de I'affixe du
point N.

En déduire 'ensemble décrit par le point N
lorsque M décrit le cercle C.

Il) Dans cette question , M est un point du plan
d’affixe z non nul.

1) a) Déterminer les points M du plan pour
lesquels M et N sont confondus

b) Développer ( z-2i)* + 3 ;
Déterminer les points M du plan pour lesquels
I'affixe de N est 2i
2) Onposez=x+iy

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.
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a) Exprimer en fonction de x ety , la partie réelle et
la partie imaginaire de I'affixe du point N

b) Déterminer 'ensemble E des points M du plan
tels que N appartient a I'axe (O,u)

c) Déterminer 'ensemble F des points M du plan tels
que N appartient a 'axe (O, v).
Exercice 31 :( 5 points )

Le but de cette question est de résoudre dans C I'équation :
(E) 22-3iz+1-i=0
A cette fin, considérons le systéme suivant {uu+vv —lz
1) )Montrerqueu +v =-1+i et que wCd = i
b) Déduire que uwetv? sont solution de I'équation :
W+ (1-iw=-i=0
2) a) Résoudre alors I'équation (E’ ) :
b) Déduire les valeurs possibles de u puis les valeurs
possibles de v.
c) Donner alors les solutions de ( E ).
Exercice 32 : (3 points )
On considéren € INtelleque n>1,08¢elR eta=e'®
Soient zy, z1, ...., Zy1 les n racines de I'équations z" = a
1) Montrer que les points du plan complexe dont les affixes
sont :

(E")

(Zo*+ )", (z+1)", ..., (zo4+1)" soONt alignés.
2) Calculer S=zy +z4 +. .. + z,4
3) Calculer en fonction de a le produit
P=2zy.21...2p1.
Exercice 33: TN 2003
Soit Eq:Z°+(3-d2)z+2i(1+d?)=0
Ou d est un nombre complexe de module 2
1) a- Vérifier que 2i est une solution de E; Résoudre
alors I'équation E4

- -

2) Dans le plan complexe ( 0, u, v ) on considere
les points A(2i), B(-i), M(-i+d) et N(-i-d)
a) Calculer MN et déterminer le milieu de [MN]
b) En déduire que lorsque d varie, les points M et N
appartiennent a un cercle fixe que I'on précisera.
c) Dans le cas ou AMN est un triangle, montrer que O
est le centre de gravité du triangle AMN.
d-En déduire les valeurs de d pour lesquelles le
triangle AMN est isocéle de sommet principal A
Exercice 34: TN : 2004
Soitaecet(E):z22-2z+1+a*=0
1) Résoudre dans C I'’équation (E).
2) Le plan complexe étant rapporté a un repére

- -
orthonormé direct (O, u,v),
on considére les points A (1+ia) et B (1-ia), On pose a
= astia, ; a; et a, réels.
a) Mque les points O, A et B sont alignés ssi a;=0

—_— —>
b) Mque les vecteurs OA L OB ssi lal=1.

3) On suppose a =€ ou a €] -

[

NIa

T
2’

)e 2

a)Vérifier que VxelR, ona: 1+ ¢™ = 2cos (

N IX

et 1- ¢ = -2isin (g)é?

b) En déduire I'écriture sous forme exponentielle
de chacun des nombres complexes 1+ia et 1-ia
c) Déterminer a pour que les points O, A et B
forment un triangle isocele rectangle en O.
Exercice 35:TN 2005

Dans le plan complexe P rapporte a un repére

- >
orthonormé direct(O, u ,v), on donne le point A(1)
Soit I'application f de P dans P qui a tout point

. _ 1+ +1_ﬂ

BERE
1)Déterminer le nature de f et préciser ses
éléments caractéristiques.

2)Soit le point M, d’affixe 2.

On pose pour tout entier naturel n,M,.+=f(M,)) on
désigne par z, I'affixe du point M, et par Z,

—_—
I'affixe AM, .

M(z) associe le point M'(Z’)

LT
2

a-Montrer que Z=¢ 4
. N

b-Montrer que pour tout n de IN , Z,=¢ *+
c-En déduire 'ensemble des valeur n pour
lesquelles les points A,M, et M, sont alignés.
Exercice 36:TN 07

1)Résoudre dans IC: (E): 22 -2iz -1 - €%
€]0, #[

2)Dans le plan complexe , on considére les points

=0oU0

A, M et N d’affixes respectives -1+i, i+e" et i-e"”

a)Mque les vecteurs met msont orthogonaux.
b)Mque lorsque 6 varie dans ]0, «[ les points M et
N varient sur un cercle ¢ que I'on déterminera.
3)a)Déterminer en fonction de 0 'aire 40) du
triangle AMN.

b)Déterminer la valeur de 6 pour laquelle l'aire
A4(0) est maximale et placer dans ce cas les points

M et N sur le cercle ¢.

La vie n'est bonne qu'a étudier et & enseigner les mathématiques.
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