Lycée pilote de Tunis
P

) [ evminales maths
" Hombres Cowplexes 4 7
h 4

Mr Ben Regaya. A +éléments de Corrections www.ben-regaya.net

Exercice 1
1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I' équation z° —(1+ \/E)z +J2=0.

: 1 . l_ 5
2. Résoudre dans l'ensemble des complexes les équations Z+—=1 puis z+—=+2.
< <
3. Soit P(z) le polyndme de la variable complexe z défini par :

P(2)=z" -(1+\2) + 2 +2)2" (1 +2)z +1

2
Vérifier que pour tout z non nul, on a PQ2) =(Z+lj —(l+\/§)(z+lj \/5
z

Zz <

En déduire les solutions de 1'équation P ( ) =0.

Exercice2

1 .
1. Résoudre dans C I’équation d’inconnue 7 : P 5 (1 + 31) z—1=0.
Dans le plan complexe rapport au repere orthonormé (O ; u, v) direct, (unité graphique : 5 cm), on considére les points
_ . 1 1, .
A et B d’affixes respectives 2, =1+i etz = ) + El . On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

2. Donner la forme trigonométrique de Z4 et celle de Zp .
3. Dans la suite de I’exercice, M désigne un point de (C) d’affixe & , ae[0;27].
On considére ’application f qui tout point M de (C), associe f(M)=MAxMB

a) Montrer I’égalité suivante :

f(M)=|* —1—(%%1‘};"‘” _

2
En déduire 1’égalité suivante : f (M ) = \/i + (—% + 2sina)

a) Montrer qu’il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lesquels f{(M) est minimal.
Donner cette valeur minimale.
b) Montrer qu’il existe un seul point M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lequel f{M) est maximal

Donner cette valeur maximale.

Exercice 3

1. Résoudre dans C I’équation : z° —(—=1+3i)z-3i =0
Soit @ un nombre complexe différent de i et —i.
a) Vérifier que le nombre complexe u = a + i est solution de 1’équation (E): z2—(1+a)(1+i)z+(A+a?)i=0

b) Déterminer 1’autre solution de (E£) . On notera v cette solution.
On suppose que |a| =1.

u
a)Montrer que — € R.

v

b)Vérifier que u? = a|:(a - 5) + 2i—| .




1
¢)En déduire que arg(u) = Earg (a)+ % +kr, kel

Exercice4

On considére I’équation (E) : (z - 1)" - (z + 1)" = (0ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 donné.

1. Montrer que les solutions de (E) sont imaginaires pures.
2. Montrer que les solutions de (E) sont deux a deux opposées.

3. Résoudre (E).

Exercice5

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0, I;, \:) .
On considere les points A, M et M ' d’affixes respectives : 1, z et 2.
1. a) Montrer que les points A, M et M 'sont alignés si et seulement si 7z =1ou (1 +z+ 22) est réel
b) Déterminer I’ensemble des points M (z) tels que A, M et M 'sont alignés
2. a) Résoudre dans C I’équation : 2 =1.
b) Soit N le point d’affixe z = —(z2 + 2) Déterminer les nombres complexes z pour que le quadrilatere

AMNM 'soit un parallélogramme.

Exercice6

1. Résoudre dans I’ensemble C des complexes

1’équation —Lzz —(l—ijz+1 =0.
2 2

- -

2. Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct(O, u, v) .

Soit A(1) et B(2i).

Soit f 1’application du plan privé du point B dans lui-méme

qui a tout point M(z) associe le point M '(z") tel que

_2i—z
2i+z'

i\l

a) Vérifier que|z '| =1. En déduire que M 'est un point du

cercle de centre O et de rayon 1.

L Z+z P N g L
b) Montrer que =— 5 - En déduire que AM 'et BM sont colinéaires.
i |22

Sur le graphique , on a placer un point M & (O, ;) Construire son image M’ par f.
¢) Déterminer I’ensemble A des points M tel que fiM) = A.
d) Soit A'=f (A) .Vérifier que A’ ¢ A et que A’ est un point commun au cercle de centre O et de rayon 1 et

la droite (BA)

e) Démontrer géométriquement que le point A’ est le seul point invariant par f.
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Exercice 1

1. Cette équation est de la forme z° —Sz+P =0 avec { donc les solutions de cette équation sont 1

P=1x2
et 2 .

2 2 2
1 1 1 1
z+—=1<:>z2—z+1:0<:>£z—5] —Z+1=0<:>(z—5) £J et donc deux

3

. 1.
solutions —+i—.

2 2
1 2

z+—=\/§<:>z2—\/5z+1=0<:>(z—§ + = f} et donc deux
b4

A2

. 2
solutions 7 +i—.

2
P() z'-(1+V2)7 +Q+V2)2 —(1+V2)z+1
9 _

2
Z Z

(1 #2448 ) (1442 ) = +Z——(1+J_)(z+ j (2+43)
{ i) (1+\/_)( j(2+\/')( j (1+J’)( j 2 c’est le résultat demandé.

: . : 1 1 )
D’aprés la question 1. On obtient tout de suite : 2+—=1 ou z2+—= \/5 et donc 1’équation P (z) =0 admet

G Z

quatre solutions — +l— t—+ —
2 2

z=0 n’est pas racine de P(z) donc

Exercice2
1. A=%(1+3i)2+4=2+%i:%(8+6i):i(3+i)zet donc une racine carré de Aest 5=%(3+i).

—1+1i . . —1+i .
etdonc z; = 5 Let 73 =1+iet’ensemble des solutions dans C est { > : .1+l}.

= e i 2] o 2 o 2 2

. M désigne un point de (C) d’affixe é” ae [0, 27[].

a) f(M)=MAXxMB=|zy, —z4|x|2ps — 25| = |e" —(l+i)|>< e —%(—Hi)

=(eia_(1+i))><(eia ;( 1+l)) i1 (;+%i)eia

b)Ona: f(M)=eia

=1x 2isin(a)—(




4. a) f(M)estminimal—%+2sin(a):O<:>sin( )=

On sait que sin’ (a) +cos> (a) =1< cos? (a)

Et comme M (cos(a), sin(a)) , on obtient 2 points : M, [? ,%J et M, (—T %J . La valeur minimale

dans ce cas est E .

b) fiM) est maximal <> sin(a) =—1let dans ce cas cos(a) =0. Le seul point qui répond est M (O, —1).

La valeur maximale dans ce cas est T .

Exercice 3

S=-1+3i
1. L’équation est de la forme z~ —Sx z+ P =0avec {P (D)3 donc I’ensemble des solutions dans C est
=(—1)X21

{-1,3i}.

. a) Vérifions que le nombre complexe u =a +i est solution de I’équation (E).
(a+i)2—A+a)A+i)(a+i)+(1+a?)i
Or (a+i)2+(1+a?)i=a?+2ai—1+i+ia? et
(A+a)1+i)(a+i)=(a+i+ia+1)(a+i)=(a+i) +(ia+1)(a+i)=a* +2ai—1+ia* +a+i—a

=a® +2ai—1+ia® +i . Donc la différence donne zéro et par suite u = a +1i est solution de l’équation(E ) .

. . . r . r c
b) On sait que le produit des racines d’une équation du second degré est — et que leur somme est ——.
a a

(1+a?»

a+i

o

Donc uxv =S = (1+la )i ovx(a+i)=1+a?i < vx(a+i)=1+a?i < v=ix
a

(+a) . (a+ida—)

a+i a+i

Sv=ix =i(a—i)=1+ia.
. a) On suppose que |a|=1<:>ax5:1
u_ati _(a+i)(1_i5)=a+5+i—iaa_ a+a _ 2Re(a)

v l+ia [1+id’ [1+id’ _|1+ia|2_|1+ia|2

qui est un réel. C’est le résultat demandé.

b) Vérifions que u? =a |:(a —;) + 2i:| .

u=a+idoncu® =a*+2ai—1.
- . 2 . N s
Or a[(a—a)+21} =a’ —|a| + 2ia . D’ou I’égalité souhaitée.

©) Ona u2=af (a—a)+2i |done 2arg (u) = arg(a)+arg| (a—a)+2i |[27]

< 2arg (u) = arg (a)+arg[2ix Im(a) +2i][27] < 2arg (u) = arg (a)+arg[ 2i(Im(a)+1) ][ 27]
& 2arg (u)= arg(a)+%+arg [(tm(a)+1)][27]

Or |a| = let a #i et on sait que |a| = Im(a)donc 1+ Im(a)> Oet par suite arg[ (Im(a)+1) |=0[2x].

Ainsi 2arg(u) =arg(a) +%+2k7r ,keZ

1
Soit encore arg(u) = Earg(a) + % +kr,keZ.




Exercice 4
1. Soit ze C. Soient M (z),A(1)et B(-1)
z Solution de (E) < (z —1)" = (z +1)n = |z 1" = |z +1|n et par suite |z —1| = |z +1|
(car x > x" est croissante sur R+.) et donc MA = MB donc M est un point de la médiatrice de [AB] ou

encore que M est un point de la droite (0,; ) et que z est un imaginaire pur .

Soit ze € (~z=1)' =(=z+1) =(=1)' ((z+1) =(z=1) ) ==(=1)' (2 =1)" = (2+1)')

Par suite z solution de (E) < (z —1)" —(z + 1)" =0 (—z —1)" — (—z + 1)" = (0 < —zsolution de (E).
Soit ze C.

Si z est solution de (E) alors z #1 car sinon 0=2"

n 2ikm
z solution de (E) @(Z—-FD =1 <:>(z—1)" =(z+1)" < dke {0,1,...,n—1} telque z+1=e " (z—l)
7—
2ikw
e" —1
2ikm
e +1

<k e {1,2,...,n—1} tel que z =

2i sin(j X
<k e {1,2,...,n—1} tel que z = S N L cotan(—”] .
(kﬂ] n
2cos| —
n

Yoy
1. a) Les points A, M et M 'sont alignés si et seulement si M = A ou —2- est réel.

Lani

Exercice5

3

. . < . P .
si et seulement si z =1 ou 1 est réel . Bt comme z° —1 = (z —1)(z2 +2z+ 1) , on en déduit que Les points
Z —_—

A, M et M 'sont alignés si et seulement si z =10ou (1 +z+ zz) est réel.

b) Posons z = x+iyavec x et y réels.

1+z+2° :(xz—y2+x+1)+i(2xy+y)

1
Ainsi les points A, M et M 'sont alignés si et seulement si M = A ou y(2x+1) =0< y=00u x= 5

Conclusion ’ensemble des points M (z) tels A, M et M 'sont alignés est la réunion des deux droites A, : y =0et
1
Ayix=——.

2
Ruappelons que les nacines wimes (nZZ)d'mmmM a=re", r >0 sont les complexes

A[Zkir

0,9
2 =Ure"el ") ke{0,1,2,...n-1},

Dans notre cas z* =1< z4 =1x ¢ les solutions sont les complexes

)% . |

%= \ﬁ e —e ke {O, 1,2, 3} et donc les solutions sont les complexes 1, -1, i

et-1i.

b) le quadrilatere AMNM 'soit un parallélogramme signifie AM=M'N<z-1=¢ N ZetM £ A

sz-1=-7-2-7 o +72+z7+1=0et z#1

4
z -1 ) L
N =0< z* —1=0et donc les complexes z demandés sont -1, iet-i.
Z —_—




Exercice 6

c .
1. 11 suffit de remarquer que a+ b+ c =0 donc les solutions sont 1 et —=2i .
a

2i—z| _|2i—z| |-2i—7
2i+z| |2i+z| |2i+z|

2. a)z]=

2i+7
= 21. 2= 1donc OM ' =1et par suite M 'est un point du cercle de centre O et de rayon 1.
1+ Z

2i-z _ _ _
b) G _ 2=l _2i4g _ 2i-z-2i-z 2+z itz

Gy 22 2-2 (z-2i)(2ivz)  (2-20)(2i+2)  |e-2if
mm;é;éeé’!eg«e|z|2=zxzetz—2izz+2i.

Zor 7+z2 . ) _—
M- — 5 qui est un nombre réel donc les vecteurs AM "et BM sont

On vient de prouver que =-
Imi o |z=2i
colinéaires.

Le point M ' n’est autre que le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon 1 avec la droite parallele a
(BM) passant par A.

2i— - - =
c) fiM) = A signifiez'=1< l E=1c>2i—z=2i+z<:>—z=zc>z+z=Ocequisigniﬁequezest

2i+7
imaginaire pur.
I’ensemble A des points M tel que fiM) = A est la droite des ordonnées.

j — 2i—1)(-2i+1 j
d) Le point A'= f (A) a pour affixe z'= ;l 1 = (2 )g i+1) _3 ;4l et il clair que A’ n’appartient pas
1+

aA.

3+4i .
e) Remarquons tout d’abord que 5 l‘ =1donc le point A ’ est un point du cercle de centre O et de rayon 1

Aussi

3+4i 1
AT _ _ 2 41. _2 qui est réel et donc 4 " appartient 2 la droite (BA)
25— 2, 2i-1 5(—1+21) 5

D’autre part on sait que le point M 'image de M est le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon 1
avec la droite parallele & (BM) passant par A.

Donc si un point M est égale a son image par f alors M est le point d’intersection du cercle de centre O et de
rayon 1 avec la droite (BA) c’est le point 4.

Le point A’ est le seul point invariant par f.




