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Exercicel

Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectifs a, b et c.

Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si ab—ab+bc—bc+ca—ca=0.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;u;v) . &
1. Déterminer ’ensemble des points d’affixe z tels que |i z—1 | = | 7+2i | . Q

. . s . , < . . - .
Déterminer I’ensemble des points d’affixe z tels que soit réel. (puis I&¢as d’imaginaire pur)

z+1-i °

Déterminer 1’ensemble des points d’affixe z tels que Z = 2i + 2 ec O réel quelconque.

Déterminer ’ensemble des points d’affixe z tels que ar, == 0[271' ]

—\2
Déterminer 1’ensemble (A) des points M d’afﬁx&s que = ( Z ) . Tracer (A).
3 (—\2
Soit (B) I’ensemble des points M d’aﬂ@ que? = ( Z ) .

-2
a) Déterminer 1’ensemble&nres complexes 7 tels que | z | =z |.

®
b) En déduire ’en: ).

Déterminer 1’ensemb des points M d’affixe 7 tels que 22 —( 1+i )E —( 1-i ) 2 =0 On pourra poser
Z=z —( 141 alculer le produit ZZ . Construire (©).
Déterminer I’ensemble des points d’affixe z tels que(z - a)(z - ;) =aa , avec a complexe.

4
Déterminer 1’ensemble des points d’affixe z tels que |z| =—= |z - 2| .

Exercice3

Soit z € C , on note M le point d’affixe z, P le point d’affixe z” et Q le point d’affixe z’.
Déterminer le lieu de M pour que :
1. M, P et Q soient alignés.

2. M, P et Q forment un triangle équilatéral.




Exercice 4

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0, ﬁ, oJ ) . Soit I’application f du plan P \ {I } dans

-1+
Iui-méme qui a tout point M (z) associe le point M '( f (z))telle que z'= £ .

1-z

1. Montrer que, pour tout complexe z distinct de 1, |z '| =1.
2. Soient A et B deux points distincts d’affixes a et b différents de 1 et tels que f ( ) =f (B)
a) Montrer que (a —1)(1—1_7) = ( —a)(b—l) )

b) Déduire que les points A, B et I sont alignés.

Soit & un réel appartenant a ]0, 27‘[[ et K le point d’affixe e'* . Montrer que f (K =K .

Etant donner un point M du plan d’affixe z #1 et M 'son image par f. %
a) Montrer qui si z';tlalorsf( )=f(M'). Q

b) Déduire alors de ce qui précede une construction du point M '. ®

Exercice 5 %*
Soit @ un complexe fixé. %

1. Déterminer les complexes z tels que 2+ (2 + iv& w+2— w) =0 .On notera z; et z,les deux solutions.

A, B les points d’affixes z;et z,et M d’affixe

2. Déterminer le lieu géométriqu@ que les points M, A, B soient alignés.
Exercice 6 ®
Soit o € ]—% ,%{ et 1’équation (&) 1 + iz)3 (1—itanar) = (l—iz)3 (1+i tana).
1. Montrer que si une solution de (F) alors z est réel.
2ia

. 1+1 .
2. Exprimer —————en fonction de e
1—itana

. . g , . T
3. Soit z un réel. Montrer qu’il existe un réel unique 8 € }—E , E{ tel que tanf =z.

4. Déterminer alors les solutions de (E).
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Exercicel

A, B et C sont alignés si et seulement

<:>(b—a)(2—5)=(c—a)(l_9—5)

& bc—ac—ba+aa=cb—ab+aa—ca &

< ab—ab+bc—bc+ca—ca=0.

Exercice 2 Q

- ®
iz =1 =+ 2 < [il|2+i] = |z = 2i] = |z = ()] =|z 21| <> MA %\recA(-i) et B(2i).

L’ensemble des points M est la médiatrice de [AB]

- >
Pour z#i—1; L_=ﬂavec3(l’-1).
z+1-i i Q

Donc £ est réel <> OM et BM sont coli?f s <> M est un point de la droite (OB).

z+1-i
L’ensemble des points M est la droite @Qee du point B. (Pareil pour le cas d’imaginaire pur).

~2i[=2 AM =2

2=2i+2¢" & 7-2i=2¢" . =
E ° arg(z—2i)=0|2x] (u,AM)EH[z;z]
i est¥e cercle de centre A (2i) et de rayon 2.

Pour z#1i et [ ; _2_)50[272'] <:>arg(i)+arg(zzj2iJEO[27r]

avec @€ R.

= % + arg( Sl j = 0[27r] & (W,W) = —%[271’] ; Cet D les points d’affixes respectives 2i et—i .
Z—

L’ensemble des points M est le demi cercle ouvert de diamétre [CD] situé dans le demi plan x < 0.
ZZ=zz-(1—i)z—(1-i)z+2 donc zz—(1-D)z—(1-i)z=0ZZ =2

oz =2 |z-1+i)|=2

L’ensemble des points M est le cercle de centre I(1+1) et de rayon \/5 .
(z—a)z-a)=aa < |z—da| =|a] . <> AM =0A

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(a) et de rayon OA.




4
=15 -2
| | |Z 2| |Z| & = avec A(2).
|| o = OM = AM
|2 =[z-2]
L’ensemble des points M est I’intersection de la médiatrice de [OA ] avec le cercle de centre O et de rayon 2.

(Il ya deux points chercher les).

Exercice3

3
1. M, PetQ alignés < Z2 L eRouz’=z<>z+leRou z=0ouz=1<> z€R. Le lieu cherché est I'axe

des abscisses.
|2llz =1z +1[=[z]|z-1

o=l |
. M, P et Q forment un triangle équilatéral <> = )
[elle-4=*||<~1

2 3 2
| -2|=|-2|

On traite a part les cas z =0 et z=1 (les trois points sont confondus), on peut al pposer z#0et z#1.
lz+1]=1

On obtient alors | | L Le point M est donc sur le cercle centré en A 1) de rayon 1 et sur le cercle
Z =

trigonométrique.

2 2
. R (x + 1) +y =1
On résous donc le systeme : =

X2+ y?

Les seules possibilités sont z =
Exercice 4

|Z ,| _ ‘—1 +_Z| — |Z___1 _ |Z ~ 1||Z@%rappelons que |t| = |E| et |z‘| = |—t| pour tout complexe f.

1_Z|_h—z [1-2|
) -1)(1-a).

2. a) f(A)=f(B) o

-1)(1-
b)ona: (a—l)( 1 a donc arg[ } arg[(b 1)(1 a)}[Zn] (aeth
)E

différents d uite arg a— 1 +arg (1 b|=arg b 1 +arg (1 a)[27r]

S arg (a—l)—arg (l—b) =arg (b—l)—arg (1—a)[27r]

@arg(a—l)—ﬂ'—arg(b—l) = arg(b—l)—ﬂ'—arg(a—l)[Zﬂ']

& 2arg (a—l)—Zarg (b—l) 50[272'] & arg (a—l)—arg (b—l) EO[ﬂ']

= (;,E) —(ﬁ,fé) = 0[7[] = (ﬁi E) = 0[7[] et donc (E, E) =k, k €Z et donc les points sont alignés.
_1+em ~ (eia _l)eia ~ (eia _l)eia

l—e ™ - (1_e—ia)eia - (eia _1)

. a) z'#1donc z—1¢1—2<:>z+5¢2C>R€(Z)¢1'

=e' . Ainsi f(K)=K.




-1+z'
L’affixe du pointf(M ') est = =

1-z7'

b) Soit M un point distinct de I .

—1+1+iy

Si x,, =lalors z=1+1iy, yréeletdonc 7'= ——=
1—(1—ly)

=1=z,cequiveutdireque M'=1.

Tout point du cercle trigonométrique est son propre image.

Six,, #1 et |z|¢1 donc z'#1 on sait que dans ce cas que f(M)zf(M ') et que les points M, M "et ]

sont alignés ce qui veut dire que le point M 'est un point de la droite (OM ) ma”@&'| =1donc M "est un

point du cercle trigonométrique. Q

M 'est alors ’intersection du cercle trigonométrique et de la droite %.

Exercice 5

I Ona A=(i(w=2)) =z =-1-i,z,=—iw-1+

2. Les trois points sont alignés si et seulement si

(=iw—1+i)—(=1-i)

w—(-1-1i

Ce qui s’écrit

Le lieu de M

Exercice 6

1. Soit z une solution de (E) alors (1+iz)’ (1—i tana) = (1—iz )’ (1+i tancr)
= [1+iz*[1-i tana| =[1-iz]* |1 +i tana]|
o[t (1 an’a) =[1-izf (1+1an’a) & |1+ i =[1-icf car 1+ an”er #0
& |l +iz| =[l—iz| ( car la fonction x > x” est strictement croissante sur R)

< (1+iz)x(1+iz) =(1-iz)x(1-iz)




& (1+iz)x(1-iz)=(1-iz)x(1+iz)
o z= z (‘apres simplification bien sur) . Ainsi z est réel.

. sina
. i ..
I+itana cosaq _ CosQ+isina

l-itana |_; sin@  cosa—isina
cosa

Posons f(49) =tan@ ; 96}—%,%[.

. . \ . . T
fest dérivable sur cet intervalle et f (0) =1+tan 2600 ,f est alors strictement croissante sur }—E , E{ et

par suite fG—%,%D = |lim f, lin}r fl =R &
= G QQ
fest continue sur}—%,%{ eth—z,ZD =R.

e ey
Ainsi tout z réel admet un unique antécédent par f. Autrement di 1 alors il existe un réel unique

9&}—%,5{ tel que tan@ =z.

Comme Zz = tan @ alors 1’équation dev1ent 1+itan —itan 49 (1 +1i tana)

1—-itan@ 1-itana

1+t 493 1+t
@[_j [_“j @ 0= 200+ 2k, k<7

= 0=21* 012
M \Q
a a
Ainsi 496 — E ,— onwappel que tan(ir+a) tan( )).

Finalement les soluti t donc : tan— tan( 373 j tan (Z — z] .
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