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Exercicel

Donner une forme trigonométrique de z, puis sa forme algébrique en tenant compte des conditions imposées.

a) arg(iz)s%r[Zﬂ] et|1+i)z=2; b)arg [—JE_%[ZH] ot |2

1
‘ 1+iJ§‘_4 ’
4 r -
9) arg[1+i\/§j 3[27[] et |z|—2.

1+
Exercice2

1. Montrer que pour tout entier relatif n, (1+i)" +(1—i)" = 2(\/5 ) cos (%) )

.\ .\ n+l
2. Montrer que pour tout entier relatif n, (1 + Lj —(1 - LJ = 2 i sin (%) .

V) ) oo

Exercice3
Le plan complexe est muni du repere orthonormé (0,;4,\:) , M et le point d’affixe z.

1. N est le point d’affixe 2 -1 .Quel est I’ensemble des points M tels que les vecteurs OM et ON soient

Orthogonaux ?

1
. On suppose z non nul. P est le point d’affixe — —1. On recherche 1’ensemble des points M d’affixe
Z

z tels que les points O, N et P soient alignés.
1 5 -2| 1 2
a) Montrer que | — —1 (z —1)=—z 1.
z z

b) Conclure sur I’ensemble recherché.

Exerciced

Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé direct (0,;,;). A tout point M d’affixe z non nul on
associe le point M’(z’) tel que z'= —% .
1. a) Exprimer arg(z')en fonction dearg(z).
b) En déduire que les points O, M et M’ sont alignés.
Montrer que 1= % (z - 1) .
Soit A(1), B (-1) et (C) le cercle de centre A et de rayon 1.
a) Montrer que si M est un point de (C) alors |z'+ 1| = |z '| .

b) Construire le point M’ connaissant M sur (C)\{O}.




ExerciceS
. N i P 5z
1. Mettre sous forme exponentielle le complexe(\ﬁ + l)e 4 En déduire les valeurs exactes de cos )

2. Le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O ; i, V), on désigne par M et N les points

d’affixes respectives z, =e” et z, =ie” avec Qun réel de }0,5{.

Montrer que le triangle OMN est rectangle et isocele.
1+z2,
Z+2,

Soit w =
a) En remarquant que |z1| = |z2| =1montrer quew € R.

b) Montrer que @ = \/5 cos(6’+ %) .

¢) Montrer que (;,W) = 0+¥[27r] .

Exercice6
27

On note j le complexe ¢ * . Pour tout complexe z, on pose Z = z + j° z.
1. Vérifier que j*>=jer j>=1.
2. Montrer que pour tout complexe z, |Z |2 = 2|z|2 +2RE(jZ%).

3. Montrer que pour tout complexe z, ( iz ) est réel.

Exercice7
Soit le complexe w de module 1 et dont un argument estz?”.

. Vérifier que w’ =1. En déduire que : 1+w+ w2 +wS +w? =0.
. Montrer que W = (v_v)zet wh=w.

. En déduire que (w+v_v)2 +w+w—1=0.

. Calculer w+wet en déduire cos (Z?HJ .

Exercice8 Pour prendre des initiatives

« Questions indépendantes »

. Soient a, b et ¢ des complexes, montrer que|1 + a| + |a +b| + |b| >1.

. Soit z un complexe de module 1, calculer |1+ z|2 +1- z|2 )

1

. Soit # un complexe de module 1, montrer que Re (LJ =3

1-u
. Résoudre I’équation z* =z

. Soient a et b deux nombres complexes de module 1 tels que ab #—1, montrer que a+h e R.

1+ab
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Correction 1

arg(iz) 537” [27] ©%+arg(z) 537” [27] = arg(z) = % [27] et [(1+D) 2| =2 =2 |z]=2 (=2 .

T
Ainsi 7 est le complexe de module \/5 et dont un argument est — donc

Z=\/5(cos(%)+isin(%}j=«/_[g+%i]=l+i~

Correction 2

1o 1+i= ﬁ(cos(%)+i sin(%D = (1+i)" =(v2)’ (cos(n%j+i sin(n%)]. De méme
(v2)’ (cos (—n %) +isin (—n %D ou encore(1-1)" =(v2)' (cos(n%) —i sin (n %D .

Ainsi (14+1)" +(1=i)" =2(2)" cos [%)
Correction 3

1. On pose z=x+iyavec x ety réels, dans ce cas M (x, y) et N(x2 - y2 -1, 2xy). Donc les vecteurs OM et
ON sont Orthogonaux signifie OM.ON =0 < x(x2 - y2 —1) +yx2xy=0

@x(xz—y2—1+2y2)=0 <:>x(x2+y2—1):0<:>x=00u xz+y2 =1. Ainsi I’ensemble des points

M tels que les vecteurs OM et ON soient Orthogonaux est soit le cercle trigonométrique soit la droite des
ordonnées.

2

1 2| 1 =
2_2_1 2 Z—z—l (On rappel que ZZ=|Z|26'[

. . ... %P . Zp . . .. IpXZ
b) Les points O, N et P soient alignés signifie ——est réel signifie —— est réel signifie

ZW iN | N
.Ainsi

— 1
les points O, N et P soient alignés signifie zp x zy < (—2_1J( 2 -1 ) est réel , et donc d’apres a)
Z
e ’ . . -2 ) ) 1 2
—z | = —1| estréel soit encore 7z~ estréel (puisque|——1| eR).
< z

-2 s . .
Mais z estréel signifie xy =0 et donc x =0 ou y = 0. L’ensemble recherché est la réunion des deux axes du
repere.

C"”:Cti:’:rg (z')=arg (—%)[27;] Sarg(z')=n+arg (%)[Zn] < arg(z')=n—arg (E)[Zﬁ]

<arg(z')=n+arg(z)[27]




b) On a arg (z ') =r+arg (z)[Zﬂ'] ce qui se traduit géométriquement par (;,W) =7+ (1;, 07\1) [27[] ou

encore (OM ,;t) +(;t, oM ') = 7r[27r] soit encore d’apreés la relation de Chasles (OM ,OM ') = 7r[27r] donc
les vecteurs OM et OM 'sont colinéaires de sens contraire et par suite les points O, M et M’ sont alignés.

Montrons quez'_-i-l = 1 (z —1) .
Z

Onaz'_ﬂ=;1+1=1—l=z—_l=l(z—1).
Z Z Z Z

a) Montrons que si M est un point de (€) alors |Z + 1| = |Z '| .

— 1 — |1
Ona: z'4+1=— (z - 1) et par passage au module on aura |z + 1| =|— (z —1) et d’apres les propriétés des
e <

1

modules on peut écrire : |z + 1| = ‘ |z - 1| et comme M est un point de (€) alors AM =1ou encore |z - 1| =1

) Lt 1 V(Y] 1], _ , ,
et par conséquent |z +1| =|— |deplus |— |=|—— =-=|= |z |on obtient finalement |z +1| = |z |
Z Z < 4

b) Construction du point M 'connaissant M sur le cercle (C)\{ } .

On sait d’aprés 1.b) que

Pour M point quelconque du plan On sait d’aprés 1.b) que le point M ' appartient a la droite (OM )

et que si M un point donné le cercle (C)\ {0} alors |z + 1| = |z '| ou encore que BM '=OM 'ce qui veut dire

que le point M " appartient a la médiatrice de [OB].

Conclusion : Le point M 'n’est autre que le point d’intersection de la droite (OM ) avec la médiatrice du

segment [OB ] .
Correction 5
1. (\/§+i)e 4 =2e%*=2e'2,

%
On cherche maintenant 1’écriture algébrique de (\/3 + i)e 4,

(\/§+i)ei% :(\/§+i)(g+igjz \/g_\/i+i\/g;\/§etdonc

2

s3] 35 8

12 2 12 4

2. —==]
4

et par suite le triangle OMN est rectangle et isocéle

V) PN {WJ.OTV

OM =ON

1+2zz2
3. Montrer que @ = —"Zest réel.

7+ 2,

1 1

7 lasxo 1+ —x—
+ 712 +71XZ Ve Z P
192~ °17°2 L_*2 — % donc @ est réel.

=

1+ 2 1t2 l+i




) (L:,W) =arg(zy — 2y )[27] = (;,W) =arg (iem —eie)[Zir]

= (;,FN) =arg (ei9)+arg (—1+i)[272'] & (ﬁ,W) = 9+3T”[2”] .
Correction 6

dr o 2ir

1. j=e3 =e ? =
2. |Z|2=Z><z=(Z+122)(Z+J'2E)=(Z+J'ZE)(Z+FZ)=z><§+j2?+z2F+j2j_2zZetcomme
PR =7 =Valors |7 =2zxz+ j +2 j=2zxz+ @2+ 20 =2 +2Re(<? j).

3. jZZ=j2z+j4E=}z+j2=}z+}z=2Re(}z)e R.

Correction 7

2r 2r >
"5 5 5 2irr
1. Remarquons que w=e 3 etdonc w’ =|e 5 | =" =1.

Déduction :

On pose S=1+w?+w’ +w*. on wxS=w+w? +w’ +w* +w’ et donc

S—wS=1-w =O<:>S(1—w)=Oetcomme w#lalors $=0.

Ar .67 87 2

—_ —1— 11— 1 —l— —_
2. Wl=e S=eS=wletwt=e 5 =e 5 =w.

: 2,3, 4 2,72 = = —\? ”
3. Onsaitque 1+ w+w”+w” +w’ =0donc 1+w+w" +w +w=0<:>1+(w+w)+(w+w) —2ww=0

_ —\2 —\2 _
<:>1+(w+w)+(w+w) -2=0 <:>(w+w) +(w+w)—1:0.
4. Onremarque que w+ west ’une des solutions de I’équation X 2ix-1= Oqui a pour solutions

~1+5 _-1-\5 — —1+5
2 2

X, = 5 et X, et comme w+v_v=2Re(w)>0alors w+w=

On sait que w+w = ZCos(z?ﬁJ = cos(z—ﬂJ = 1445

5 4

Correction 8
. Onal=[l+a—a—b+b|<[l+a|+|-a—b|+[b|=[1+a|+|a+b|+|b|
2. l+zf 41—z =1+ A+ +(1-2)A-2) =1+ z+2+z2+1-z—z+zz=4ear z2=|¢ =1.

1

1
3. Il s’agit de prouver que +(
1-u \1




-1 1 1 1 1
Mais puisque |u|:1,onau=—donc + = + 4o . =1.D’ou le résultat.
u 1-u I 1-u u-1 1-u 1-u
1——

u

On localise z en passant aux modules

P=z= |Z|3 = |z| = |z|(|z| —1)(|z| +1) =0= |z| =1lou |z| =0. On écarte la solution évidente z = 0, ainsi
|z| =1l E = l et I’équation de départ devient =loze {i, —i,—l,l} .En résumé I’ensemble des
Z

solutions est {0, i,—i,—1, l} .
On peut aussi s’inspirer de la méthode de résolution de z" = a. Sion pose z = pe” (avec p # 0 car on écarte

3 30 _

o . - ¥ : p=1 .
la solution évidente ot z = 0) alors z° =z => p’e pe RPEN p2e4“9 =l { on termine

40=0 [272’]
ensuite facilement.

1 1
.
Soit Z = a+b alors Z = a—l—_b_ , mais |a|:l<:>a:ldoncZ= a-l—_b_: a b _ atb =7
1+ab I+ab a l+ab |, 1 l+ab

+
a+b 2

ab
1+ab Cos(a;ﬂj

eR

Autre méthode : ona a = eia,b =" alors

N o o+
La condition ab # —1 assurequee(+ﬂ)¢—1©a+ﬂ¢”(27[)©cos( 2 }to'




