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Exercicel

N i A 0 T L.
On considere les nombres complexes z;, = —cosf e ¢ et z, =isinfe ? on e }O; E|: . On désigne par Myet M, les

points images de zjetz,.
On pose [ le milieu de [M1Mz] ;
1. Déterminer ’affixe z; du point /.

2. a) Ecrire le complexe z; —z,sous forme exponentielle.

b) Montrer que OM,> + OM,> = MM ,” . Conclure.

3. Montrer que | zj + % ‘ _1 et déterminer I’ensemble C, sur lequel varie le point M .En déduire I’ensemble sur

lequel varie le point M .
4. Soit A le point d’affixe -1 .
a) Montrer que OM, AM ,est un rectangle.
b) Déterminer le réel @ pour que OM,; AM ,soit un carré.

Exercice 2

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O; u , v ) (unité graphique : 2 cm), on considere :

e lepoint A d’affixe a=5 —i\/g ;

e le point B tel que le triangle OAB soit équilatéral direct, ¢’est-a-dire avec
(O*A:O*B}) - [27[] ;
3
e le milieu Q de [OB].

a) Démontrer que B a pour affixe b =4 + 2i /3 . En déduire affixe q de Q.

b) Déterminer I’affixe zZx du point K tel que ABQK soit un parallélogramme.

igy —a . . s .
¢) Démontrer que —& est imaginaire pur. Qu’en déduit-on pour le triangle OKA ?

g
Préciser la nature du quadrilatéere OQAK.

d) Placer les points A, B, Q et K dans le plan.

2
Soit C le point d’affixe c = ?a.

-b
a) Calculer “x . Que peut-on en déduire pour les points B, C et K ?
Zg —C

b) Placer C sur la figure.




Exercice 3
1. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O; u; v) ,on considere les points A(l + ia) et
B (1 —ia) ol a est un complexe. On pose a =a, +ia, ; a,et a,réels.
a) Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement si, a, =0.

b) Montrer queOTéJ.ﬁ = |a| =1.

T
On suppose que a est le complexe de module 1 et d’argument ¢ ou @ € :|_E , E‘: .

a) Donner une écriture exponentielle des affixes des points A et B.
b) Déterminer a pour que les points O, A et B forment un triangle isocele rectangle en O.

Exercice 4

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (0, ﬁ, ;) , on considere le point A d’affixe (-1) et les
points M, N et P d’affixes respectives z, Z%et z ol z est un nombre complexe non nul différent de (-1) et de 1.
. . oz
1. a) Montrer que : (le triangle MNP est rectangle en P) si et seulement si ( —— est imaginaire pur ) .
<
b) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P est le

cercle (T ) de diametre [OA] , privé des points O et A.

Dans la figure ci-dessous, on a tracé le cercle (I' ) et on a placé un point M d’affixe z sur (T") et son projeté
orthogonal H sur I’axe (O,;) . On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives et 20
tels que le triangle MNP soit rectangle en P.

a) Montrer que (071, W) = (;, O—M)[27Z'] puis que(OTV, ES) = (l;, O—M)[27Z'] .

b) Montrer que OH = OM z,

¢) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire.
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. .. . i0 . . i(6 —i
 ZyZu,  —cos0e” +isin0e”? —e” (cosO—isin) e

! 2 2 2

2. a)z, —z, =—cosOe’ —isinfe” =—e"” (cosO+isind)) = ¢ =
b)OM} = |zl|2 = |—cos6’e"‘g|2 = |—cosl9 |2 |e’~g|2 = |—cos49 |2 =cos’0
OoM; =|z2|2 :|l's1'n6’e"9|2 =|i|2 | sin@ |2 |e"6'|2 :|sim9 |2 = sin’0

2

M1M22 =|22 _Z1|2 =|Z1_Z2|2 =|ei(29+7r) -1

Or OM 12 +OM 22 = cos’0 + sin’0 = lainsi OM 12 +O0OM 22 =M M 22 . Le triangle OM M , est rectangle en O.

i0 —if
w4 +l =|-cosOe” +l = c0s49e”’7—l - e e"g—l = lew +—
2 2 2 2 21 |2

On a donc zl+l :l<:> 7 - _l =l<:>IM1=l.
20 2 2 2 2

1
Le point M varie sur le cercle de centre / et de rayon 5

[ étant le milieu de [M M 2] donc M, =S, (M . ) et par suite le point M, varie sur le méme cercle.

i0 —i0 2i0
_ _ _ .. i .| e —e€ 6 _ € 1
a) Zgy =76t ZW—ZA—ZMZ——l—lsane ——1—1[—_} ——1—(

21 2

_ Yo o e e, ey _ 1 e _ b _
——E(e +1)——5(e (e +e ))——Ee x2cos0 =—€" xcosO = z,.
On a done z;0 =z < OM, = M,Aet par suite OM; AM , est un parallélogramme.

D’autre part 8 € :|O;%{ donc sin@# 0 et par suite z, #0.

Zom  —cos@e”’ cosO . o e .
o — = [ ——qui est un complexe imaginaire pur donc OM, L OM, et le quadrilatere

Zoit; isin@ e” sin@

OM AM, est un rectangle.

b) Pour que OM|AM, soit un carré il suftit d’avoir OM, = OM, .

Mais OM, =OM, <:>c0s0=sin0<:>9=% car 0 e:|0;%‘:

OM ,AM , soit un carré pour 6 = R




Exercice 2
OA=0B

1. a) Le triangle OAB soit équilatéral direct<<> < (. — .\ =
(OA, OB) = g[Zﬂ]

b_y
a

arg (gj = [oa] |

. b n . b
On voit donc que le complexe — a pour module 1 et pour argument E on peut donc écrire— =1xe¢ 3
a

ou encore b=aeig =(5—i\/§)(%+i£]=%+%+{5\/§ \/237

2 2
L’affixe de B est 4+ 2ix/§.
+
Q est le milieu de [OB] donc z,, = %5 ZZO =2+i3.

b) ABQK soit un parallélogramme signifie A, B et Q non alignés et AB = @ .
Or OAB triangle et Q le milieu de [OB] donc A,B et Q non alignés et AB=KQ & 23 =24 =%~ -

On obtient z, = 3-2i\3.

o—a 3-2iB-5+i3 23 (-2-i3)(3+2iV3) 33

c) = = =
2 3-2i3 3-2i\3 9+12

— —_— —
On vient de prouver que —2£ est un imaginaire pur donc les vecteurs AK et OK sont orthogonaux.

0%

ZK_a

Et comme = |—3i\/§ | =33 #lalors KA# KOet par suite le triangle AKO est rectangle en K non

<k
isocele.
Nature du quadrilatere OQAK.
Tgp = 20Ct Tgg =24~k =5—i\/§—3+2i\/§= 2+i\/§= z, donc @ =KAet par suite OQAK est un
parallélogramme de plus le triangle AKO est rectangle en K donc OQAK est un rectangle non carré.
2w b 3-2i\3-4-2i\3  —1-4i\3  —1-4i\3 3
k=¢ 3—2i\/_—z(5—iJ§) _1_41-@ 1(—1—41\/37)
3 3 3 3

) ) b ) — L . .
On vient de voir que le rapport —2% est réel donc les vecteurs BK et CK sont colinéaires et par suite les points

ZCK
B, C et K sont alignés.
b) pour le point C.
Ona:

c= 2—; < 0C = %ﬁ et donc C est un point de la droite (OA).




B, C et K sont alignés donc C est un point de la droite (BK ) .
D’ou la construction de C comme point d’intersection de deux droites.
Exercice 3
1. a)z, =1l+ia :1+i(al +ia2) =1-a, +ia, et donc A(l—az,al)
2y =1—ia=1-i(a +ia,)=1+a, —ia, etdonc B(l1+a,,—a,).
O, A et B sont alignés signifie OA et OB colinéaires et donc

det (ﬁ, @) =0 (1 —612)(—611 ) —(1 +a, )(al) =0< —2a, =0 < a, =0c’est le résultat demandé.

b) O—AJ_O—B@@.@=0®(1—a2)(1+a2)—af =0<::>1—(6112+a§)=0<::>1—|a|2 =O<:>|a|=1 c’est
le résultat demandé.

i~ a4
a)On suppose que a=¢€" ol € }—5,5{ .

a

. 1 i| —+ —+— i 242 i) —+—
7, =l+ia=1+ie" =1+e e \? 4]+e[2 “J]:e(2 4jx2cos(%+%) il s’agit d’une

o . T T T a 7 a T T a
écriture exponentielle car —— << — <> ——<—<—<<0<—+—=<—etdonc cos| —+— |>0
2 2 4 2 4 2 4 2 2 4

7, =l-ia=1-ie" =

T a 7 a o o . .
—— <= —Z < Odonc cos (5 - Zj > 0 il s’agit aussi d’une écriture exponentielle.

2

b) D’apreés 1. |a| =1donc OA L OB donc il suffit de déterminer a de sorte que OA=0B.

Mais 0A=OB<:>|ZA|=|ZB|<:>2c0s 242 @z EiZ|=cos| £-2
2 4 2 4 2 4 2 4

La premiere équation étant impossible, on obtient & =2k, k € Zet a € }— EX 5[ .

La seule valeur qui convient est @ =0etdonca =1.

Exercice 4
1. Remarquons que 7 =7 < z(l—z)=0<:> z=0o0uz=1 et

z=z3<:>z(1—z2)=0<:>z=00uz=10uz=—1 etque 22 =2 <z (1-2)=0<z=00uz=1 et

comme Z est un nombre complexe non nul différent de (-1) et de 1 alors les points M, N et P sont deux a

deux distincts.




a) Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si, —2*- est imaginaire pur si et seulement si,

oy

2

-7 .. . . Z(l_z) L . 1tz

5— est imaginaire pur si et seulement si, ———— est imaginaire pur si et seulement si, —— est
-z Z(1-2) z
imaginaire pur.
b) z=x+1iy ol x ety sont des réels.
l+z l+x+iy  (I+x+iy)(x—iy) K +y* +x—iy

z X+iy x4y’ X4y

Soit M un point d’affixe z ol z est un nombre complexe non nul différent de (-1) et de 1.

2
1 1
Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si, x° +y* +x=0< (x + E] +y' = 1

. . 1 |
11 s’agit de 1’équation d’un cercle de centre a)(—E , O] et de rayon E qui n’est autre que le cercle (I') de

diametre [OA] .
Et comme M est distinct de O et de A alors 1’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un
triangle rectangle en P est le cercle (I") de diameétre [OA] , privé des points O et A.

2 —
2. a)zestnon nul, (W, Ev’) =arg (Z—][Zﬂ] donc(OM, ON) =arg (z)[27r] soit encore
Z

(W,OW) = (;, 071)[271]

Aussi (W, &;) =arg ( Zi \][271'] donc (O*NZ a;) =arg (z)[Zﬂ'] soit encore (OW, 07’) = (l;, 071)[272’] .

e
' OH . .
b) Dans le triangle rectangle OMH, rectangle en H, cos (MOH ) = O_M et aussi dans le triangle rectangle

OMA, rectangle en M : cos (M OA) = OO—AZ et comme / est un point du segment [OA] distinct de O et A car

M est distinct de O et A donc MOA = MOH et par suite S—Z = oM < OM? = OAx OH c’est le résultat

OA

demandé.

c) ON = |z|2 =OM? = OH donc N est le point d’intersection de cercle de centre O et de rayon OH avec la
demi-droite[Ot) telle que (OM , E) = (;, oM )[27[]
P est le point d’intersection du cercle de diamétre [MN ] avec la demi-droite image de [OM ) par la symétrie

orthogonale d’axe (ON ) .




