Mr : Chahed Série (complexes) 4eme math

Exercice 1 :
Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé direct. (0, u, ¥) On considére ’application f
’ 2 i
Définie sur P\{O} qui a pour tout pointM (z), associe le point M'd’affixe z = 2
1. Montrer que f admet exactement deux points invariants dont on déterminera les affixes.
2. On désigne par A et B les points d’affixes respectives 1 +1i et —1 — i
Z+1+i [z +1+i 2
z'—1-i
b) En déduire que pour tout point M € P\{O,A,B}ona:
BM' _ (BM\? v O v T YA
e=(30) e (AM,BM))=2(AM,BM)
3. Soit A la médiatrice [AB] et Iun point quelconque de A distinct du milieu de [AB]
On note { le cercle circonscrit au triangle AIB
a) Montrer que A est globalement invariante par f
b) Donner alors une construction de I' 1’image de Ipar f

Déterminer et construire chacun des ensembles E et F tels que :

a) Montrer que pour tout z € C\{0,1+ i} ,ona:

z —-1-i

’

a) Eest I’ensemble des points M tels que : ﬁ—;:,

b) Fest I’ensemble des points Mtels que : M' €
Exercice2

Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé. (0, i

1.  Montrer que M’ appartient a (0, V)
Montrer que |z'| = |z' - z|. Interp

. . ' ZZ
on associe le point M' d’affixe z —

2.
3.
4

Exercice 3
Le plan complexe P est rapporté a
des points A,B et C
1.Montrer que O est lg@@®ntre du cercle circonscrit triangle ABC ssi a@ = bb = ¢¢
Dans la suite O est cercle circonscrit triangle ABC
i b Montrer que w est imaginaire pur
I . b+c . L.
)(b — ¢) puis que - estimaginaire pur
(a+b+c)
¢ # 0 alors (CB, AH) Eg[ﬂ]

1. Soit M(z)€t M'(z"). Montrer que si |z — z'| = |z + z'| alors OM et OM’ sont orthogonaux

2. Soit z € C\{0,1} .Montrer que si |z| = |z — 1] alors arg(z) + arg (z — 1) = n[2n]

3. Soitz € C .Montrer que |z|? + |z + 2| =4ssi|z+ 1| =1

4. Soit € C . Montrer que si |z]| =1 alors w = 1+Z+§€ R

5. Soit a un nombre complexe dont la partie imaginaire est non nulle et z une solution de I’équation
(z—a)™ = (z — a)™ .Montrer que z est un réel

6. Soit z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 € [0, 7]\ {2?”} .Déterminer le module et un

argumentde w = 1+ z + z2
Exercice 5
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct(0, U, V).
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On considére le point A d’affixe 1 et, pour tout 0 appartenant a[0 ; 27[, le point M d’affixe z = e%. On désigne
par P le point d’affixe 1+z et par Q le point d’affixe z2.

A partir du point M, donner une construction géométrique du point P et une construction géométrique du point Q.
les points O, A, M, P et Q seront placés sur une méme figure.

Déterminer I’ensemble des points P pour 6 appartenant a [0 ; 2z [. Tracer cet ensemble sur la figure précédente.
Soit S le point d’affixe 1+ z + z? ol z désigne toujours I’affixe du point M. Construire S, en justifiant la

construction.

2
Démontrer que le nombre 1+ZZ+Z est réel, quel que soit 0 appartenant a [0 ; 27 [. Conclure.

Exercice 6

I est le cercle de centre O et de rayon 2v/2

Le plan est rapporté a un repere orthonormé

1.a. A tout point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z' telle que : z' = z% — 2(1 + i)z
Onposez = x +iyetz' = x"+iy’, ou x, y, x" et y' sont des nombres réels.

a. Exprimer x' ety’ en fonction de x et y.

b. Soit H I’ensemble des points M tels que z' soit un nombre réel.

Montrer que H est la représentation graphique d’une fonction h que I’on déterminera es
dessous.

L2TC
a. Montrer que les points A, B et C d’affixe respectives a = 2(1 +1i),b = ae's et
Appartient a I" et H.
b. Montrer que le triangle ABC est équilatéral d. Tracer I et placer A, ur hique ci-dessous
y

Exercice 7
Soit m un nombre complexe différent de 1.
I- Soit (E) I’équation d’inconnu z, o z € C.
(B):z2—(1—-)(m+1)z—i(m?+1)=0
1- Résolution de (E).
a- Vérifier que le discriminant de (E) vaut[(1 + i)(m — 1)]?
b- Résoudre dans C I’équation (E).
c- Déterminer les deux valeurs de m pour que le produit des deux racines de
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(E) soit égale a 1 On donnera les résultats sous forme algébrique.
2-Onposez; =1—imetz, =m—1.
Ecrire z; et z, sous forme exponentielle, pour m = e'® etg <0<

II- Le plan complexe (P) est rapporté a un orthonormé direct (0, €7, €5)
On considere les points M, M et M, d’affixes respectivesm, z; et z,

1. Déterminer I’ensemble des points M tel que les trois pointsM, M;et M,soient  alignés.
2. Déterminer I’ensemble des points M pour que M M1 M2 sont rectangle en M2.

Exercice 8
Soit 8 est un réel de I’intervalle] 0; [. 1°Résoudre z? — 2iz — 1 —el® = 0.
2°S0it P(z) =z% — 3iz2 —(3+ )z + i (1+ €°).
a .Montrer que I’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure.
b .Résoudre alors P(z) =
3°Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (o ; U; V),on
considere les points A, M;et M, d’affixes respectives —1 + i,i+e® et i— el ou
a .Montrer que les vecteurs m—{ et m sont orthogonaux.
b .Montrer que lorsque 6 varie dans I’intervalle] O ; « [ les points M; et M, varient s
Exercice 9
Soit 0€]—m [ . On pose U = 3cos® — 5icosB et V = 5cosO + 3isi
1°/ Montrer que U? — V2 est une constante
2°/ Soit I’équation (E): 2z% + (3cos® — 5isin@ )z —2 =0
a) Sans calculer z’ et z montrer que argz’ + argz" = [2m]

Trouver les valeurs de 8 pour lesquels OM M’ est
Exercice 10 :
Le plan P est rapporté a un repere orthono

. a) Montrer que z € iR & z' €iR
b) Montrer que |z| =1 <7z € R

et de rayonr
-2
{i}onaz —i= —
Zz—1

rit C le point M’ décrit un cercle €’

n=ln

bre ne cOmplexe non nul.
C I’équation E:iz? + (a+a—i)z—a—ilal? =0

b) Résoudre dans C I’équation E.
¢) Montrer que a est une solution de E si et seulement si Re (a) = Jm (a)
2. Dans la suite on suppose que Re (a) # Jm (a)

Le plan complexe est rapporte aun repére orthonormé (0, 4, V). On désigne par N, N; et N, les points
(i-1)a-i

ia—a
En déduire ’ensemble F des pomts N pour que N, N; et N, soient alignées.

3.Dans cette question on suppose que a = e',8 € [0, g]

a,iaetl+iaetonposeZ = P Venfler queZ =

Déterminer I’ensemble des points N, lorsque 8 varie.Mettre zy, sous forme exponentielle.
4.Soit A et B deux points d’affixes respectives o et 3 et M(z)

d’affixes




Montrer que MA = MB & (a— B)Z+ (a— B)z = |a|? — |B|?
En déduire ’ensemble G des points M(z) € P tel que Rel [(a@ + ia)z] = 0.
Exercice 12:
Le plan P est rapporté a un repere orthonormé direct (o, U, V).
1. Résoudre dans C 1’équation (E):z* =16
2. On considere dans C I’équation (E'): (z—1)3 = 4(z+1)
a) Vérifier que zy = i et une solution de E’
b) Montrer que si z est une solution de (E’) distinct de z, alors |z — i|? = 4
¢) En déduire que si z est une solution de (E’) distinct de z, alors z — i est une solution de (E)
d) Résoudre dans C I’équation (E")
Exercice 13 :
1) Résoudre dans C ’équation E:z2+z—1=0
2) a)Déterminer wy , w1 , Wy, W3 et w, les racines cinquieéme de I'unité
b) Vérifier que pour tout k € {0,1,2,3,4} on a wyx = w,*
c) Montrer que wg + w1twy; + w3z + wy =0
3)soient a = wy + wyeth = w, + w3
4m

2?”) eth = 2cos (?

a) Montrer que a et b sont les solutions de E et que a = 2cos (

P 2 4
b) En déduire alors les valeurs exactes de cos (?n) et cos (

4) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (o, U, V).

b) Vérifier que le point A(i) est un point de I' puis construire I'
¢) Montrer que T coupe (o, ) suivant deux points I et | d’affixes g

5) En déduire une construction du pentagone régulier inscrit dans
Dont un des sommet et le point d’affixe 1
Exercice 14

I) On considere dans C ’équation E : az? +

Zy = betZZ_C
2 a 142 a

on considere le point A et M d’affixe respectives

leem=1+¢"®, 0€]-mmn[.
On désigne par C le cercle de centre A
2)a) Déterminer un argument de m.

az + a = 0 ou a est un nombre complexe non nul.
a) Montrer que m tion de E’ si et seulement si a = 2 + 2 cos(0)
b) En déduire la de cette équation.

quations E:z' +iZ+1+2i=0etE:z2+Q2+i)z+i=0
E et E' sont équivalentes

b) Déterminer z; et z, les solutions de E ( Re(z1) > Re(zy))
51

2) Montrer que z; = —1 + e_l% etz, =—1+e "6 puis déduire I’écriture exponentielle de z, etz,
3 On considere 1 équation E,:z" 1d(z) =1,n>3
a) Montrer que si z est une solution de E,, alors |z]| = 1
b) Résoudre dans C I’équation E,
II) 1) a) Déterminer I’ensemble des points invariants par ®
b) Montrer que les points O, M et M’ sont alignés
2) Soit A(a) et B(b) deux points distinct tel que et b € C*, A’ = ®(A) et B’ = ®(B) 0, A et B Sont alignés

a) Montrer que (W, W) = (ﬁ, m) []




b) Ou varie le point M lorsque M decrit le cercle de diametre [AB] privé de AetB
Exercice 16
Soit m un nombre complexe différent de O

Soit (E) I’équation d’inconnu z, ot z € C.
(E):222— (3+1W3)mz+ (1+iV3)m? =0
2

1 a- Vérifier que le discriminant de (E) vaut (—1 + l\/§) m?

b- Résoudre dans C I’équation (E).

2. On consideére les points A,B et M d’affixes respectives m, b = me's etz
Soit R la rotation de centre M et d'angle g et les points A;(a;) = R™*(4) et B;(b;) =R (B)

Montrer que le triangle OAB est équilatéral
(i i B g (P B (B s (248
Montrer que b, = (—2+l 2)m+(2 i 2)Zf:tal = (2 i 2)m+(2+l 2)2
¢. Montrer que O A;MB; est un parallélogramme
3.Onsupposeque M # A et M + B

z-b z-b a
a. Montrer que — = —=— —
zZ—aq z-a b

b. En déduire que les points A , B; et M sont alignés si et seulement si B, A, O son

Exercice 17
Soit m un nombre complexe non réel
On considere dans C 1’équation (E):z> — (1 + )(1 + m)z +
1)a) Montrer (E) admet deux solutions distinctes z; et z,
b) Résoudre (E)
2) Dans cette question on suppose que m = ef

Exercice 18
Soit m un parame . On considere dans C I’équation
)+ (2 —i)z? +(m2+1—21)z—l(m2+1)—0
Le plan un repere orthonormé direct (0 u, v)
Partie (1)
1.a. Vérifier Q@@ = i est une solution de (E)
b. Résoudredans C 1’équation (E)
2. Déterminer I’ensemble des points M (m) pour que deux au moins des solutions de (E)
aient méme module

3.0npose z; = —1—im.;z; = —1+ imet on suppose quem = e'? 9 € ]n,%n
Déterminer 1’écriture exponentielle de z; et z,
Partie (2)
On considere les points M1(z1) , M,(z,) et M(m)
1. Déterminer I’ensemble des point M(m) pour que M , M, et M, soient alignés
2. On suppose que min + Re(m) # 0
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Soit R I’application qui transforme N(z) au point N'(z’) telle que z' = —1 + iz

a. Montrer que R est une rotation en déterminera le centre (2 et ’angle ¢

zZ1—m
b. Montrer que =*—
Z2—21

est imaginaire si et seulement si mim — Im(m) = 0

c. Déduire I’ensemble des points M (m) tel que M , M, et M, soient cocycliques

Exercice 19

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0, u, v) soit 8 € 10, x|
1) On considére dans I'ensemble C I'équation E : z* — 2¢z+ 1 =0

6 m\\ 2
a) Vérifier que 4 = (2 ZSin(e)e‘(E+Z)) est le discriminant de E

b) Résoudre alors E
2) On considére les points A, M , M, et M, d’affixe respectives

(04 : (4T
zy=1 ,z=¢e",z =e"+ 25in9el(2+4) etz, = e — VZsin6e1(2+4)
(84
a) Montrer que e — i = —2icos (g + E) el(2+4)
b) En déduire que M, et M, sont deux points du cercle C de centre A et de rayon 2
c) Vérifier que M est le milieu de [M,M,] et que Im(z,) > 0
d) Sur la figure annexe on a tracé C ainsi que le cercle trigonométri
Construire les points M; et M,

a) Construire les points N et N’ et montrer que N’ a pour affixe

b) Montrer que M,M, et ON’ sont orthogonaux
c) Construire alors les points M, et M, d’'une au

Exercice 20

I'application f du plan dans lui-méme, qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe




+izZ y . . .
'=2—".0n pose A et B d'affixes respectives i et -i .

1/ Montrer que f admet deux points invariants a déterminer.

2/ Montrer que pour tout nombre complexe z , les points A, M et M’ alignés .

3/ Soit (I')le cercle de diamétre [0B] .

a) Montrer que pour tout point M du plan privé de et B,ona: arg(z) = §+ (W W) [27]

b) En déduire que si M appartient (I') a alors le point M’ appartient a une droite a préciser.
c) Donner une construction de M’ connaissant M point de(T’) .

4/ a) Montrer que |z' — z| = |z’ —i| si et seulement si M appartient au cercle trigonométrique ().
b) En déduire que si M € ¢ \ {A} alors M’ est le milieu de [AM] .
c) Déterminer I'image(¢) de par .




