Nombres

Complexes

L’essentiel

Forme algébrique d'un nombre complexe

» Onnote Re(z) = xetIm(z) =y

» Zestréel © y = 0; Z est imaginaire © x = 0
» z=0ox=0ety=0

> z=7 o Re(z) = Re(Z) et Sm(z) = Im(z)

Affixe d"'un @@ e d'un VM

M(z =z + 1y)




Conjugué d'un nombre complexe

zZ—
» zz7=x?+7y?
» 7z estréelsietseulementsi z =2
» z estimaginaire si et seulementsi z = —Z
Dans le plan complexe, le point M' d'affixe Z estl'image du point M d'affixe z par la symétrie
par rapport a l'axe des abscisses.

Module d’'un nombre complexe

> AB = |ZB_ZA|

» Soitz et z' deux nombres complexes alors
Izl = |2] = |~2| ;22| = |2||Z; | =%. z2#0 ;|z" =|z|" ,z#0etn€Z

lz + 2| <|z| + |Z/|

Arguments d'un nombre

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls alors etn € Z

; arg (3) =arg(z) + arg(z)[2n]arg(zz") = arg(z) + arg(z")[2n]

arg(z™) = narg(z)[2n]

U
Forme trigorNrique d’'un nombre complexe non nul

écriture exponentielle de z I'écriture z = re'”

M(z=re)




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

C ,—;;u,,, C ,,,; UIL1C1ILITIIC ,—, 1C ,;,;,,, C 4 — I C » 1
» Soit @ unréel alors —el® = el(T+0) (g10) = =16 = ]

. . .
— el(G—Gr) et (ele) — emG ,NETL

i0

. , o . el
> Soit6 et 0’ deux réel alors el = (0 +6) o

Lien entre écriture cartésienne et écriture exponentielle

Ecriture cartésienne icriture exponentielle
z=x+iy,(x,y) € R*\ {(0,0)}

rsin(0)

Si p > 0, la forme exponentielle de z est pei®

Si p < 0, laforme exponentielle de z est —pei(™+®)

9

Montrer qu'il est égal a son conjugué
» Montrer qu'il est nul ou que son argument est kr , k € 7

» Montrer qu'il est égal a 1'opposé de son conjugué
» Montrer qu'il est nul ou que son argument estg +kr, k€L

Fa,  Lygllsl_deolye




» Montrer qu'il est égal a 1'opposé de son conjugué
» Montrer qu'il est nul ou que son argument est% +kr, k€L

Formule d'Euler

Formule de Moivre

ia ib _ ;atb ¢ .a-b _ja-b _
e“+e?=¢e 2 (e +e 2 |=2cos

) J
Equation z" = a, 1@* V

» L’équation z" = 1 admet dans C n solutions distinctes deux a deux, appelées les racines

ni=¢me de l'unité qui sont Wk =

» Soita = re'®, r > 0.L’équati C n solutions deux a deux
— .0+2

: km
distinctes appelées les ra > n ,ke{0,1..n—1}
» Les images des racines ier inscrit dans le cercle
trigonométrique dont




Equation de second degré a coefficients complexe

» Soit (E) équation a discriminant de (E)
Il existe un nombre

> les solutions de

> az?+bz+c=a

> (55) =Zs -
> (4B,CD)

> Soitwetw'd

Comprendre \

Exercice 1

Déterminer I'écti cartésienne de chacun des nombre complexe suivants

1+3i N6 1+iV3
= (B+) Lz =07

(1+3i)(1-1) 142i+3i-6 .
3 = = =—-1+i
3 12422 5

Zy = (Zeig)6 = 64e'" = —64

25 = (1+i€)(1—i) _ \/§2+1 n l.ﬁ;—1




Remarque

2 3
Z5 = \/—eeln = \/_e 12 =12 (cos (1 ) + isin (12)> Alors par identification on obtient

cos(5) = 522

(T _ V62
Sm(ﬁ)_ 4
Exercice2

Déterminer I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexes suivants

=—1+iV3 ,z,=(V3—i)’ (1 +1), 2 = (11}, 23 =1+V2+i(V2

T 3T

Zs—e‘9+lee]———

Correction

)= (s () i) - 2

D’une part on a \/§—i=2(?_%'

Donc (V3 —i)’ = 4e™%

D'autre part 1+ i = 2e's

zz =7

b+ Zei% =2 (eig + eig) = Zei;_z (ei% + éi;) 4cos (n)e 24

‘i(g'§)> = 4cos (g - %) ¢i3*+D) et comme — g (6(32—”

g T T . 0 T .
>~ 2 <3 Dol cos (= —X))0 ainsi I'ecriture exponentielle de zs est
. 2 4

2cos (g — %) ei(g%)

2

Remarques
Comment simplifier dans certains cas une expression complexe écrite sous forme d’une somme

1) SiZ estune somme ou une différence de complexe conjugues, on remarque alors

que z + ; = 2Re(z) etZ— 2= 2ilm(z)

2) SiZestlasomme de deux nombres complexes de module 1, on écrit pur tout




+b a— fa—
(a,b) ER? Onael® +eib = ¢t (aT) (ei(Tb) + e_l(Tb)>

Comment simplifier une expression complexe écrite sous forme d’un quotient

1) On peut écrire le numérateur et le dénominateur Sous forme exponentielle puis
utiliser les propriétés de I'exponentielle

2) On peut aussi multiplier a la fois le numérateur et le dénominateur par la quantité
conjugue du dénominateur
3) On peut combiner les deux méthodes précédentes

Exercice 3

1) Déterminer les racines carrées de a dans chacun des cas suivan

Correction

2 . .
a = —5 = (iv/5) Donc les racines carrées d

a = 2i = (1+ i)? Donc les racines carré

_i\2

a=—-i= (%) Donc les racines
a=2+2i«/§=4e"§=(2e"5
a=8+6i=9+i%+6i=(

Autrement

Soitz =x+
2xy =Im(a) =6

Ainsi Donc les racines carrées de a sont 3+ iet -3 —i

a = cos?(0) — 1 = —sin%(F) = (isin(e))zDonc les racines carrées de a sont isin(6) et —isin(8)
a=1+2ie + (ie®)” = (1 + ie'®)’Donc les racines carrées de a sont 1 + ie¥et —1 — i
2) premiere méthode

a=1+i=+2es = (\/ﬁeig)ZDonc les racines carrées de a sont Vv2e's et —/v2e's

Deuxieme méthode




x4 y? = lal =2

Soitz=x+iy .(x,y) € R* uneracinecarréede a @ z2 =1+i ©{x2 — y2 = Re(a) = 1
y

2xy =Im(a) =1
Li+L,=>2x*=\2+1e«x / ou x {
Li—L,»2y’=\2-1oy= /@ouy=—/@

Ls = x et y sont de méme signe ainsi les racines carrées de a sont

_ ,\/7+1 . fﬁ—1 _ ’\/E+1_. /\/7-1
Z1 = 2 +1 Tetzz— 2 l 5

Et comme cos (%) > 0 donc cos (%) =

Exercice 4
1) linéariser cos®(x)
2) Exprimer cos(3x) en fonction des puissances de co

Correction

s oiX 4 ominy S . i —i3x ix ,—i4x 4 ,—i5x
1) cos (x)=(—) = + 5e"e + e~5%)

2

+Cptab™ ™t + O b

+Cia*b + C2a’h? + C3a?b® + C5ab* + (b3
= a® + 5a*b + 10a®b? + 10a?b® + 5ab* + b°

2) D’aprés la formule de Moivre on a
(cos(x) + isin(x))3 = cos(3x) + isin(3x) Donc cos(3x) = Re[(cos(x) + isin(x))3] et comme
(cos(x) + isin(x))3 = cos3(x) + 3icos2(x)sin(x) — 3cos(x)sin?(x) — isin3(x) alors

cos(3x) = cos®(x) — 3cos(x)sin?(x) = cos®(x) — 3cos(x)(1 — cos?(x)) = 4cos*(x) — 3cos(x)
Exercice 5

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0, u, V)

Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z dans chacun des cas suivants

1) lz+i|=|z-1]




2) |ié+ 1| = [1+iv3]

3)z#—iet - €R

4)z = 2i+cos(9),0 € [0,%]
5)z=1+2t+i(1—t),t€[0,+00
Correction

1) premiére méthode

Considérons les points A et B d’affixes respectives 1 et — i

lz+i|=|z—1| © |zy — 24| == |2y — 25| ©& AM = BM Alors I'ense
médiatrice de [AB]

Deuxiéme méthode Soit z = x + iy, (x - y) € R?

& y = —x Donc I'ensemble des points M est la droi

2) iz +1| =[1+iV3] & |¢§+1| =2 |-iz

s |-illz+i|=2e |z+i| =2 & AM 2Donc ints M est le cercle de centre A
et de rayon 2

3) Soitz # —i

Premiere méthode

BM >
aZE = ; eERe A BM sont co ires et M + A Donc I'ensemble des points M est
a AM

La droite (AB) privé de

u M=B<:><AM,BM)=k1T,kEZOUM=B

est La droite (4B) privé de A

x = cosf

z = 2i+ cos(f 96[0,%](:){}]:2 )

0 € [0, g] orf e [0, g] & cosf € [0,1]

o {x;=[0’21] Donc 'ensemble des points M est Le segment [I]] avec 1(2i) et J(1 + 2i)

5) Soitz = x + iy, (x - y) € R?

t =
x=1+2t
y=1_t,te[0,+00[<:> M
y=1-—r

Z=1+2t+i(1—t),t€[0,+00[<:>{




x=>1
=3 {y _3-x. Car t € [0,4o[ & x € [1,+[ Donc I'ensemble des points M est la demi-droite
2

_ x=1
d’équation y= 3-x

2
Exercice 6

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, 4, v)
Soit E I'ensemble des points M d’affixe non nul z tel que z3 € R},

1) Vérifier que les points A, B et C d’affixes respectives z, =1,z = —1+iV3etz, = -1 —iV3
sont des points de E

2) Déterminé I'ensemble E
Correction
1) z3=1€eR,doncA€E

2my 3 .
73 =(2¢"3) =8e?" =8 €R; donc B € E

- 3 .
z§=(z3) =8€eR,doncC€eE
2) Soitz#0

M(z) €E & arg(z®) = 2kmk € Z

a un repére orthonormé direct (0, i, ¥)
ns I'ensemble C I'équation E :z2 — 4iz— 2+ 2iv/3 =10
a- Vérifier que a = 1 + i(2 — v/3) est une solution de E
b- En déduire b I'autre solution de E

2- Montrer que a? = 4(2 — \/§)ei§ . Déduire I'écriture exponentielle de a

3. On considere les points A, B et C d’affixe respectives a, b et ¢ = 2i + 2€i§ . Soit I le cercle de
diametre [AB]

a- Déterminer w l'affixe de 2 le centre de I'

b- Montrer que O et C dont deux points de I' . En déduire que % €iR




Exercice 2

On considére dans I'ensemble C I'équation E : z3 — (1 +2i)z> +3(1 +i)z—10(1 +i) =0

1) Montrer que E admet une solution imaginaire

2)a ) Déterminer les racines carrées de 5 — 12i
b) Résoudre I'équation E

Exercice 3

On considére dans I'ensemble C I'équation E : iz3 + 3(1 +i)z% + 6z
Filiz+(@1+1]*=8

1) a) Montrer que E et F dont équivalentes
b) Résoudre alors E

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, u, nc
d’affixes respectives —1 — i, v/3 — 1 + 2i et—/3 — 1 *&i

I' L’ensemble des points M(z) € P tel que |i +1i)| =
Montrer que I' est le cercle circonscrit

Exercice 4

Résoudre dans C les équati

E:(z—D)"=(z+1D" E,

Exercice 5

Dans I'ensemble C de mbres

3)

idére les points A,Bet C

4) Vérifier que a = —1 + i est une solution de E puis résoudre I'équation E

5) Factoriser p(z) dans R

S’approfondir

Exercice 6

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, 4, ¥) soit 6 € ]Og[\{%}




1) On considére dans I'ensemble C I'équation E : z2 —v/2e¥z + e2¢ =0
a) Vérifier que 4 = (ivZe™)’est le discriminant de E

b) Ecrire sous forme exponentielle les solutions de E

2) On considére les points I , J , T;,T, et A d’affixe respectives 1,-1 103 i(0-3) et yZei

a) Montrer que les droites (04) et (T;T,) sont perpendiculaires
b) Soit K le milieu du segment [T, T,] , montrer que les points O , K et A sont alignés

¢) En déduire que la droite (0A) est la médiatrice de [T;T,]

3) Soit R la rotation de centre T, et d’angleg
a) Soit M(z) et M'(z") . Montrer que R(M) =M' & 2z’ — ei(e+§)

b) Déterminer I'affixe du pont B image de I par R

4) Déterminer I'affixe du point C image de A par la tra

5) Montrer que le point A est le milieu du seg C]

Exercice 7 \

On considére I'application f qui a tout nombre complexe z différent de 1, associe le nombre

complexe
2—iz

f@)=
11—z
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,4, v) ,A est le point d’affixe 1 et B celui

d’affixe —2i
U AT
1. Onpose z = x + iy avec x et y réels.
Ecrire f(z) sous forme algébrique. En déduire 'ensemble des points M d’affixe z tels
que f(z)soit un réel et représenter cet ensemble.

On pose z'=f(z)

a. Vérifier que i n’a pas d’antécédent par f et exprimer, pour z' différent de i, z en fonction
de z'.

b. M est le point d’affixe z (z différent de 1) et M’ celui d’affixe z' (z' différent de i).
Montrer que OM = C—IZ: ou C et D sont les points d’affixes respectives 2 et i.

D

c. Montrer que, lorsque le point M décrit le cercle de centre O et de rayon 1 privé du
point A, son image M’ appartient a une

Droite fixe que I'on définira géométriquement.
Exercice 8

le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0,u, V) ,(on appelle A, B, C les points d’affixes
respectives 1+2i, 1, 3i, et on considére la transformation f qui a tout point M d’affixe z fait
correspondre le point M’ = f(M) d’affixe




4 = (3+422+Sz

Déterminer les affixes des points A’, B', C'images de A, B, C par f. Placer ces 6 points.

On pose On pose z = x + iy avec x et y réels. Déterminer en fonction de x et y la partie
réelle et la partie imaginaire de z'.

Démontrer que I'ensemble des points invariants par f (c’est-a-dire tels que z'=z) est la
droite A d’équation y = ;
Tracer A. Que remarque-t-on ?

Démontrer que, pour tout point M du plan, le point M’ est sur la droite A.

PE TR, i~ . En déduire que == est réel
A

Montrer que, pour tout complexe zon a ,

£
Que peut-on en déduire pour les droites (MM') et (OA)?

Comment peut-on construire M' connaissant M (on distinguera suivant que M appartient
ounonaA)?

Exercice 9

Le plan complexe est muni d’un r

On considére I'application f
Ztelque:z' = %(2 = lzD).

. Placer A, B, A’ et B’ sur la figure.

. a. Déterminer I'ensemble E des points M du plan privé du point O dont I'image par f est O.

. Représenter E sur la figure.

. Montrer que le cercle C; est 'ensemble des points M du plan distincts de O tels que f(M) =M.

NooT o sT e N

. Pour cette question, M est un point du plan, distinct de O, n’appartenant pas au cercle C;.
On appelle | le milieu du segment [MM’] ou M’ est I'image de M par f.

a. Montrer que | appartient a C1.

b. Montrer que | appartient a la demi-droite [OM).

c. Sur la figure donnée est placé un point M;. Construire le pointM;, image par f du point M,




Exercice 10
Soit m un nombre complexe différent de 1, i et de -i.

I- Soit (E) I'équation d’inconnu z, otz €C (E):z?— (1 +i)(m+ Dz+i(m?+1)=0
Résoudre dans C I'équation (E).
Onposeu=m+ietv=1+im
a- Montrer que % est un réel si et seulement si [m| =1
b- Montrer que |u| + |v| = 2|m|
3) Dans cette question on suppose que |m| =1
a-Vérifier que u? = m[(m — m) + 2i]

b- En déduire que arg(u) = %arg(m) + % + km, k

bres‘complexe distincts

triangle

2) Soit
I'ensemble E

€ a un repére orthonormé (0,4,V)

Soit f I'application'de P dans P qui atout point M(z) associe le point M'(z") tel que z’ = z% — 72

1. Sur lafigure 1 on a placer les points M(z) et A(1)
C et D sont les projetés orthogonaux de M respectivement sur (0,4,) et (0,V)

La paralléle a (AD) issue de C coupe (0,v) en E

a. Onpose z = x + iy déterminer I'écriture cartésienne de z'
b. On suppose que x > 0 et y > 0 montrer que OE = xy

c. Construire alors le point M'
2. Soit H I'ensemble des points M(z) tel que z' = 4i . Montrer que H est une hyperbole

3. Soit B(b) un pointde H, B' est le symétrie de B par rapport a O et (C) le cercle de centre
B et passant par B' Montrer que M(z) appartient a (C) si et seulement si |z — b|? = 4bb




4. Le cercle (C) coupe H suivant trois points M,, M, et M, autre que B' voir figure 2
Soit M(z) un pointde Hn (C)onpose Z =z —b
a. Montrer que Z%2 — 7% + 2bZ — 2bZ =0
b. Multiplions I'égalité Précédente par Z2et montrer que (Z + 2b)(Z% — 8bb?) = 0
c. Montrer alors que le triangle M, M; M, est équilatéral de centre B

h d

Exercice 12

, un argument de z,, dans ]Og[
sin(6)
Z"Sin(zin)

e r, et la limite de 6,,

etr, =

2) a)Déterminer wq , w, , w,, w5 et w, les racines cinquieéme de l'unité
b) Vérifier que pour tout k € {0,1,2,3,4} on a wy = w,;*
c) Montrer que S = wy + w+w, + w3+ w, =0
3) soient a = w; + w, et = w, + w;
a) Montrer que a et S sont les solutions de E

P . 2 4
b) En déduire alors les valeurs exactes de cos (?") et cos (?”)

4) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (o, 4, V).




a) Déterminer 'ensemble T des points M(z) du plan tel que z = —% + ?

e, 9 ¢€0,2n[
b) Vérifier que le point A(i) est un point de T puis construire T

c) Montrer que T coupe (o, 1) suivant deux points I et J d'affixes respectives _1;"/5 et 15

5) En déduire une construction du pentagone régulier inscrit dans le cercle de centre 0 et de
rayon 1 Dont I' un des sommet et le point d’affixe 1

Exercice 14

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0, U, V)

On considére les points A et B d’affixes respectives z, =1 etz =

w 3w
2’ 2

Et l'équation Eg: iz2 — 2(1 — cos8)z — 2cos(8) = 0, 6 € ]

1)a) Résoudre dans C 'équation Eg

b) Déterminé la valeur de 8 pour la quelle z; = z,

5 a un repere orthonormé (o,4,v).
xe et soi
t(Ep):z2-2mz="2(1 +1i) = 0.
Onnote M (m),N (2m),M,et M, les points images

des solutions z; et z, de I'équation (E,,)

1) Résoudre I'équation (E,, ) pourm = i+/2. Montrer que le
triangle OM; M, est rectangle en O.

2) Soit A’ le discriminant réduit de ( E,, )
On note (I") I'ensemble des points M tels OM; est
orthogonal a OM,.
Montrer que M € I si et seulement si |m|? = |A’|




En déduire qu’une équation de (I') est x 2- y?2 + 2xy + 2 = 0.

Dans cette question on suppose que z; # z,

Dans le graphique ci-dessous on a représenté la courbe (I") et M un point de (I') .

Montrer que le quadrilatere OM; NM, est un rectangle.

Déterminer un procédé de construction des points ,M,;et M, connaissant un argument de z;.

Exercice 16
Soit I'application f du plan dans lui-méme, qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe

. On pose A et B d’affixes respectives i et -i .z’ = %

1/ Montrer que f admet deux points invariants a déterminer.
2/ Montrer que pour tout nombre complexe z , les points A, M et

3/ Soit (I')le cercle de diamétre [0B] .

b) En déduire que si M appartient (I') a alors le p
c) Donner une construction de M’ connaissant M poi

4/ a) Montrer que |z’ —z| = |z’ —i| si et seule
trigonométrique ().

b) En déduire que si M € ¢ \ {A} alors M’ e mi
c) Déterminer I'image(¢) d
Correction

Exercice 1

b=4i—a=-1+i(2++3)

atb _

[AB] donc w =—-=2i
= |2ei§ =2 etcomme AB = |b — a| = |-2 + 2iV3| = 4 alors le rayon de I
est%=2ainsi€el“
N0 =|w|=2donc O€r

C €I et [AB] est un diamétre de I" alors CA et CB dont orthogonaux et comme BC # 0 alors
rr(ac _
¢ ( f) € iRdoncZ—ae iR
aff(:?é) ¢

Exercice 2




Soit p(z) =23 — (1 +20)z%2 +3(1 + )z — 10(1 + i) et z, = iy,y €R

zpetunzérode P o p(zg) =0 —iy3 + (1+2)y? +3i(1+i)y—101+i) =0 & y?> -3y —
10—i(y3+2y+3y—10)=0

{El:y2 —3y—10=0.
Eyy3+2y243y—10=0
—2 Ainsi z, = —2i

E;, &y =5o0uy = —2etcomme 5 ne vérifie pas E, doncy =

2)a) on peut remarquer que 5 — 12i = 32 + (2i)? — 2 x 3 x 2i = (3 — 2i)? donc les racines
carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et =3 + 2i

b) —2i est une solution de E donc P(z) = (z + 2i)(z?> + bz +¢) = z3 + 2iz% + 2ibz +
2ic=z3+ (b + 2i)z+ (c + 2ib)z + 2ic
b+2i=-1-2i

Par indentification on obtient { ¢ + 2ib = 3 + 3i
2ic =—-10—-10i

Ainsip(z) = (z+ 2i)(z2 — (1 + 4i)z — 5 + 5i)
p(z)=0©z+2i=00u z?— (1+4i)z
z+2i=0z=-2i
8i—16+20—-20i=5—

1+4i+3-20 _

Alors z, = 5

S5c = {—2i,2+i,—1+ 3i}

Exercice 3
+3iz1+)?*+(1+i)*=8
=8 iz +3(1+i)z?+6z—-2i+10=0

iZp+1+0
2

2kn
e 3 ,kef{0,1,2}

yalisis 2kn
Y3 —1-iez,=-2ie"3 +i—-1,ke{0,1,2}
Z0=_1
SC={ZO'21'ZZ}
2YM(z)eTlrsliz+1+i|l=2¢e|illz-i+1|=2e|z—i+ 1| =2 donc I estle cercle de

centre 2 d’affixe i — 1 et de rayon 2

L2TC
Orlizy +1+1i| = |2e‘? = 2 donc A,B et C sont trois points de I'" ainsi I est le cercle
circonscrit au triangle ABC

Exercice 4

Remarquons d’abord que z = i n'est pas une solution de E; ainsi

Z+i\ ™ Z+i . . s s Z+i
E, & =) = le P est une racine niéme de I'unité autre que 1 car — # 1




zZ+1 ian i2k7r l.Zth
-=e n ,ke{l2.n—-1}oz+i=ze n —ije n
z—1

g gk
k
enjente n Zcos(—")

n

& Z, = =
k ik”( K -ik—”) 2isin(k—”)

== —icotan (kn—”) Jkef{1,2,.n—1}

enfen—-e'n Py
E,oltz4+z2+ 42" +z(0+2z4+2°+42"1) =0

Remarquons que z = 1 n’est pas une solution de E, ainsi

Ez<:)11__Zzn+zl1__zzn=0<:>1—zn+Z(1—Zn)=O<:>(1+Z —z")=0

.2em

Sz=-louz'=letz#leoz=—-1louz=¢e"n k

Exercice 5

1)P(2) =24 +323+ 222 +32+1 =27 + 323 + 272 + 37

=7 +328+272 437+ 1=p(2)

2) Soit z, une solutionde E, p(0) =10 d

p(2)=2+i+2

Zy z¢  z3  2z%

+2)+ o) =+ 22+2) (22 +2+7)

|af?

Exercise 6

1)a) 4 = b? — 4ac = (\/ie"e)z — 4120 = 2120 — 4120 = 2020 = (i\/fe“‘))2

i6 4 ; i6 . T ) . T
b) z, = w = (\/7? + l‘/?i) el =ela —elf = e‘(9+4)

2e0—iy2e® 22\ —i® i(6-"
z, = ‘/——2‘/— = (‘/7_— 1‘/7_) elt = o~iei0 — oi(6-5)




aff(Tl_;'z) _zpmzy __ —2i2e? .
aff(OﬁA) =TT g = 2i € iR donc (T;T,) L (0A)

b) z =222 = ‘/gei“’ = 2z, donc OK = 204 alors O,K et A sont alignés

¢) (04) L (T4T,) et (0A) passe par le milieu de [T, T,] donc (0A) est la médiatrice de [T;T,]

3)a)Soit M =T, R/ m(M) =M M =_,,T1M' PN
)Y TR e {(TTM’ M) =2 [21]

arg (Z—

z-2,

zt—z,

z b zZ—27
===[2
—z1> > [27]

iz
—e2=iz7 —

a

b) R() = B & 75 — ¢!(®+3) = iz, — €'(®

_ 2-ix+y _ Q4y-i)x(-x+iy) _ C+y)(1-x)+xy-(1-x)xi+(2+y)yi
b 1-x-iy | (1-x-iy)(1-x+iy) (1-x)2+y?

(1-)+xy+(x2-x+2y+y2)i _ 2-2x+y+(x2-x+2y+y?)i

(1—-x)2+y2 (1—x)2+y2

f(@réel o x*-x+2y+y2=0 (x;y) # (1;0)
1\2 1
(:)(x—z) _Z+(Y+1)2_1=0' (x;y) # (1;0)

2
(:)(x—%) +(y+1)2=§ (xy) # (1,0

Le point M appartient donc au cercle de centre E d’affixe % — i derayon \E = % privé du point A.




2.a. Supposons qu'il existe un nombre complexe z tel que f(z)=i. On a alors :
(D=ie==ioriz=i(l-2) & 2-iz=i-izo 2=
Ce qui est impossible. Par conséquent i n’a pas d’antécédent par f

Soit z" #1i
2-i . . .
=2 e y(1-2)=2-iz7-27' = 2-iz & iz-z2' = 2-27'

Z
1-z

oz(i-2)=2-7 ©2="2
-z

2-z1 cMr
b.OM = |z| =[5

W!
c. Lorsque M décrit le cercle de centre O et de rayon 1 privé d
Par conséquent % = 1 soit M'C=MD . Le point M’ appartie
segment [CD]

Lorsque M’'décrit la médiatrice de [CD] alors
1
|2 “| =1 Par conséquent |z| = 1et z =1 il en

i—zr

Et par suite le point M décrit le ceiicle de ceiike O

Exercice 8

(+4)(1+20+5(1-20) _ 3+61+4i-8+5-10i _

1. f(1+20)= - -




3+4i45 _ 4+20 _ (3+4D)(3)-15i __ 9i-12-15i _

fa) = 2 f(3i) = 0L e

[N

4 = (3+41)(x+iy)+5(x-iy) _ 3x+3iy+4ix-4y+5x-5iy _ 4y+(4x—-2y)
6 - 6 Y

Par conséquent Re(z') = #et Im(z") = sz—y

(=3+4i)z+5z1-2i _ (5+10i)z+(5-10i)z
6(1+2i) 1-2i 6X5

ZI—=Z

= —2Im(z). Par conséquent ~,, estun réel.

= ALF() Est un réel.
Aff(04) .
Par conséquent les vecteurs MM’ et OA sont colinéaires et les droites (MM')et (OA) sont
paralléles.
7. Si M n’appartient pas a A alors le point M’ est dont le point d’intersection de la droite A et
de la droite parallele a (OA)passant par M. Si M appartient a A alors M=M'.

ZA ZpA—20




Exercice 9

i6 .
On a|z| =rdoncz’=%(2—r) =(2—-r)et

Onaa'=|%‘|(2—|a|)=—1

a.—/3+i=2 (cos (5?") + isin (5

fM=Mere?=2-rnNe? or=2-rer=10M=1Me(,

z+z' re®+(2-r)et®

. . =e!® donc Ol = |z|=1ainsiI € C;

a. ZI =
b. aff (01) = el%t aff (OM) = re'®donc OM = rOI et comme r > 0 Alors OMet OI sont
colinéaires et de méme sens ainsi I € [OM)

c. La demi droite [0M;) coupe C; en I, le milieu de [M; M;] et par suite M;" = S; (M;)
Exercice 10




a=1

1.db=—-(1+i)(m+1) Donc 4 =b?—4ac=1+i)*m+1)?—4i(m?+1) =2i(m+1)* —
c=i(m?+1).

4im? +1) = =2i2m?> +1-mt-2m—1) = (m — i):(m — 1)?

Mors § = (1—i)(m—1) ainsizy = " =1+imetz, = "> =m+1i Sc = {1+imm+i}

a

. . v (med(1-im —immeti+m 2Re(m)+i(1~|m|?
2 a. Soitm e C\(1,i,—} *= M+ = (0O0im) _ motmmeivm __ 2Re(my+ii-imf)
v 1+im |1+im|? |1+im|? |1+im|2

donc%elR«:»
1-|ml*=0&|m|=1

2ime méthode L € IR & (E) “lo
14 v _'V

=%<=>uv=uv=>(m+i)

v

(m—i)(1+im)@m—imm+i+m=m+imm—i+m®2i|
3memethode % = °H —im—+; . Considérons les poin

- i(n—i) - m—

aff(sm)
af f(IM)

%e R@%EiR@
b. lul + |v| = |m+i|+|i(m—i): lm+i
=m+i|l+|m—i|l=|m+i+
3a.u?=(m+i)?=m?+2i
b. Soitm =x+iy, (x,y
Onau? =m[2iy+ 2i]
alors
(u?) = arg(im)[2n] = arg(i) + arg(m)[2n] = §+ 0[2m]
+ 2k, k € Z et par suite arg(u) =5 + kr, k € Z

T 31
2’ 2

etm € C|{1,i,—i} donc il existe € ]0,2n[|{ }tel que m = e?
w=el® yi=elf yeiz = ei(gJ’E) (ei(g'g) + e—i(g—f)) = 2c0s (g _ %) ei(§+§)

Si 2cos (g — %) > 0 alors arg(u) = %+ g +2kn,keZ

Si. 2cos (g— %) < 0 alors arg(u) = % +g+ w+ 2km,k €Z

Par conséquent arg(w) = 7+ g +kmkezZ




c—a =1

"1 AB = AC |b—al =|c—al e

a. R B)=C ©3( 7 7= o - S B
) 46)(B) {(AB,AC) = 0[2n] {arg (;_—Z) = 0[2n] arg (;—_‘1) = g[2n]
—-a

c—a . .
=N =eloc—a=eb-a
P ( )

b. [(c—a)- e5(b— o[- - i3 (b — o)

=(c—a)2+(b—a)2—(ei§+e_ig) (b—a)(c—a)
=c%2+4+a?—2ac+a?+ b?—2ab—bc+ab+ac—a?® = a®+ b?

c. ABC est un triangle équilatéral < R(AE)(B) =CousR )(
’3 3

(:)c—a=e‘g(b—a)ouc—a=e_‘g(b—a)

= [(c —a)— eig(b — a)] [(c —a)— ei_g(b —a

= _\/?gx avec (x,y) # (0,0) alors I'ensemble £ = 4,v4,\{0}

E]

A; est la droite 'd’équation y = “/?gx et 4, est la droite d’équation y = — T

Exercice 11

la.z' = (z+é)(z—z) = 4ixy
b. Dans le triangle OCE on a A € [0C],D € [0E] et (AD)//(CE) alors d’apres le théoreme de
0A oD 0A-0C
Thales ona o= on donc OE =

. —
OE Y

C. zy = 4ixy et zy = ixy donc OM' = 40E




2.7 =4icdixy=4ioy= i alors E est I'hyperbole d’équation y = i

3. Le cercle C de centre B et de rayon BB = 20B car B’ est le symétrie de B par rapporta O

M(z) € C & OM =20B & |z—b| =2|b| & |z—b|?> = 4|b|?> = 4bb

- _ -\ 2
4.a.OnaMEHdonczZ—zz=4i0rZ=z+b(:>(z+b)2—(z+b> = 4i

© 72+ 2bZ +b*—7Z%—b?—2bZ =4ior B € Hdonch?—h? =4i
Alors Z? + 2bZ —7Z?> —2bZ =0

b. Si on multiplie par Z2 on obtient Z* + 2bZ3 — (ZZ)

_Alors |z — b|*> = 4bb donc |Z|* = 4bb ainsi ZZ =
8b%bZ =0

c. (Z+2b)(Z3—8b2b)=0=>Z
7 =2b & z=>bdonc M

Z3 = 8bb? or 8bb?% # 0 donc'lgs images des tions de cette équation forme un triangle
équilatéral De centre

Soit Z,,Z, et solutions de cette équation et concederons Les ponts N, (Z,) ,N;(Z,) et N,(Z,)
tou {0,1,2} Donc MyN, = ol u est le vecteur d'affixe b

e Ny,N; N, est un triangle équilatéral de centre O donc M,M; M, est
e centre t_;(B) =0

Exercice 12

oM, =1
(J,o_MO’) = 6[27]

1) zy = e'? donc{

i0
= Zotlzol _ €741 _ ZMo*Z4 A ot e point d'affixe 1 ainsi M, est le milieu de [AM,]

z
1 2 2 2

Zn+z, 1+eifn 6 ion
2)a) zypq =2 zl nl Ty = — = 1,C0S (f)e‘ 2




Par récurrence

6, =6 =

Soit p un entier naturel donné tel que 6, = ip etr, =

2°5(3p)
sin(6)

2P+1sin( o

et7b+1:=
2P+1)

0

Montrons que 6.1 = 2557

6\ i(%2) n

Onaz,,, =r,cos(L)e\2/)etcomme 8, € [0,=| donc
p+1 D 2 p 2

cos (Bz_p) > 0 Alors 6,1 =

_ op\ _ 7] sin(6) ( %]
Et 7,41 = 1pc0s ( 5 ) =1, COS (zv+1 zPsin(i) cos
2

Et comme sin (;ip) = sin (2 .

sin(0)

Alorsr,,, =
P+l 2P+1sin(

6
2P+1

Conclusion pour toutn eNona 6, = Zin
1 . 0\ _
b) ;€]-11[donc lim_ (Z—n) =0

__ sin(0) sin(0)

6

n - on

. 0y _ . i I _
9) or lim (—) = =1 ainsi nl_lﬂloor" =

sin(z—n n-+oo

Exercice 13

2km

.2km
iemes de l'unité sont les w, = e s , k € {0,1.2,3,4}
4 L2TC

01S = w; + w? + 0} + w} + w? donc S — w;S = wy — wi = 0 car w, est une racine cinquieéme
de l'unité¢ alors w3 =1

Ainsi S(1 —w,) = 0etcomme w; #1doncS =0
3a. Onaa?+a—1=wi+w;+2ww; +w; +wy,—1 0Or w, = wj
Alors a?+a—-1=w?+wd+2w +w+twf—-1=w?+w+w,+wf+1=5=0

Remarque w? = w}w? = w? car w; = 1. Donc « est une solution de E




B2+ B —1=w3+ w5+ 2w,w3 + wy + w3 —10r w, = w? et wy = w3
doncp?+B-1=w?+wl+20}+wi+wi—-1=w+0?+wi+wi+1=5=0
Alors B est une solution de E

Autrement

D’une part on a. a+/3=5—1=—1=—;

D’autre parton a aff = (w1 + wy)(wy + W3) = W W, + W W3 + WL, + W05
=wltwitadt+o]=0i+toitw +wi=5-1=-1

Ainsi a et g dont les solutions de E

.2TC

2= _iZm 2m
b.a=w;+w,=e5 +e s =2cos|—
1 4 P

i i 4m
B=w,+tw;=e5 +e 5 = 2COS(?) et comme {«,

cos(z?n)=%=%§e’[cos(‘%ﬂ)=§=ﬂg

V5
—e
2

4a.z= —1+
2

V5

(Z,W) 592 [2n] o elozn

HM =

Autrement : H le centre de I' appartient a (0, z_l) donc I' coupe (0, z_l) suivant deux point | et J et
comme H € [IJ] donc (Zm’) = 0[27] et (ﬂﬁ]’) = n[2n]

. 1 V5 1 <5 1. V5 1,
Ainsi z =——+£e‘°=——+£etz- =——+£e‘”=———l
1 2 2 2 2 J 2 2 2

5. Soit A, (wy) , k € {0,1,2,3,4} alors AyA,A,A3A, est un pentagone régulier inscrit dans le cercle
trigonométrique C

Construction




XotXx; —1+/5 _

Soit 4, la médiatrice de [0!] et 4, la médiatrice de [0/] alors 4,:x = s "

aIOrS Al NncC= {Al,A4}

dOﬂC AZ NncC= {A3,A2}

Exercice 14

a=I.
1)Onaib = —2(1 — cosf) Donc
¢ = —2cosf.

. i—cosf+imo
Alors Les solution de Eg sont z’ = ————

i—cosf—isiné .
etz, = fl +iet®
b)zi=2z, 4 =0sinf =0

2) Soit z € C\{0,2}

M(z) EE & arg(?) = -
diametre [0A]

L g_%) + e_i(g_%)) =2cos (% — %) ei(g-'-%)

o 0 e )
- % € ]O,g[ ainsi cos (E - %) > 0 d’ou I'écriture exponentielle de z;

6.
= 2cos (Q + E) el(_5+1) etcomme 0 € ]E,3—”[ donc 6 +Ze ]E, n[
2 4 2’ 2 2 4 12

. 0 m ST . Gni(g—3—”)
Ainsi cos (5 - Z) < 0 d’ou I'écriture exponentielle de z, est. —2cos (E - Z) e\z 4

T

: . i(9+) AM1 =1. 3w
b)zl=1+ie“9(:)zl—lziele(:)le—zA:e 2) & ( n [

s , 0 € ,—
ulAMl) = %+ g [27] ]z 2
Et comme 0 € E,g?”[ alors 6 + g € |m, 2| donc 'ensemble des points M, est I‘arc CB du cercle de
centre A et derayon 1

4) Remarque : My # M, © z; # z, © 6 # mwdoncdans la suite 6 € E,s?n[ |{m}




3+i(ef+e~i0)
3

=1
{m} = {y & 1-10[

Donc I'ensemble des points G est le segment [DA]Privé des points Aet D, D est le point d’affixe 1 — i

a) Ona AG + MG + M1G = 0 © 325 = 24 + Zy, 42y, © Zg = = 1+§ic059

. _ . 2 o = T 3n
Soit zg =x + iy, (x,y) ER {y— cos@ ,BE]Z z[l

b) Remarquons que AM; = |z, — z4| == |ie?®| = 1 et AM, = |z, — z,| == |ie™®| =1

Donc le triangle AM{ M, est isocéle pour tout 6 € E,%ﬂ[ [{m}

aff(amy)

€ iR © e?f € jF
aff(am;)

AM M, est rectangle isocéle & AM; 1L AM, &

@6=4 keZetcommeHE]E 3—n[l{n}donce——

¢) AM; M, est un triangle équilatéral & MM, =1 & |z;

S |cosf| = § < cos(6) =% oucos(0) = —%et co

Exercice 15

a=1.
{b =-2m. DoncA'=m?+2+2ia

c=-2(1+1)
Ainsiz; = iV2+1+ietz,

aff O_ILI i i
( —~ 1) = 1“(&”) = > 5 € iR Donc 0M; M, est rectangle
aff(omy)  ~1+i(V2-1) 2- +(v2-1)

donc OM;0M, = -1+ ([2+1)(vV2-1)=0

Et comme (6m—m6) €EiR,mm=|m|?etds =|6|? = |4'| & |m|? = |A|

b) Soit z = x + iy, (x,y) € R?

Mm)er e |ml>? =4l © |Im|* =4"]? © x* + y* + 2x%y? = (x? —y? + 2)? + 4(xy + 1)?
o xt+yt+2x2y? =xt +y* + 4+ 4x% — 4y? — 2x%y? + 4x%y? + 8xy + 4
ox?-—y*+2xy+2=0
3)aff(0M1) =7 =m+6etaff(M2N) ==2m-—2z, =2m—m+ § = z, donc OM; = M,N et

comme OM; L OM, donc 0M;N M, est un rectangle




b) Soit 8 = arg(z,)[2m] donc M, € [Ot) privé de O tel que (Z, ot) = 6[2n] et comme OM; L OM,
alors M, € A la droite perpendiculaire a (Ot) et passant par O or 0M;NM, est un rectangle Alors

M, est le projeté orthogonal de M sur (Ot) et M, est le projeté orthogonal de M sur 4

Exercice 16

1) Soit M(z) un point invariant par f © M oy e ztizz=z+7%7S zz(z—1) =0
1+zz

S |zl =ouz=1io z=0o0uz = iAinsiles points invariants sont O et A

affAI\_/;l —i —i
2)z¢idoncAth.ona(—_,):L,lorzl—i: 2

> s les vecteurs
aff(AM) z—i 1+|z|

- -
AM et AM'sont colinéaires. Ainsi Les points A,M, et M’ sont ali

z—i

3)a) Soit z € C|{0,—i} alors arg(z’) = arg (iz (1+[Z]2

Et par suite M' € (0, Z)
c) Soit I'\{0. A4, B} Alors

D’une part A, M et M’s

== e lzlPli-zl=lz—il &z =il = 0ou |z]? = 1
1+zz

b)Si M € ¢|{A} |zt —z| = |z' — i| donc MM’ = AM' d’ou M est un point de la médiatrice de
[AM] et comme A, M et M’sont alignés donc M’ est le milieu de [AM]
1
IM = -
04 ,

OMZ)ep o z=e?0€[02n] o 7 =ELT<:)Z —Ei=%e"9 !, = ,0 € [0,21[
(u,IM) = o[2n]

I est le point d’affixe% ainsi f (@) = ¢' le cercle de centre I et de rayon %




