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Exercicel
Le plan P est rapporté au repere orthonormé direct ( O,u,v ) [unité graphique : 2 cm].
On considere les points I et A d'affixes respectives 1 et —2. Le point K est le milieu du segment [IA] .0

appelle (C)le cercle de diametre[/A].

Faire une figure et la compléter au fur et a mesure de I'exercice.

1+4i

1. Soit B le point d'affixe b ou b = . Ecrire b sous forme algébrique et montrer que B appartient au

1-2i
cercle(C).

. Soit D le point du cercle (C)tel que( KI, KD ) = %[ 27 |, ol k est un entier relatif, et soit d l'affixe de D.

a) Quel est le module de d +% . Donner un argument de d + % .

1 33

b) En déduire que d =—+ .
4 4

c) Déterminer un réel a vérifiant I'égalité : 1+2ia = 1 + 33 .

l-ia 4 4

. Soit x un réel non nul et M le point d'affixe m = 11+ %zx .On pose Z = n _; . Calculer Z et en déduire
—ix m+

la nature du triangle AIM.

4. Soit N un point, différent de A, du cercle (C ) et n son affixe. Démontrer qu'il existe un réel y tel que

1+ 2iy

1-iy

Exercice2
Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectifs a, b et c.

Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si ab—ab+bc—bc+ca—ca=0.

Exercice 3
Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O; u,v ) (unité graphique : 2 cm), on considere :
e le point A d’affixe a=5 —ix/g ;

e le point B tel que le triangle OAB soit équilatéral direct, ¢’est-a-dire avec
e\ T
OA,OB|=—|2x| ;
(04,08)="[27]
e le milieu Q de [OB].

1. a) Démontrer que B a pour affixe b =4 + 2i V3. En déduire I’affixe g de Q.
b) Déterminer I’affixe z; du point K tel que ABQK soit un parallélogramme.

ZK_

a o s .
¢) Démontrer que est imaginaire pur. Qu’en déduit-on pour le triangle OKA ?

9%
Préciser la nature du quadrilatere OQAK.
d) Placer les points A, B, Q et K dans le plan.
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2. Soit C le point d’affixec = 2—3“.

Tk
ZK —C

a) Calculer . Que peut-on en déduire pour les points B, C et K ?

b) Placer C sur la figure.
Exercice 4
z+abz—(a+Db)

: , montrer que ¢”est réel négatif ou nul.

a, b et z trois complexes avec a # bet |a| = |b| =lett=
Exercice 5
a bl |a-b
. Montrer que pour tout a, b complexes non nul, ona: |— ——|= .
o Pl el
. Montrer que pour tous complexes x, y, z, |x||y—z| <|y||z—x|+|||x— ¥|.
. Montrer I’égalité dite de Ptolémée :

Pour tous complexes x,y,z,w, [x—y||z—w|<|x—z||[y —w|+]x—w]|y—2|.

Exercice 6
Soit a un complexe de module |a| <1.

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z tel 1— az#0.

(il )-if)

- 2
P—a4

c . ‘g z—a
2. Déterminer les nombres complexes z vérifiant — <1.
-az

Exercice 7
Le paln complexe est rapporté a un repere orthonormé (O,u, v) .

A tout point M du plan d’affixe z, différent de zéro, on associe les points M 'et M "d’affixes respectives z'et
z"définies par z'=izet z"=z>.
1. Cas particulier. Soit A le point d’affixe a =2—iet B le point d’affixeb=2+i .
On appelle A'et A"les points associés a A. On appelle B'et B"les points associés a B.

a) Déterminer sous forme algébrique, les ffixes a'et a"des points A'et A".

Prouver que A est le milieu du segment [A'A"]

b) Déterminer sous forme algébrique, les ffixes b'et b"des points B'et B".

En déduire la nature du triangle BB'B".

c¢) Calculer ,sous forme algébrique , 5

2. M est un point quelconque d’affixe z différent de zéro. N est le point d’affixe z. N'etN"sont les
points associés au point N. on pose z = x+iy,x ety réels.

-1
i—1
b) Montrer alors que les points M, M ',M "sont alignés si et seulement si y =—x+1 (1)

a) Prouver que, si z#1, (MM " MM ") =arg (Z—j[%r] )

¢) On suppose que I'affixe de M est différente de 1 et que la relation (1) est vérifiée.
Prouver que NN'N "est un triangle rectangle en N.
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Exercicel

_rdi_(+dpd+2i) 1+4i+2i-8 =—Z+i§. B appartient au cercle (C) si et seulement si
1-2i 1+4 5 5

BK=IK=1,5:

1. b

1 1.7 9

aﬁ‘(ﬁ)z(zK—zB) avec ZK_ZBZ_E_b=_5+§_ig:10_ig d’ou

=ﬂ+§=£+%=ﬁ donc BK =E =1,5 et B appartient au cercle (C)
100 25 100 100 100 10

, d+%‘=KD=I,5 car D appartient au cercle (C),

—_

(u. kD [zﬂ]z(ﬁ,ﬁ)[zﬂ]zg[zﬂ].

3 l+i =§+i£ donc
2 4

b) On en déduit que d +l = 3 cos ZvisinZ | =
2 2 3 3 4

33 1 1 33

d:E+i—————+z—.
4 4 2 4 4

1+2ia 1
c) =—
1-ia 4

+31f & 41+ 2ia) = (1—ia)(1+3i\3) © 4+8ia = 1+3i\3 —ia+3a\3

1+3aN3 =4
+3a:3 - NE)

o 4+8ia=1+3aB3+i3\B3-a) = a="",
3«/§—a:8a 3

1+ 2ix
-1 i 14+2ix—1+i ]
:m = ]‘ l'.x = .lx Uf: =3ﬁ='x, Z|:|x|et arg(Z)=£+k7Z'
m+2 M_i_z 1+2ix+2-2ix 3 2

Z
1-ix

m

or arg(Z)=arg ( — ][ 27 )= ( AM ,IM )[ 27 | donc le triangle AIM est rectangle en M, ce qui

-1
m+2
signifie que le point M appartient au cercle(C).
n= 1+2 sSn(l-iy)=1+2y<n—iny=1+2iy < yQ2i+ni)=n—-1< y=1_ n—2 =—i n—;

n+

1-iy in+

n#—2 puisque N est différent de A. Vérifions que y est réel [sin =1 (N =) alors on prend y =0] :

car

arg(y)=arg —in_l =arg(—i)+arg n-l =Tk a+ ik n=kn donc y est réel.
n+2 +2 2 2




Exercice 2

N b-
A, B et C sont alignés si et seulement
c

@(b—a)(z—a)z(c—a)(l;—a)
< bc—ac—ba+aa=cb—ab+aa—ca

< ab—ab+bc—bc+ca—ca=0.

Exercice 3

OA=0B jaf =[p]
1. a) Le triangle OAB soit équilatéral direct < (ﬁ,ﬁ) _ % [27[] = arg ( b ) _ % [27[] =

bl_y
a

arg (Sj = Z[oa] |

. b P4 L.
On voit donc que le complexe — a pour module 1 et pour argument 3 on peut donc écrire
a

ézlx(cosgﬂsin%j ou encore b=(5—iﬁ)[%+i£}=%+%+i(ﬂ—£J=4+2i\/§.

a 2 2 2
L’affixe de B est 4+ 21'\/5.
Q est le milieu de [OB] donc z, = % ;ZO =2+i\3.
b) ABQK soit un parallélogramme signifie A, B et Q non alignés et AB = @
Or OAB triangle et Q le milieu de [OB] donc A,B et Q non alignés et AB=KQ < Zp— 24 =25 -

On obtient z, =3—2i/3.

2 —a _ 3-2i3-5+i3 —2-i\3 (_2_i‘/§)(3+2i\/§) =33

C = =
) 2 3-2i3 3-2i\3 9+12

. < . . - . A
On vient de prouver que —2% est un imaginaire pur donc les vecteurs AK et OK sont orthogonaux.




Zp —d
Et comme [=X

‘= |—3i\/§| = 3\/?_3 #lalors KA # KOet par suite le triangle AKO est rectangle en K

ik
non isocele.
Nature du quadrilatere OQAK.
Zop = Z0®t Ty T 24~ 2k =5-i3-3+2i3=2+i3= z, donc FQ =KAet par suite OQAK est un

parallélogramme de plus le triangle AKO est rectangle en K donc OQAK est un rectangle non carré.

2 b 3-2i3-4-2i\3  —1-4iB _ -1-4i\3

= =3.

- 3—2if—§(5—iJ§) ) _;_4,-? ;(—1—41'\/5)

. . T . ST . AT L .
On vient de voir que le rapport —2£ est réel donc les vecteurs BK et CK sont colinéaires et par suite les
Z*,
CK
points B, C et K sont alignés.
b) pour le point C.
Ona:

c= 2—; < 0C= %ﬁ et donc C est un point de la droite (OA).

B, C et K sont alignés donc C est un point de la droite (BK).

D’ou la construction de C comme point d’intersection de deux droites.
Exercice 4
Ne surtout pas penser a calculer ¢ !
Remarquer que ¢* est réel négatif ou nul signifie ¢ est imaginaire

N I 1 _
} z+abz—(a+b) Z+a_(a+b) abz+z—(b+a) N
Ort= — = = = —t donc ¢ est imaginaire.
a-b 1 1 b-a

a b

Exercice 5
b—a| |a—b
Il suffit décrire |-% -2/ Li‘: boal_la-4
laf [of'| la Bl | ab | aflb
2. Si xyz =0, I’inégalité est évidente. On suppose donc que x, y, z sont non nuls.

Ona Lz—iz < %—%%—%—% donc |y—z|s|y—x| |x—z|.
R A (= T il Iyl [l

On multiplie par |x y z| #0,on obtient|x| |y - z| < |z||y —x| + |y| |x— z| c’est le résultat demandé.

3. Pour tous complexes a, betc,ona: |a||b—c| < |b||c—a| +|c||b—a|.
On applique ce résultata a=x—y,b=x—zet c=x—w, on trouve
o=z =wf <e—zf[y—wl+]x—wl[y =2,

Exercice 6
1. 1l suffit de développer les modules au carré. On a :

1_| —a |2 B |1—5z|2—|z—a|2 l-az—az+ld]'|of -|2 ~|a| +az+az 1+|a[ |2 ~|o ~|a]
1-az| 1-azf 1-azf 1—azf

(- ) -1F)

- 12




z—a
2. On commence par remarquer que : . <le

Ensuite , on a d’apres la question précédente 1— —
&z

> (1—laPM1=1P
Ainsi, on a I’équivalence a4 $1<:>1—| d | =( |a| )( |Z| )20.

l-az 1 P_542

- 2
Or 1—|a|2 =0et |1—a z| > 0. On a donc la propriété voulue si et seulement si 1—|z|2 >0 |z| <1.

Exercice 7
1. Cas particulier.
a) a'=i(2-i)=1+2i, a"=(2-i) =3-4i.
a+a" 1+2i+3-4i

Le milieu du segment[A'A"] a pour affixe 2 . 3 =2—i=adonc A est le milieu du

segment[A'A"].

b) b'=i(2+i)=—1+2i, b"=(2+i)" =3+4i
_ n 2 '_ _4- _1_ . _.
¢) Calculons,sous forme algébrique , b = +l_ 3 f: .31 =—i l+.3=_i_
b-b" 2+i+1-2i 3-i 3—i
W (55) o [B'B=B'B

" (mE) T |(FEEE)=- ]

indirect en B.
a) Bien si z#1, le point M est distinct des points M 'et M ".

et donc le triangle BB'B"est rectangle et isocele

2
. “ _ _1
Dans ce cas(MM ' MM ") arg [27r] or -2 _%2 72 _ 271 4one
7'- z'-z iz—z i-1

(MM MM ) = arg( j[27z]

b) Les points M, M ',M "sont alignés si et seulement si (MM MM ") =k, k €Z signifie Z—_ll est réel
l —

2=l _x—l+iy _ (x=1+iy)(-1-i) _ —x+1+y+i(—y—x+1)
i—1 i—1 2 2 :

Or

Ainsi les points M, M ', M "sont alignés si et seulement si Im(z—l) =0 y=—x+1.
l —

On vient de prouver que les points M, M ', M "sont alignés si et seulement si y =—x+1.
2"-z 2_2 —z_z-1
=== et donc

¢) toujours si z #1 le point N est distinct des points N'et N"et

arg[%j_arg{_ J[zﬂ] arg[

7'-z iz—z i-1

1J[27r] = —arg(_l__lJ[Zﬂ'] =—arg (i (Zl _I)J[zﬂ]

=—arg Cj —arg ( (z )][27:] =——arg ( J[27r] et comme la condition est satisfaite alors

arg( :JkﬁkeZetdonc arg(zv_zj=%+k7r,kezetparsuite (W,NN")=%+k7r,keZetle
i— 7=z

triangle NN'N "est rectangle en N.




