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Exercicel

, o 101
1. Montrer que I’équation 8x> +6x—1=0 admet une solution unique a et que a € |0, E[ .

2. Soit la fonction f définie par f(x) = 2xt 4347 —x—1.

a) Dresser le tableau de variation de f .
3 1 11
b) Montrer que f(a)=§a a—a —1 etque —§-<f(a)-<—1.

3. a) Montrer que I’équation f(x) =0 admet dans R deux solution x; et x, telles que x; <a < x, .

b) Préciser le signe de f(x) pour tout réel x .

Exercice 2

2
f(x)zw six<l
|x|+1

1+ cos (ﬂx)
(x—1)*

Soit f* la fonction définie sur R par :

six»1

f=

a) Montrer que f est continue en 1.
b) Déterminer la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat.

¢) Etudier la nature de la branche infinie de la courbe de f au voisinage de —o0.

a) On admet que fest strictement décroissante sur / = [1; 3] . Montrer que I’équation f (x) =4x admet dans /

une seule solution a et que 1 <a < 5 .

. 7 7 4 .
b) Lequel des intervalles l,g et —,g contient-il a ?

Exercice 3

,ona sinx<x<tanx

{ 1-cosx
-< .

1. Montrer que pour tout réel x € }O,

, 0=

2. Montrer que pour tout réel x € }O, 5

Sinx

1
3. En déduire la valeur de lim —— ——
x>0 Sinx x

Exercice 4
On consideére la fonction g définie dans ’intervalles [ = [0, 7r] par : g(x) = cos(2x) +2x sin(2x) .

1. a) Etudier les variations de g sur 1.
b) En déduire que I’équation g(x) =0 admet dans I exactement deux solutions notées :

T T 3
aetb (avec a < b). Vérifier que : Z-<a-<5 et T-<b-<7r.
c) déterminer le signe de g(x) sur I.
cos(2x)

2. On considere la fonction f définie dans J = ]0, 71'] par: f(x)=

Utiliser 1) ¢) pour étudier les variations de f sur I’intervalle J.




Exercice 5

. PP % .
Pour n entier naturel non nul on définit sur [O, E{ la fonction f, par: f, (x)=x—ntanx.

. T .
1. a) Montrer que pour tout entier naturel 7 non nul I’équation f, (x) =—n admet dans |:0, 5|: une solution
unique qu’on note u, .

Lo /A u,
b) Vérifier que pour n naturel non nul u, € [Z , E[ et que tan (un) =1+,
n

. T
2. a) Montrer que pour tout entier naturel 7 non nul et pour tout réel x de [Z , E[ ona:l+f  (x)< f (x).

b) Déduire que la suite (un ) est strictement décroissante et qu’elle converge vers une limite que I’on précisera.
Exercice 6

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct(O, i j) . La figure ci-dessous est la représentation graphique (C)
d’une fonction f définie sur R\ {O} continue en tout réel non nul et telle que les droites x = 0 et D sont des asymptotes

a (C). On note aussi que (C) admet une branche infinie parabolique de direction (0,;) au voisinage de +o et que

I’équation f (x) = 0 admet une solution unique le réel — B3

1. a) Déterminer a partir du graphique :

lim & , lim f(x), lim & et lim (f(x)+2x).
x>0 X X—>+0 X—>+0 X X——00
(lj , lim —f(x)—2x et lim—sm(l_f(x)).

X X——00 X —X x—1 \/‘m

fore,
X

b) Calculer les limites suivantes : lim f
x0T

Déterminer 1’ensemble de définition de f o f puis calculer lim f o f(x), lim
X—>—0

X——00

@(x) = cosx.f (Lj ;X € }Z , 7[}
cosx 2

=2
o2

lim (f < f0=[ 1*0]).

x—0

Soit ¢ la fonction définie sur |:§,7Z’:| par :

. V4
a) Montrer que ¢ est continue sur }E’ 7Z':| .

. N . T
b) ¢ est elle continue a droite en £y ?
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Exercicel

1. Posons g(x)= 8x° +6x—1. g est dérivable sur R et pour tout réel x, g'(x) = 24x* +6>0 g est alors
strictement croissante sur R .
lim g(x) = lim 8x’ =+wet lim g(x)= lim 8x’ =—o0 donc g(R)=R .Comme 0 € g(R) alors I’équation
P Pa x>0 x>
g(x) = 0 admet au moins une solution a dans R.

Encadrement de a :

Vérifier que g(0)x g (%) =< Qet conclure que a € }O,%{ .

a) f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x)=8x> +6x—1=g(x).Or g s’annule en a et elle est
strictement croissante sur R, donc sur J-o,a[ g(x) < Qet sur Ja,+o g(x)> 0.Ainsi fest strictement

croissante sur ]a,+oo[et strictement décroissante sur]-co,a[.Dresser le tableau de variation de f.

b) On sait que g(a)= 0 donc 8a” +6a—1=0<=a’ = 1—6a.

Or f(a)=2a4+3a2—a—1=2a(1_86a)+3a2—a—1=(

2
= £ ba +3a2—a—1:£—§a2+3a2—a—1=§a2—§a—1:§a
4 4 2 2 4 2

3 1
Ainsi f(a)=—a|a—— |-1
fr-2a-)
Ona 0-<a-<l<:>—l-<a—l-<0<:>0-<l—a-<let0-<§a-<§doncleproduitdonne
2 2 2 2 2 4

a} 3 3a( 1)<0<:>—£-<§a(a—lj—l<—l<:>—ﬂ<f(a)-<—1.
2 8 2 2 8

Remarquons donc que f'(a)<0.

Dans ces conditions f (]—oo, a]) = [ f (a),+oo[ et donc puisque f est continue sur et que 0 € f (]—oo, a]) alors
I’équation f(x) = 0 admet dans ]—oo, a] une solution unique x, de méme 1’équation f{xx) = 0 admet dans

[a, +oo[ une solution unique X, et il est évident de voir que X; <a < Xx,.

Donc sur ]—oo,xl]u[xz,+oo[; f(x)=0et sur [xl,xz]; f(x)<0.




Exercice 3

1. Posons u(x)=sinx—x. u est dérivable sur R et u'(x) =cosx—1<0.
n T
Donc u est décroissante sur ] 0, E [ doncsi x €]0, E [ alors u(x) <u(0)avec u(0) =0 ce qui donne sinx < x.

Faites de méme pour I’autre inégalité en tenant compte du fait que fan'x =1+tan’x

1 1
—COoSX .0 1 1 1-cosx
_, ) sinx x —0<

1
Ona — < —<— - -
sinx  Xx sinx -1 1 —CcOoSX 1 sinx  x sinx
—+ < +

X sinx  sinx  sinx

1—cosx

1—cosx .. . 1 1
lim — = lim—2— =0 donc lim ———=0.
x—0 Sinx x—0 Sinx x—0 sIinx X

X

Exercice 4

1. a) Lafonction g est restriction a [ 0, 7 ] d’une fonction dérivable sur R donc g est dérivable sur [0, 7 ]

Pourx e [0,7] g'(x)=4xcos2x.
Or c0s2x:0<:>2x:%+kﬂ<:>x:%+k7ﬂ ; k € Z. Comme x€ [0, 7 ] alors x:%ou xz%.Dresser

le tableau de variations de g.

L |7 3z . . o Vi
b) La restriction de g a Z,T est continue et strictement décroissante g 22

3
contient 0 donc I’équation g(x)= 0 admet dans |:% , Tﬂ-:| une solution unique a.
Méme chose pour la solution b.
Encadrementde a : g (%) xg (%J <0donca €] %,% [ pareil pour b .

¢) g est positive sur chacun des intervalles [0,a] et [ b, 7] et g est négative sur [a,b].

2. festrestriction a ]0, 7 ]d’une fonction dérivable en tout réel non nul et

—2x sin2x—cos2x _ 3 g(x)
2

f= 2 =
X

. Dresser le tableau de variations de f.
X

Exercice 5
T
1. a) f, estrestriction a |:0, E|: d’une fonction dérivable en tout réel de R\ {% +km, ke z} donc f est

dérivable sur |:0, %|: et fn x)=1-n(1+ (tanx)z) =1-n-— n(tcmx)2 < 0 (En effet n eN*). Donc f, est

strictement décroissante sur [0, %[ f, ({0,§D = ]_oo, 0] et—nef ([O,%D donc I’équation f,(x)=-n




T . .
admet dans [O, 5[ une solution unique qu’on note #,. On adonc f,(u,)=-n.

b) fn(zjzz—n, € i ﬂDdonouﬂG[E,zl:.
4) 4 42

Ona f,(u,)=-n <u,—ntan(u,)=-n @tan(un)zu_ﬂ
n

a) 1+ f.,,(x)—f,(x)=1—tanx orx € [% , %‘: et la fonction tangente est croissante sur[O, %|: donc

XZ%:>IGHXZld’Ofl I+ f,(x0)—=f,x)20= 1+ f,,(x) < f,(x)pour x e[%,%[etn non nul.

b) On a pour 7 naturel non nul u, € [%,%{ donc 1+ £, (u,, )< f,(u,)=1+(-n-D<f (“m)

et la suite (un ) est

n+l

Vs
-n<f, (un +1) < f (un) <f, (un+1) .Or f, estdécroissante sur [0, 5‘: donc u, 2u
strictement décroissante .

P ., V4
(un ) est décroissante et minorée par Z donc elle converge.

u, 1 T T o _u, | . . u o %
Ona: tan(un)=1+—"or —<u, < —donc— <" <—cequidonne lim —=0.Ainsi limu, =—.
n 4 2 4dn n 2n n—>+0 g >+

Exercice 6

1. a) Ladroite D a pour équation : y =—2x est ¢’est une asymptote oblique a (C) au voisinage de - o donc

lim &=—2.

xX—-0 X

lim f(x)=+w
X—>+00

7 .. . X
(C) admet une branche infinie parabolique de direction (0, l) au voisinage de +oo donc lim & =0
x—+0 X

La droite D a pour équation : y =—2x est ¢’est une asymptote oblique & (C) au voisinage de - o donc
lim (f(x)+2x)=0.
X—>—0

1 1
b) lim —=+wet lim f(x)=+o0donc par composée lim f (—j =+00.
x—0T X X—>+0 x—0" X

f(x)—2x=f(x)+2x+ —4x =f(x)+2x+ -4 ot
XN—x xN—x XN—x x\/; \/;

comme  [im (f () + 2x) =0et lim x«—x =—ooalors par quotient lim S +2x

X—>—00 X—>—00 X—>—00 XN —X

lim = = 0donc par somme [lim f-2x =
X0 Af—X X—>—0 XN —X

sin(l—f(x)) _ sin(l—f(x)) 1

2 X .
1-f(x) I-f(x) 1+ f(x)

. . 1 1
f étant continue en ldonc lim —

ol f(x) 2

On peut écrire pour x réel strictement négatif :

=( et aussi

0.

On peut écrire pour x # 1




1—
hm(l f (x)) Oet lim sinx _ = 1 donc par composée lzmM
x—0 X ol 1— f (x)

im sin (1 f (x)) l
ol 1= f2(x) 2
La fonction f est définie sur R\ {O} et f(x)=0=x= —J2 donc I’ensemble de définition de fof

est ]R{\{—\/E,O}.

lim f(x)=+wet lzm f (x) = +oo donc par composée lzm fof(x)=400.

_ fof@)_fof@ )

On peut écrier pour x <0 ;
X f(x) X

lim f(x)=+cet lim f( ) = 0 donc par composée [im f o f(x) _
X==0 x40 X Pl f(.X)

lim LAC)) = —2 donc par produit [im fore =0.

x—>—0 X X—>—00 X

On beut éer 0:(fore-[ 2 fof @) j
n peut écrier pour x # ( fof(x) |: f (x)]) f(x)( 0 —f(x)
S

lim f(x)=+wet lim = 0 donc par composée lim fof™ =0etcomme lim f(x)=+c0onen
x0" x40 X w0t f(X) x0"

déduit de Iécriture f(x)(f f{ ()) f(x)]que lim (er@-[rw])=-

a) La fonction cosinus étant continue sur R

=1 et par produit

. 1 . . 4 - 7
La fonction u : x = est continue en tout réel distinct de E +km;k €Z en particulier sur 5 , 7 |etelle
cOSX

est

. . 1
a valeurs dans ]O, +oo[ et f est continue sur ]0, +oo[ donc pare composée la fonction w: x > f (—j est
CcOSX

continue sur :|5 s 71':| . Ainsi la fonction ¢ est continue sur :|E s 7r:| .

T
b) Continuité de ¢ a droite en E

f(lJ
CcCosx .

1

COSX

Vs .
Remarquons que pour x € }E , 7Z':| on peut écrire @(x) =

— =——wet lim &
x>0 X

1
/ (cosxj V4 V4
———="2=9 > donc ¢ est continue a droite en 5

=—2 donc par composée

lim @(x)= Ilim

+ +
H(Ej H(ﬁj —
2 2 cosx

. . N . T . T . /4
Conclusion : ¢ est continue a droite en 5 et elle est continue sur }E s ﬂ'jl donc elle est continue sur ‘:E s 7Z'i| .




