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Exercice 1

1
Soit f: [0, 1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe ¢ € {0, E} telle que :

1
f(C)—f(C‘FE}

Exercice2

Etudier les limites suivantes :

2
@ lim (V& 2642 -x+1) 1) l"m( == JC)limx XtL ) g 2EHNAC AL

X—>+00 X—>+0 \/x+1 \/x+2 X—>—0 x3_1 X—>+00 3x+1

J— — 2 7 — J—
o) lim 2x—1—-+2x"+1 F)lim 2sinx o) lim COS2X —COSX i 1—tanx

m .
o2 X —x=2 0 cosx + sinx—1 0 x(sinx + sin2x) x_)(gy 1+tanx

Exercice3

X =2x+2-1 _
ou

Soit f la fonction définie par : f(x) = x>1.

X—sinx

1. Montrer que f est bien définie sur[l, +oo[ .

2. Montrer que pour tout réel x : x> —2x+2>1.

2_ _ 2_ _
X —2x+2 ISf(x)S x —2x+2 1.

x+1 x—1

3. Montrer que pour tout réel x> lona:

4. Déduire lim f(x).

X—>+0

Exercice 4

/ . 1 1
1. Montrer que pour tout réel x : X+l |x| . En déduire que pour tout réel x,ona: ——<——+

X
— <0.
2 4 4@+

2. Soit f'la fonction définie par f(x)=tan rLoE
4 4x+1

a) Montrer que f est définie et continue sur R.

b) Calculer les limites de fen + oo et -o0.

Exercice 5

3
X

Soit f la fonction définie par : f(x) = .
1-cosx

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f.




3
2. Montrer que Vxe D N [O, +oo[ ona: f(x)> x? En déduire lim f(x).

X400

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité g en 0.

4. Etudier la dérivabilité de g en 0.

Exercice 6

Soit f 1a fonction définie sur ]O, +oo[ \{1} par: f(x)=

1. Calculer lim f(x).

x>0t

2. Soit g(x)= f(Lj . Caleuler lim g(x).

COSX [n
=5

Exercice 7

fx)=+x"+3x-3 six=<1
Soit f la fonction définie par :

f(x) =2x—3+gcos(£xj six>1
X 2

Déterminer 1’ensemble de définition D de f.

Montrer que f est continue sur D.

Montrer que 1’équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans ]1, 3[ .

Soit g la fonction définie sur[O, 1] parg(x)=f [1 +sin (% xJ] . Montrer que g est continue sur [O, 1] .

Exercice8
V4
x) =—1++x+1 sin| — |si x>—-1
Soit f* 1a fonction définie sur [—l, +oo[ par : F (x + 1)
f=H=-1
Montrer que f est continue sur [—1, +oo[ .

Calculer lim f(x).
X—>+00

a) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans ]0, 1[ .

b) Vérifier que tan(ij =
a+l1
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Exercicel

On pose pour cela g(x) = f (x+ ) f(x).

. . 1 . 1 .
La fonction f étant continue sur [O; 1] elle I’est donc sur {O; E} et on a la fonction u: x— x+ 5 est polyndme continue

sur Ret u <{0,%:l> = {%;l:‘ c [0;1] et comme f étant continue sur [0;1] alors la fonction f ou est continue sur{O;%} .

1
g = f ou— f estalors continue sur {0;5} .

De plus g(0) = f (%) -f (O) = f(%)—f (1) etg (%) =f (1)—f(%j et on remarque tout de suite que

1 1
g (O) xg (Ej < 0donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [O, 5} telle que
1
g (c) =0 f (c + E) =f (c) c’est le résultat demandé.
Exercice 2

> x six=0
On rappelle dans tous ce qui suit que \/x = |x| = .
—xsi x<0

1
a) A partir de I’expression conjuguée, on obtient : (\/xz —2x+2—x+ 1) = et donc

Va2 —2x 42+ (x—1)

lim (\/xz—2x+2—x+1):0

X—>+00
b) x étant un réel strictement positif donc on peut écrire les égalités suivantes :

[ X x ] Jrr2-Jx+1 x
Jirl xr2) dxraael (Jx+2Jx+1)Jx+2Jx+1

1

(J? 1+iﬁ :iJmm =( 1+2\/1T)1€]Jﬁ_zm

et donc

X

lzm( x Y ]—0
X+ \/x+1 \/x+2 .

¢) x étant un réel strictement négatif donc x = —Jx7 et par suite x ’ =4 ’ et comme
x —

3 2
X +Xx x x + x
lim —; = [im — =1lalors lim =1et finalement [im x

b e | X—>—0 X3 1 X—>—0




1
2x+At +1 =2+ 4z

3x+1 3+1

X

et donc

x étant un réel strictement positif , on peut écrire :

2x+4x’+1 4

im————=—

X0 3x+1 3
A partir de I’expression conjuguée et en tenant compte que x> —x—2= (x + 1) (x - 2) , on peut écrire :

2x—1-+2x*+1 2x . 2x 2
= et donc [lim =—

X -x=2 (x+1)(2x—1+\/2x2+1) x2 (x+1)(2x—1+\/2x2+1) 9

Sinx
2 -

4 . . . 2sinx X
x étant un réel non nul, en divisant par x on obtient =

cosx+sinx—1 cosx—1 N sinx

X X
sinx

) ) 2sinx

lim———* —— =2donclim——————=2.

x—0 cosx —1 N sinx =0 cosx + sinx —1

2

X X

2
CcoS2x — cosx 2cos“x—cosx—1

1
2 (cosx + 2) (cosx — 1)
on rappel que cos2x = 2cos*x —1 donc = =
. cosx—1 1 . cos2x —cosx 1
et comme [im =——alors lim =——

x(sinx + sin2x) x(sinx +2cosx sinx) xsinx(l + 2c0sx)
( 1 j cosx—1
2| cosx+— |x 5
_ 2 X
- 2

sinx (1 + ZCosx) =0 x 2 x>0 x(sinx + sin2x) 2
X

I-x
Remarquer que f =uotanavec u(x)=——.

f)=

1-ta
1+tanx 1+x
lim tanx=-wet [lim I—_x = lim = —ldonc [lim 1-ranx =—1
x_{;;j* x>0 l+x  xo-0 x x_)(gr 1+tanx

2

2

Exercice3

1. Ona x>—2x+2>0 VxeR. En effet son discriminant est strictement négatif.
Posons u(x) = x—sinx u est dérivable sur R et u#'(x) =1—cosx >0donc u est croissante sur R et par suite

Si x21=u(x)2u(l)=1-sinl >0

Ainsi Vx>1; u(x)>0etdonc x—sinx>0 Vx>1. festalors bien définie sur [1,+oo[ .

V2 —2x+2 =\ J(x=1)* +121.

Utiliser le fait que VxeR —1<—sinx <1<> x—1< x—sinx < x+1et comme x> lalors x—1> 0Oet donc

1 1 1
1 < —< 1 et comme v/ x> —2x+2 —1>0, en multipliant les membres de I’inégalité précédentes,
x+1 x—sinx x-—

\/x2—2x+2—1 B X =2x+2-1

x+1

on obtient :




\/x2—2x+2—1 . X =2x+2-1
= etdonc [im ——————=1letona

x+1 X+ x+1

Pour x réel strictement positif :

2 —2x+2-1

aussi lim =1 et par comparaison [lim f(x)=1.
X—>+%0 x—1 X—>+0

Exercice 4

. VxeR X’ +1=x>= 1+x2>|x|.

Déduction : Ona VxeR 1+ x> >|x| = —\/1+x2 <x= \/1+x2
1

X 1 X
< VxeR —-1< <1 © VxeR ——<—+———+<0
i+ 24 41442

a) Remarquons que f =fanou avec u(x)= TP avec T u(x) <0
4x* +1 2

T V4
On a u est définie et continue sur R et a valeurs dans }—E R O[ (c’est adire u(R)c }—5 , 0|: )

. . P . T P .
La fonction tangente étant définie et continue sur}—z R 0[ alors f est définie et continue sur R.

b) x>0=u(x)= —% X et donc [im u(x)=0. Comme li_rzgtan(x) =0 alors li_izgf(x) =0

I+

et donc [lim u(x)= —% et —% <u(x)<0

x<0= u(x)=—£—L
4 1 X—>—0
4, 1+—
x

Comme lim+ tan(x) =—oo alors lim f(x)=—o.

T
B —
2

Exercice 5

D={x,xeRet 1—cosx¢0}=R\{2k7r, keZ}.
3
Ona VxeR —1<—cosx<1 < ‘v’xeDm]R+lS ! < Vxe D MR+ f(x)zx—
2 l-cosx 2

3
X .
lim — =400 = lim f(x) =+
x40 D X—>+0
X X
l—cosx 1—cosx

2
X

Pour x réel non nul f(x)= — —=2. Donc f est prolongeable par continuité en 0.

{g(x)=f(x)xeD*

8(0)=2
1—cosx
g(x)—g(0) x° =2+ 2cosx 3 X 2x x2
X - x(1—-cosx) B 1—cosx
X

. Conclure.

Exercice6

1 1
1. Quand x tend vers 0 ; — — +oo donc on doit encadrer sin (—j




(1 . L XX . L.
-1< sm(— <let remarquer que pour x voisin de zéro ] est strictement négatif donc
x x —

—1<sm( j o xsm(ljs—x&.

X— 1 x-1 x—1

1
x\/; XA/ X sm[ )
Comme lim =0 alors par comparaison [lim — M 0. Ainsi lim f(x)=0
x0T X — x>0t X— x—0"

: 1 .
g est composée de la fonction x > —— par la fonction f.
cosx

. 1
lim —— =+
[”J_ cosx
x| B

1
Quand x tend vers o0 ; — — Oetdonc lim f(x)= llm
X X—>+00

D’une part lim NY i ! =0

x>0y —1] x—>+00\/__7
N

1 Sinx .
D’autre part : llm f(x)=1lim—=0 et lim =l alors par composition [lim
X—>+0 x =0 x xX—>+00

wi)
x
o=
x

lim g(x)=0x1=0

( J
2
Exel‘cice 7

1. x*43x=x(x+3) positif sur]—OO, —3] et sur[O, +00[ donc x > v/ x* +3x —3 est définie sur]—OO, —3] et sur

0.1

X > 2x—3+—cos| —x |est définie en tout réel non nul en particulier sur [1, +oo[ . Ainsi f est définie su
X

J-o0,=3] [0, +o0[ .
X x* +3xest polyndme continue en tout réel et positive sur ]—00, —3] et sur[O, +00[ donc x> x* +3x -3

est continue sur ]—00, —3] et sur [0, 1[

2 V4 ) . _—
X 2x—3+—cos| —x | est continue en tout réel non nul en particulier sur [1, +oo[ .
X

Continuité de f en 1

11 est clair que f est continue a droite en let f{1)=-1.

lim f(x)= lim Nx*+3x-3=—1= f(1). Donc f est continue 2 gauche en 1 et par suite elle est continue

x—1 x>l

en 1. fest alors continu sur son ensemble de définition.




3. Larestriction de f'a [1, +OO[ est continue de plus f(1)=—1<0et f(3)=3 —% = % > 0 donc f's’annule au

moins une fois sur I’intervalle ]1,3[ .

g)=f (1 + sin (% xjj . g est composée de u: x> 1+ sin [g xj par la fonction f.

u est continue sur[O,l]etpourxe [0,1] ; OS%xS%SOSsin(%xjSl:>1£1+sin(§x]£20e qui se

traduit par u ([0, 1]) = [0, 2] et comme f est continue sur[O, 2] alors g = f ou est continue sur[O 1] .

Exercice8
1. Continuité de f sur I’ouvert ]—1, +oo[ :

La fonction u : x = —1 est rationnelle avec un dénominateur ne s’annulant pas sur ]—1, +oo[ et la fonction
X+

sinus est continue sur R donc par composée la fonction sin o u est continue sur]—l, +oo[ .
La fonction v : x — +/x+1 est continue en tout réel de [—1, +oo[ et donc par produit la fonction u xv est

continue sur ]—1, +oo[ .
Ainsi f est continue sur cet intervalle comme somme de deux fonctions continues.
Continuité de f a droite en -1 :

Pour x >—1; —1<sin z <l —+/x+1 S\/x+lsin(ijs x+1
x+1 x+1

o -1-Jx+1 < f(x)S—1+a\/x+1

lim —1—yx+1=~1et lim —1++x+1=—1donc par comparaison lim+f(x)=—1=f(—1)d0ncf

x—)(—l)Jr x—)(—l)+ x—(-1)

est continue a droite en -1 et par suite elle est continue sur [—1, +oo[ .

sin()
On peut écrire pour x> —1, f(x)=—1++/x+1 ;H_l x = N ou encore que
X+

x+1

. T
Sln(lJ .
X+
(x)=-1+ X
4 T Jx+1
x+1

V4 sinx sin( . 1]
lim —— =0et lim—— =1donc par composée lim A ke plus lim =0 donc par
x>0 x 41 -0 x X—>+0 T x40 [y 4]

x+1
produit et somme [lim f(x)=-1.
X—>+00

a) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans ]O, 1[ .
f est continue sur [—1, +oo[ donc forcément sur [O, 1] .

f(0)==1+Ixsin(z)=-1<0

f(1)=—1+\/§xsin(%j=\/5—1>0




Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires 1’équation f{x) = 0 admet au moins une solution a dans
Jo.q[.

1

a+l1 a+l1

b) On sait que f(a)=0 <:>—1+»\/a+1sin(ij=0<:>sin(ij—

“Ja+tl
Or ‘v’aE]O,l[,sin2 . +cos® . =1 < cos? S =1—sin’ il
a+1 a+1 a+1
@cosz[i]zl—#=iccos z =i‘,i.
a+1 (a+1) a+1 a+1 a+1

1 1
mais remarquons que O-<a-<1<:>1-<a+1-<2<:>—-<—-<1<:>£-<i-<72'etdonc cos| | < 0et
2 a+l 2 a+l

(= ] 1
par suite cos T =—,,L.Finalement tan| 22— | = atl) _ Na+l __
a+l1 a+l1 a+1 E3

a+l1




