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Intégrales

1.1 Primitives
1.1.1 Primitive de f sur un intervalle IA
tivit�e 1.1.1.Le plan est muni d'un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ), soit C la 
ourbe repr�esentative de lafon
tion f d�e�nie sur l'intervalle ℄0;+�[ par : f (x) = 1xPour tout r�eel t > 0, on d�esigne par S(t) l'aire de la partie du plan d�elimit�ee par la 
ourbe C ,l'axe des abs
isses et les droites d'�equations x = 1 et x = t1/ Soit h un r�eel tel que 0 < h < 1 et soit a un r�eeltel que a � 1(a) D�eterminer un domaine � dont l'aire estS(a+ h )� S(a)(b) En en
adrant 
e domaine par deux re
tangles,justi�er que :ha+ h � S(a+ h )� S(a) � ha2/ Par un pro
�ed�e analogue, d�eterminer un en
adre-ment de S(a+ h )� S(h )h lorsque �1 < h < 03/ D�emontrer que la fon
tion S est d�erivable en a etpr�e
iser le nombre d�eriv�e S′(a).

�!i�!jO x
y

1 t
D�e�nition 1.Soit f et F deux fon
tions d�e�nies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f sur Isi F est d�erivable sur I et a pour d�eriv�ee la fon
tion f .Pour tout r�eel x de I, F ′(x) = f (x):

5
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESAppliquer 1.1.2.1/ La fon
tion F : x 7! x3 + 3 est une primitive sur R de la fon
tion f : x 7! 3x2.
✞
✝

☎
✆Corrigé En e�et : F est d�erivable sur R et pour tout r�eel x, on a : F ′(x) = f (x).2/ La fon
tion G : x 7! 1x2 � 1 est une primitive sur ℄0;+�[ de la fon
tion g : x 7! � 1x .

✞
✝

☎
✆Corrigé

En e�et : G est d�erivable sur ℄0;+�[ et pour tout r�eel x > 0, on a : G′(x) =g(x).
1.1.2 Existen
e de primitivesA
tivit�e 1.1.3.Soit f la fon
tion d�e�nie sur l'intervalle [0; 2℄ par : f : x 7! 





0 si 0 � x < 11 si 1 � x � 2On suppose que f admet une primitive F sur [0; 2℄ et on pose a = F (0).1/ D�emontrer que : si 0 � x < 1 alors F (x) = asi 1 � x � 2 alors F (x) = x+ a� 12/ (a) �Etudier la d�erivabilit�e de F en 1.(b) Con
lure.A
tivit�e 1.1.4.Soit f la fon
tion d�e�nie sur R par : f (0) = 0 et f (x) = x2 sin( 1x) si x 6= 0.1/ a) D�emontrer que , pour tout r�eel x 6= 0, ∣∣∣∣ f (x)x ∣∣∣∣ � jxj .
b) En d�eduire que f est d�erivable en 0.2/ D�eterminer la d�eriv�ee de la fon
tion f .3/ a) D�emontrer que, pour tout entier n > 0, ∣∣∣∣f ′( 1n�)∣∣∣∣ = 1.
b) En d�eduire que la fon
tion f ′ n'est pas 
ontinue en 0 mais admet n�eamoins une primitivesur R.Th�eor�eme 1.1.5 (Admis).Si f est 
ontinue sur un intervalle I, alors f admet des primitives sur I.

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 6
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESRemarque 1.Ce th�eor�eme donne une 
ondition suÆsante pour justi�er l'existen
e des primitives d'une fon
-tion,mais 
ette 
ondition n'est pas ne
essaire. Certaines fon
tion dis
ontinues peuvent admettre desprimitives,mais d'autre n'en admettent pas.
1.1.3 Famille des primitives d'une fontionA
tivit�e 1.1.6.Soit F une primitive de f sur un intervalle I.Soit G la fon
tion d�e�nie sur I par : G : x 7! F (x) + K o�u K est une 
onstante r�eelle donn�ee.Montrer que G est une primitive de f sur I.Th�eor�eme 1.1.7.Soit F une primitive de f sur un intervalle I. Toute primitive de f sur I est de la forme :x 7! F (x) + K o�u K est une 
onstante r�eelle.Remarque 2.{ On dit parfois que deux primitives d'une même fon
tiondi��erent d'une 
onstante.{ Interpr�etation graphique Toutes les 
ourbes sed�eduisent de (CF ) par les translations du ve
teur K�!j(K r�eel) x

y

Cf CF
CGCF0O x0

y0 M0
b

Th�eor�eme 1.1.8.Soit f une fon
tion admettant des primitives sur un intervalle I.�Etant donn�e un r�eel x0 de I et un r�eel quel
onque y0, il existe une unique primitive F de f sur Itelle que : F (x0) = y0.
✞
✝

☎
✆Preuve Puisque f poss�ede une primitive G sur I alors, les fon
tions F : x 7! G(x) +K (Kr�eel) sont toutes les primitives de f sur I.La 
ondition F (x0) = y0 impose : K = �G(x0) + y0.Le r�esultat �enon
�e en d�e
oule.

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 7
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1.1.4 Tableaux de primitivesFon
tions usuellesfon
tion primitives 
ommentairesx 7! a, a 2 R x 7! ax+ K sur Rx 7! xn , n 2 N x 7! xn+1n+1 + K sur Rx 7! xn , n 2 Z−n��1� x 7! xn+1n+1 + K sur R∗x 7! 1px x 7! 2px+ K sur ℄0;+�[x 7! 
os(ax+ b) x 7! �a sin(ax+ b) sur Rx 7! sin(ax+ b) x 7! a 
os(ax+ b) sur Rx 7! 1
os2 x x 7! tanx sur tout intervalle de la forme]��2 + k�; �2 + k�[Op�erations fon
tion primitives 
ommentairesau ′, a r�eel auu ′ + v′ u + vu ′pu 2puu ′un , n 2 Z� ��1� un+1n + 1 sur tout intervalle o�u u 6= 0 si n < 0.u ′ � (v′ Æ u) v Æ u

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 8
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1.2 Int�egrales
1.2.1 Aire et int�egrale d'une fon
tion positiveD�e�nition 1.Le plan est rapport�e �a un rep�ere orthogonal (O;�!i ;�!j ), on d�e�nitles points I; J et K par : �!OI = �!i , �!OJ = �!j et OIKJ re
tangle.L'aire du re
tangle OIKJ d�e�nit alors l'unit�e d'aire (u.a). x

y
�!i�!jO IKJ

D�e�nition 2.Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un inter-valle [a; b℄ et (C) sa 
ourbe repr�esentative dans le rep�ere(O;�!i ;�!j ). L'int�egrale de a �a b de f est le r�eel not�e
∫ ba f (t)dt, est �egal �a l'aire, exprim�ee en unit�e d'aire, dudomaineD limit�e par (C), l'axe des abs
isses et les droitesd'�equations x = a et x = b. �!i�!jO x

y
a bDC

a et b sont les bornes de l'int�egrale et x est une variable muette : n'intervient pas dans ler�esultat.Remarque 3.Nous admettons que : L'aire de D s'obtient 
omme limite de sommes d'aires de re
tangles de largeursin�nit�esimale
∫ ba f (t)dt se lit aussi \ somme de a �a b de f (x)dx"

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 9
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1.2.2 Int�egrale d'une fon
tion n�egativeD�e�nitionD�e�nition 1.Soit f une fon
tion 
ontinue et n�egative sur l'intervalle [a; b℄.On d�e�nit l'int�egrale de a �a b de f par :∫ ba f (t)dt = �A o�u A est l'aire du domaine D d�elimit�epar la 
ourbe repr�esentative de f , l'axe des abs
isses et les droites d'�equations x = a et x = b.Cal
ul d'int�egrale d'une fon
tion en 
al
ulant des airesAppliquer 1.2.1.On 
onsid�ere la fon
tion f , d�e�nie et 
ontinue sur l'inter-valle [�2; 2℄, dont la 
ourbe est repr�esent�ee 
i-
ontre.Cal
uler l'int�egrale ∫ 2
−2f (t)dt. �!i�!j y = p4� x2ABD 12 1 2−1−2 x

y
O K

✞
✝

☎
✆Corrigé

Soit D le domaine du plan limit�e par la 
ourbe (C) de f et la droite des abs
isseset les droites d'�equations x = �2 et x = 2. L'aire en ua du domaine D est sommedes aires respe
tives A et A′ du trap�eze OABD et du quart du disque OKA.A = ∫ 0
−2 f (t)dt = 2� (1 + 2)2 = 3 et A′ = ∫ 20 f (t)dt = 14 � 22 � � = �alors ∫ 2

−2 f (t)dt = 3 + �Appliquer 1.2.2.On 
onsid�ere la fon
tion f , d�e�nie sur R, par :g : x 7�! x� 1Cal
uler les int�egrales a1 = ∫ 10 g(t)dt et a2 = ∫ 31 g(t)dt.Interpr�eter la somme a1 + a2
12
�1 1 2 3 x

y
O A

B
K
M

D1 D2�!i�!j

✞
✝

☎
✆Corrigé

La fon
tion g est 
ontinue et n�egative sur [0; 1℄, l'aire A1 du domaine D1 est 
elledu triangle OAB, d'o�u : a1 = �A1 = 1� 12 = 12La fon
tion g est 
ontinue et positive sur [1; 2℄, l'aire A2 du domaine D2 est 
elledu triangle AKM, d'o�u : a2 = A2 = 2� 22 = 2La somme a1 + a2 en (u.a) l'aire du domaine du plan limit�e par la 
ourbe de g ,ladroite des abs
isses et les droites d'�equations x = 0 et x = 3.
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 10
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1.2.3 Valeur moyenneD�e�nition 1.Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle [a; b℄(ave
 a < b). La valeur moyenne de f sur [a; b℄ est le r�eelf = 1b� a∫ ba f (x)dxf = 1b� a ∫ ba f (x)dx, f � (b� a) = ∫ ba f (x)dx Cf�!i�!jO x
y

a b
f

Commentaire 1.2.3.La valeur moyenne de f sur [a; b℄ est don
 le r�eel f , tel que le re
tangle de dimention f et b � asoit de même aire que le domaine d�elimit�e par la 
ourbe repr�esentative de f , l'axe des abs
isses etles droites d'�equations x = a et x = b.Appliquer 1.2.4.Soit i l'intensit�e d'un 
ourant �el�e
trique pendant la dur�ee dt, la quantit�e d'�el�e
tri
it�e transport�eepar le 
ourant est : dq = idtOn suppose que i : t 7! i (t) est une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle [t0; t1℄, la quantit�ed'�el�e
tri
it�e transport�ee par le 
ourant dans l'intervalle [t0; t1℄ est :q (t) = ∫ t1t0 i (t) dtCal
ulons par exemple, la quantit�e d'�el�e
tri
it�e transport�ee par le 
ourant, pendant une alternan
e
'est-�a-dire pendant une demi-p�eriode, sa
hant que : i(t) = Im sin (!t).Si on d�esigne par T la p�eriode de 
 e 
ourant alternatif, T = 2�! (si ! > 0) et on a :q = ∫ T20 i (t) dt = ∫ T20 Im sin (!t) dt = [� Im! 
os!t]T20 = ImT!On note Ie l'intensité efficace d'un 
ourant 
ontinue qui, dans la même r�esistan
e, pendant lamême dur�ee T ,on a :I2e est la moyenne de la fon
tion t 7! i2 (t) sur l'intervalle [0; T ℄, soit :I2e = 1T ∫ T0 i2 (t) dt = Imp2

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 11
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1.2.4 Int�egrale et primitiveD�e�nition 1.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, soit a; b deux r�eels de I.On d�e�nit l'int�egrale de a �a b de f par :∫ ba f (t)dt = F (b) � F (a)o�u F est une primitive quel
onque de f sur I.Notation : On note F (b)� F (a) = [F (t)℄ba , se lit \ F (t) entre a et b "Remarque 4.La di��eren
e F (b) � F (a) ne d�epend pas de la primitive de f 
hoisie.Appliquer 1.2.5.1/ a; b sont deux r�eels alors :
∫ ba dx = ∫ ba 1dx = [x]ba = b� a2/ � est une 
onstante r�eelle, a; b sont deux r�eels alors :
∫ ba �dx = [�x]ba = �� (b� a)

✎

✍

☞

✌
Si � ne d�epend pas de x, ∫ ba �dx = �(b� a)3/ Si f est une fon
tion d�erivable sur un intervalle I telle que f ′ soit 
ontinue sur I, alors pourtous r�eels a; b 2 I, on a : ∫ ba f ′(t)dt = f (b)� f (a).Appliquer 1.2.6.{ La fon
tion f : x 7! x2 est 
ontinue sur R, l'une de ses primitives est F : x 7! x33d'o�u ∫ 2

−1f (t)dt = F (2)� F (�1) = 3{ La fon
tion g : x 7! 1x2 est 
ontinue sur ℄0;+�[, l'une de ses primitives est G : x 7! � 1xd'o�u ∫ 21 g(t)dt = [� 1x]21 = G(2)� G(1) = 12
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 12
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESTh�eor�eme 1.2.7.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, soit a un r�eel de I.La fon
tion F d�e�nie sur I par F (x) = ∫ xa f (t)dt, est la primitive de f sur I qui s'annule ena.
✞
✝

☎
✆Preuve f est 
ontinue sur I, alors elle poss�ede une primitive G sur I, alors :Pour tout r�eel x de I, on a : F (x) = ∫ xa f (t)dt = G(x)� G(a)Comme F (a) = 0 et F ′(x) = f (x) alors F est la primitive de f sur I qui s'annuleen a.

1.2.5 Propri�et�es de l'int�egraleRelation de ChaslesTh�eor�eme 1.2.8.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I. Pour tous r�eels a; b et 
 de I, on a :
∫ 
a f (t)dt = ∫ ba f (t)dt+ ∫ 
b f (t)dt

✞
✝

☎
✆Preuve

Soit F une primitive de f sur I, alors :
∫ ba f (t)dt+ ∫ 
b f (t)dt = F (b) � F (a) + F (
)� F (b)= F (
)� F (a)= ∫ 
a f (t)dtCorrolaire 1.2.9.Soit f une fon
tion continue sur un intervalle I. Pour tous r�eels a; b de I, on a :

∫ aa f (t)dt = 0
∫ ba f (t)dt = �∫ ab f (t)dt

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 13
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESLin�earit�eTh�eor�eme 1.2.10.f et g sont deux fon
tions 
ontinues sur un intervalle I et soit K une 
onstante r�eelle.Pour tous r�eels a; b de I, on a :
∫ ba (f (t) + g(t)) dt = ∫ ba f (t)dt + ∫ ba g(t)dt

∫ ba K � f (t)dt = K � ∫ ba f (t)dt

✞
✝

☎
✆Preuve

F et G sont deux primitives respe
tives de f et g sur I, alors :
∫ ba (f (t) + g(t)) dt = [F (t) + G(t)℄ba= F (b)� F (a) + G(b)� G(a)= ∫ ba f (t)dt+ ∫ ba g(t)dt
∫ ba K � f (t)dt = [K � F (t)℄ba = K � (F (b)� F (a))= K � ∫ ba f (t)dtAppliquer 1.2.11.On 
onsid�ere les int�egrales, A = ∫ 10 1(t+ 2)3dt et B = ∫ 10 t(t+ 2)3dtCal
uler A puis 2A+ B puis d�eduire B.

✞
✝

☎
✆Corrigé

A = ∫ 10 1(t+ 2)3dt = [� 12 (t+ 2)2]10= 5722A+ B = 2∫ 10 1(t+ 2)3dt+ ∫ 10 t(t+ 2)3dt = ∫ 10 2 + t(t+ 2)3dt= ∫ 10 1(t+ 2)2dt = [� 1t+ 2]10 = 16On en d�eduit que B = 136
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 14
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESAppliquer 1.2.12.1/ En remarquant que 
osx = eix + e−ix2 , montrer que :
os3 x = 14 
os 3x+ 34 
osx2/ Cal
uler alors l'int�egrale ∫ �0 
os3 xdx
1.2.6 Int�egrale et ordrePositivit�eTh�eor�eme 1.2.13.Soit f une fon
tion continue sur [a; b℄. Si f est positive sur [a; b℄ alors :∫ ba f (x)dx � 0Dans le 
as o�u a < b, et si f ne s'annule qu'en un nombre �ni de r�eels de [a; b℄, alors :∫ ba f (x)dx > 0
✞
✝

☎
✆Preuve

Soit F une primitive de f sur [a; b℄.Si f est positive sur [a; b℄ alors F est 
roissante sur [a; b℄ d'o�uF (b) � F (a) � 0don
 : ∫ ba f (x)dx � 0.Si de plus f ne s'annule qu'en un nombre �ni de r�eels de [a; b℄, alors F eststri
tement 
roissante sur [a; b℄ d'o�u F (b) � F (a) > 0 don
 : ∫ ba f (x)dx > 0.Conservation de l'ordreCorrolaire 1.2.14.Soit f et g deux fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [a; b℄.Si pour tout r�eel x de [a; b℄, g(x) � f (x) alors ∫ ba g(x)dx � ∫ ba f (x)dx
✞
✝

☎
✆Preuve On a g � f sur [a; b℄ alors f�g � 0 sur [a; b℄ et par suite ∫ ba (f (t)� g(t)) dt � 0don
 ∫ ba g(x)dx � ∫ ba f (x)dx.

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 15
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CHAPITRE 1. INTÉGRALESTh�eor�eme 1.2.15.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b℄ ( o�u a; b sont deux r�eels tels que a < b)alors : ∣∣∣
∫ ba f (t)dt∣∣∣ � ∫ ba jf (t)jdt

✞
✝

☎
✆Preuve Pour tout r�eel t de [a; b℄, on a �jf (t)j � f (t) � jf (t)j et f est 
ontinue surl'intervalle [a; b℄, en int�egrant membre �a membre d'o�u

∣∣∣
∫ ba f (t)dt∣∣∣ � ∫ ba jf (t)jdtAppliquer 1.2.16.Pour tout entier naturel n , on pose : Un = ∫ 10 tn+11 + t dt.Montrer que pour tout n � 0, Un � 0.Montrer que la suite (Un ) est d�e
roissante.

✞
✝

☎
✆Corrigé

La fon
tion t 7! tn+11 + t est 
ontinue et positive sur l'intervalle [0; 1℄ alors
∫ 10 tn+11 + t dt � 0. Pour tout r�eel t de [0; 1℄ et pour tout n � 0,tn+21 + t � tn+11 + t =tn+21 + t � tn+11 + t = tn+2 � tn+11 + t = tn+1 (t� 1)1 + tt 2 [0; 1℄) t� 1 � 0) tn+1 (t� 1)1 + t ) tn+21 + t � tn+11 + t ,d'o�u ∫ 10 tn+21 + t dt � ∫ 10 tn+11 + t dt don
 Un+1 � Un .In�egalit�es de la moyenneTh�eor�eme 1.2.17.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle [a; b℄ (o�u a; b sont deux r�eels tels que a < b, alorsil existe deux r�eel m et M tel que :m(b� a) � ∫ ba f (t)dt � M(b� a)

✞
✝

☎
✆Preuve f est une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle [a; b℄ ,alors elle est born�ee sur 
etintervalle et par la suite il existe deux r�eels m;M ave
m = infx∈[a;b℄ f (x) et M = supx∈[a;b℄ f (x)

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 16
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✞
✝

☎
✆Preuve alors, pour tout r�eel x de [a; b℄, m � f (x) � M, en int�egrant membre �a membre,do�u : m(b� a) � ∫ ba f (t)dt � M(b � a)Corrolaire 1.2.18.a; b deux r�eels tels que a < b. Soit f une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle [a; b℄, alors il existeau moins un r�eel x0 de [a; b℄ tel que f (x0) = f .

✞
✝

☎
✆Preuve D'ap�es le th�eor�eme pr�e
�edent, il existe deux r�eels m;M tel que m � f � M, alorsd'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediares,il existe au moins un r�eel x0 de [a; b℄tel que f (x0) = f .

1.2.7 Int�egration par partiesA
tivit�e 1.2.19.A/ Soit f la fon
tion d�e�nie sur R par : f (x) = x 
osx1/ (a) Montrer que pour tout r�eel x, f ′(x) = �2 sinx� f ′′(x)(b) D�eduire la valeur de l'int�egrale ∫ �0 f (x)dx2/ Une deuxi�eme m�ethode pour 
al
uler l'int�egrale ∫ �0 f (x)dx(a) V�eri�er que pour tout r�eel x, f (x) = (x 
osx)′ � (x)′ 
osx(b) D�eduire la valeur de l'int�egrale ∫ �0 f (x)dxB/ Cal
uler l'int�egrale ∫ �0 x sinxdxTh�eor�eme 1.2.20.u; v sont deux fon
tions d�erivables sur un intervalle I telles que u ′ et v′ sont 
ontinues sur I,alors pour tous r�eels a; b 2 I, on a :∫ ba u ′(t)v(t)dt = [u (t)v(t)]ba � ∫ ba u (t)v′(t)dt
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 17
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1.2.8 Cal
ul de volumes de solides de r�evolutionTh�eor�eme 1.2.21.L'espa
e est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ;�!k ).Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur l'intervalle [a; b℄.Le volume V du solide de r�evolution engendr�e par la rotationde l'ar
 [ÂB℄ d�e�nie par les points M(x; y) ave
 y = f (x)et a � x � b autour de l'axe (O;�!i ) est �egale �a :
V = � ∫ ba f2(x)dx �!i�!jOa b x

y

Appliquer 1.2.22.L'espa
e est rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j ;�!k ).On note C l'ensemble des points M(x; y) tels que y = x et 0 � x � 2.Cal
uler le volume V du solide S obtenu par la rotation de C autour de l'axe des abs
isses.
✞
✝

☎
✆Corrigé

En unit�e de volume, on a :V = � ∫ 20 x2dx = �[x22 ]20 = 8�3 �!i�!jO1
23

1 2 3 x
y

1.2.9 Fon
tions d�e�nies par une int�egraleTh�eor�eme 1.2.23.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I et soit a un r�eel de I, soit F la fon
tion d�e�nie surI par : F (x) = ∫ xa f (t)dt, alors :� F est la primitive de f sur I qui s'annule en a.� F est une fon
tion d�erivable sur I et pour tout r�eel x 2 I, F ′(x) = f (x).
✞
✝

☎
✆Preuve

f est 
ontinue sur I, alors elle poss�ede au moins une primitive sur I soit G uneprimitive de f sur I. a est un r�eel donn�e de I, si pour tout r�eel x 2 I, F (x) = ∫ xa f (t)dtalors F (x) = [G(t)]xa = G(x) � G(a) don
 F (a) = 0 et pour tout r�eel x 2 IF ′(x) = G′(x) = f (x).
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 18
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tions, I et J sont deux intervalles et a 2 I, si :
✑ f est 
ontinue sur I,
✑ u est d�erivable sur J,
✑ si x 2 J alors u (x) 2 J,Alors la fon
tion G d�e�nie sur J par G(x) = ∫ u(x)a f (t)dt est d�erivable sur J et pour tout r�eelx 2 J, G′(x) = u ′(x)� f(u (x))Appliquer 1.2.25.Pour tout r�eel x 2 ]� �2 ; �2 [, on pose : F (x) = ∫ tan x0 dt1 + t21/ Montrer que F est d�erivable sur ]� �2 ; �2 [, puis 
al
uler F ′(x).2/ D�eduire l'expression de F (x) �a l'aide de x.3/ Cal
uler F (�4 ) puis d�eduire la valeur de l'int�egrale ∫ 10 dt1 + t2

✞
✝

☎
✆Corrigé

1/ On note I = ]� �2 ; �2 [ et f (t) = 11 + t2 et u (x) = tanx, alors :
✑ f est 
ontinue sur R ,
✑ u est d�erivable sur I,
✑ Pour tout x 2 I alors u (x) 2 R ,Alors F est d�erivable sur I et pour tout r�eel x 2 I, on a :F ′(x) = ( tanx)′ � f (tanx) = (1 + tan2 x)� 11 + tan2 x = 12/ { On a F (0) = ∫ tan 00 dt1 + t2 = 0{ F (0) = 0 et pour tout x 2 I, F ′(x) = 1 alors pour tout r�eel x 2 I, F (x) = x3/ on a : F (�4 ) = �4 et d'autre part :F (�4 ) = ∫ tan �40 dt1 + t2 = ∫ 10 dt1 + t2don
 ∫ 10 dt1 + t2 = �4

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 19
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tivit�e 1.2.26.Soit I un intervalle 
entr�e en 0 (de la forme [��; �℄ o�u � > 0)Soit f une fon
tion 
ontinue sur I et on pose F (x) = ∫ x0 f (t)dt1/ Montrer que si f est paire alors F est impaire.2/ Montrer que si f est impaire alors F est paire.3/ On suppose que I = R , montrer que :si f est p�eriodique de p�eride T alors F est p�eriodique de p�eride T .

✞
✝

☎
✆Corrigé

1/ si f est paire alors pour tout r�eel x 2 I, f (x)� f (�x) = 0, pour montrer que Fest impaire, il suÆt de montrer que pour tout r�eel x 2 I, F (x) + F (�x) = 0.On 
onsid�ere la fon
tion G d�e�nie sur I par : G(x) = F (x) + F (�x).G est d�erivable sur I et pour tout x 2 I,G′(x) = F ′(x) � F ′(�x) = f (x) � f (�x) = 0 alors pour tout r�eel x 2 I,G′(x) = 0.D'autre part G(0) = F (0) + F (0) = 0 don
 pour tout r�eel x 2 I, G(x) = 02/ si f est impaire alors pour tout r�eel x 2 I, f (x) + f (�x) = 0, pour montrer queF est paire, il suÆt de montrer que pour tout r�eel x 2 I, F (x)� F (�x) = 0.On 
onsid�ere la fon
tion H d�e�nie sur I par : H(x) = F (x)� F (�x).H est d�erivable sur I et pour tout x 2 I,H′(x) = F ′(x) + F ′(�x) = f (x) + f (�x) = 0 alors pour tout r�eel x 2 I,H′(x) = 0.D'autre part H(0) = F (0)� F (0) = 0 don
 pour tout r�eel x 2 I, H(x) = 03/ si f est p�eriodique de p�eriode T , alors pour tout r�eel x, f (x+ T )� f (x) = 0.Pour montrer que F est p�eriodique de p�eriode T , il suÆt de montrer que pourtout r�eel x, F (x+ T )� F (x) = 0 : : :Th�eor�eme 1.2.27.I �etant un intervalle 
entr�e en 0, a 2 I et f est une fon
tion 
ontinue sur I alors :1/ Si f est paire alors ∫ a
−a f (t)dt = 02/ Si f est impaire alors ∫ a

−a f (t)dt = 2 ∫ a0 f (t)dt3/ Dans le 
as o�u I = R et si f est p�eriodique de p�eriode T , alors :
∫ a+Ta f (t)dt = ∫ T0 f (t)dt

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 20
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1.3 Exer
i
es 
orrig�esExer
i
e 1.F �etant une primitive de la fon
tion f (suppos�ee d�erivable sur son domaine). La 
ourbe � repr�esentela fon
tion F .Parmi les 
ourbes (C1),(C2), (C3) indiquer 
elle qui est sus
eptible de repr�esenter la fon
tion f .repr�esente la fon
tion f .

x
y
O � x

yO C1
xyO C2
x

yO C3

✞ ✝
☎ ✆Solution D'apr�es le graphique F est 
roissante sur l'intervalle ou elle est d�e�nie et 
omme elle estd�erivable alors sa d�eriv�ee est positive sur 
et intervalle, alors (C3) est la 
ourbe qui repr�esentef .Exer
i
e 2.Soit I un intervalle ouvert 
entr�e en 0 et soit f une fon
tion d�e�nie sur I et soit F une primitivede f sur I.1/ On suppose que F (0) = 0. Montrer que :{ Si f est paire alors F est impaire.{ Si f est impaire alors F est paire.2/ On suppose que F (0) 6= 0.Les propositions a) et b) sont-elles vraie ?

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) L'intervalle I est ouvert et 
entr�e en 0 alors : (x 2 I ) �x 2 I)Pour tout r�eel x de I,on pose G(x) = F (x) + F (�x)G est d�erivable sur I 
omme �etant la somme et 
ompos�ee des fon
tions d�erivables sur I.Pour tout r�eel x de I, on a :G′(x) = F ′(x) + (�x)′F ′(�x) or F ′ = f alors
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 21
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✞ ✝
☎ ✆Solution

G′(x) = f (x)� f (�x) et 
omme f est paire alors f (x)� f (�x) = 0 d'o�u G′(x) = 0.Pour tout r�eel x de I, G′(x) = 0 et G(0) = 0 alors pour tout r�eel x de I, G(x) = 0 don
G est impaire.b) Pour tout r�eel x de I,on pose H(x) = F (x)� F (�x)H est d�erivable sur I et pour tout r�eel x de I, on a :H′(x) = H′(x)� (�x)′H′(�x) or F ′ = f alorsH′(x) = f (x) + f (�x) et 
omme f est impaire alors f (x) + f (�x) = 0 d'o�u H′(x) = 0.Pour tout r�eel x de I, H′(x) = 0 et H(0) = 0 alors pour tout r�eel x de I, H(x) = 0 don
H est paire.2/{ La proposition a) est fausse lorsque F (0) 6= 0 , en e�et :Si on prend f : x 7! x2 alors f est paire et soit F : x 7! 13x3 + 1, F est une primitive def sur R telle que F (0) 6= 0 alors F n'est pas impaire{ La proposition b) est fausse lorsque F (0) 6= 0 , en e�et :Si on prend f : x 7! x alors f est impaire et soit F : x 7! 12x2 + 1, F est une primitivede f sur R telle que F (0) 6= 0 alors F n'est pas paire.Exer
i
e 3.D�eterminer la primitive F de f sur l'intervalle I v�eri�ant la 
ondition indiqu�ee.a) f : x 7! 3x� 1 + 1x2 , I = ℄0;+�[ et F (2) = �1.b) f : x 7! (x2 + 1)2, I = R et F (0) = 0.
) f : x 7! 1p4� x , I = ℄��; 4[ et F (0) = 0.d) f : x 7! tan2 x, I = ]��2 ; �2 [ et F (0) = 1.e) f : x 7! sin(2x� �6 ),I = R et F (0) = 0.

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 22
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✞ ✝
☎ ✆Solution

a) En utilisant les formules suivantes :fon
tion primitives 
ommentairesx 7! x� x 7! x�+1�+ 1 + K � 2 Z� ��1�, K est une 
onstante.x 7! a x 7! ax+ K a; K sont des 
onstantesx 7! 1x2 x 7! � 1x + K K est une 
onstante.au ′ au a; K sont des 
onstantesUne primitive F de f sur I est alors : F : x 7! 32x2 � x� 1x + K .F (2) = �1) 72 + K = �1) K = �92 don
 F : x 7! 32x2 � x� 1x � 92b) Dans 
e 
as on doit d�evelopper l'expression de f (x), soit : f (x) = x4 + 2x2 + 1.Une primitive F de f sur I est alors : F : x 7! 15x5 + 23x3 + x+ k.F (0) = 0) k = 0 don
 F : x 7! 15x5 + 23x3 + x.
) On pourra utiliser la formule :fon
tion primitives 
ommentairesu ′pu 2pu + K K est une 
onstante.au ′ au + K a; K sont des 
onstantesPour tout x de I, f (x) = 1p4� x = �(4� x)′p4� x .Une primitive F de f sur I est alors : F : x 7! �2p4� x+ K .F (0) = 0) �4 + K = 0) K = 4 don
 F : x 7! �2p4� x+ 4d) Pour tout x de I, f (x) = tan2 x = (1 + tan2 x)� 1 = (tanx)′ � 1 alors :une primitive F de f sur I est alors : F : x 7! tanx � x + K et 
omme F (0) = 1 alorsK = 1 don
 F : x 7! tanx� x+ 1.Exer
i
e 4.R�epondre par VRAI ou FAUX �a 
haque proposition et justi�er la r�eponse.Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I et F est une primitive quel
onque de f sur I.1/ Si f est positive sur I alors F est 
roissante sur I2/ si f est d�e
roissante sur I, alors F est d�e
roissante sur I.3/ Si pour tout r�eel x de I, f (x) � 1; alors , pour tout r�eel x de I, F (x) � x.
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 23
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✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ Vrai. F ′ = f et f � 0 sur I alors F ′ � 0 sur I don
 F est 
roissante2/ Faux. La fon
tion f : x 7! 1x2 est d�e
roissante sur l'intervalle I = ℄0;+�[ alors quesa primitive F : x 7! � 1x est 
roissante sur I3/ Faux. Soit I = [1;+�[ et f : x 7! x2 , on a : f (x) � 1 pour tout r�eel x de I.F : x 7! x33 est une primitive de f sur I, et l'in�egalit�e F (x) � x est fausse sur I.Exer
i
e 5.La 
ourbe (CF ) donn�ee 
i-
ontre repr�esenteune primitive d'une fon
tion f 
ontinue sur l'in-tervalle [�1; 3℄1/ Cal
uler les int�egrales suivantes :A = ∫ 3
−1 f (t)dt et B = ∫ 2

−1 f (t)dt.2/ On note (Cf) la 
ourbe repr�esentativede f dans le plan rapport�e �a un rep�ereorthonorm�e d'orgine O. Cal
uler l'aireA du domaine du plan limit�e par la
ourbe (Cf) et les droites d'�equationsx = �1; x = 0 et y = 0.
12
3

�1�2 1 2 3−1−2 x
y
O
b

b

b

bCF

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/� A = ∫ 3
−1 f (t)dt = [F (t)]3

−1 = F (3) � F (�1) or F (3) = 3 et F (�1) = �1 d'o�uA = 4.� B = ∫ 2
−1 f (t)dt = [F (t)]2

−1 = F (2) � F (�1) or F (2) = �1 et F (�1) = �1 d'o�uB = 2.2/ f est 
ontinue sur [�1,0℄ et 
omme F est 
roissante sur [�1,0℄ alors f est positive sur[�1,0℄.alors : A = ∫ 0
−1 ∣∣∣f (t)∣∣∣dt = ∫ 0

−1 f (t)dt = F (0)� F (�1) = 3� (�1) = 4
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 24
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i
e 6.La 
ourbe repr�esentative (Cf) donn�ee 
i-
ontrerepr�esente une fon
tion 
ontinue f sur son domainede d�e�nition.D �etant le domaine du plan limit�e par Cf et lesdroites d'�equations x = �2,x = 1 et y = 0 et onnote A l'aire en unit�e d'aire du domaine D.Montrer que 1 � A � 4 12
�1 1−1−2 x

y
O

Cf
✞ ✝

☎ ✆Solution
Soit A(�2; 0) et B(0; 2) et soit D1 le domaine limit�e par (Cf) et les droites x = �2,x = 0et y = 0 alors aire(D1) � aire(OAB) don
0 � aire(D1) � 2: (1)Soit C(1; 0) et K (1; 2) et soit D2 le domaine limit�e par (Cf) et les droites x = 0,x = 1et y = 0 alors aire(OCB) � aire(D2) � aire(OCKB) don
1 � aire(D2) � 2: (2)Or D = D1 [ D2 et (D1 \ D2 = �) alors A = aire(D1) + aire(D2)De (1) et (2) on peut 
on
lure que : 1 � A � 4Exer
i
e 7.

Soit f la fon
tion d�e�nie sur R par : f : x 7! 




x2 si x < 1(2� x)2 si 1 � x < 21� 4x2 si x � 21/ Montrer que f poss�ede une primitive sur R.2/ Cal
uler alors l'int�egrale I = ∫ 30 f (t)dt.

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ f (1) = (2� 1)2 = 1limx→1+ f (x) = limx→1+(2� x)2 = 1 et limx→1− f (x) = limx→1− x2 = 1 alors limx→1 f (x) = f (1)alors f est 
ontinie en 1.f (2) = 1� 422 = 0limx→2+ f (x) = limx→2+(1� 4x2) = 0 et limx→2− f (x) = limx→2−(2� x)2 = 0alors limx→2 f (x) = f (2) alors f est 
ontinie en 2.
CHAPITRE 1. INTÉGRALES 25
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✞ ✝
☎ ✆Solution

f est 
ontinue sur R alors elle poss�ede une primitive sur R.2/ I = ∫ 30 f (t)dt = ∫ 10 f (t)dt + ∫ 21 f (t)dt + ∫ 32 f (t)dt
∫ 10 f (t)dt = ∫ 10 t2dt = [t33 ]10 = 13
∫ 21 f (t)dt = ∫ 21 (2� t)2dt = [�13 (2� t)3]21 = 13∫ 32 f (t)dt = ∫ 32 (1� 4t2) dt = [t + 4t ]32 = 13Don
 I = 1.Exer
i
e 8.Cal
uler les int�egrales :1/ ∫ 4
−4 ∣∣∣x3 + x2 � 2x∣∣∣ dx2/ ∫ 4�0 jsin tj dt3/ ∫ 20 t + 1
(t2 + 2t + 2)2dt , ∫ 20 t√4 + t2dt, ∫ 20 tp4 + t2dt,∫ 10 t (1� t)6 dt

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ Soit f : x 7! x3 + x2 � 2x (
ette fon
tion est ni paire, ni impaire)f (x) = x3 + x2 � 2x = x (x2 + x� 2) , le signe de f (x) sur [�4; 4℄ est donn�e par letableau suivant x �4 �2 0 1 4x � � 0 + +x2 + x� 2 + 0 � � 0 +f (x) � 0 + 0 � 0 +alors
∫ 4
−4 ∣∣∣x3 + x2 � 2x∣∣∣ dx = ∫

−2
−4 (�x3 � x2 + 2x) dx + ∫ 0

−2 (x3 + x2 � 2x) dx+ ∫ 20 (�x3 � x2 + 2x) dx+ ∫ 42 (�x3 � x2 + 2x) dxUne primitive de f est F : x 7! 14x4 + 13x3 � x2, le 
al
ul donne
∫ 4
−4 ∣∣∣x3 + x2 � 2x∣∣∣ dx = 6136
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✞ ✝
☎ ✆Solution

2/ Soit f : x 7! jsinxj (
ette fon
tion est �� p�eriodique)Nou avons ( En appliquant la relation de Chasles)
∫ 4�0 f (t)dt = ∫ �0 f (t)dt + ∫ 2�� f (t)dt+ ∫ 3�2� f (t)dt+ ∫ 4�3� f (t)dt

Or ∫ 2�� f (t)dt = ∫ �+�� f (t)dt =︷ ︸︸ ︷f étant �� périodique

∫ �0 f (t)dtDe même on montre que ∫ 2�� f (t)dt = ∫ 3�2� f (t)dt = ∫ 4�3� f (t)dt = ∫ �0 f (t)dt, alors :
∫ 4�0 f (t)dt = 4 ∫ �0 f (t)dt =︷ ︸︸ ︷

Pour tout t 2 [0; �℄ , sin t � 0 4 ∫ �0 sin (t) dt = 4 [� 
os t℄�0 = 4� 2 = 83/a) ∫ 20 t+ 1
(t2 + 2t+ 2)2dt = [� 12 (t2 + 2t+ 2)]20 = 15En �e
rivant t+ 1

(t2 + 2t+ 2)2 = 12 � (t2 + 2t+ 2)′
(t2 + 2t+ 2)2 or une primitive de u ′u2 est � 1u + Kb**) En �e
rivant tp4 + t2 = t (4 + t2)12 = 12 � (4 + t2)′ (4 + t2)12 et une primitivede (lorsque elle existe) u ′u� est u�+1�+ 1 + K (� 6= �1)D'o�u t 7! 13 (4 + t2)32 est une primitive de t 7! tp4 + t2Don
 ∫ 20 t√4 + t2dt = 


13 (4 + t2)3220 = 163 p2� 83
)

∫ 20 tp4 + t2dt = 12 � ∫ 20 2tp4 + t2dt = 12 � ∫ 20 (4 + t2)′p4 + t2 dt = 12 [2√4 + t2]20 = 2p2� 2d*)
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✞ ✝
☎ ✆Solution

∫ 10 t (1� t)6 dt = ∫ 10 (t� 1 + 1) (1� t)6 dt = ∫ 10 ((t� 1) (1� t)6 + (1� t)6) dt= ∫ 10 (t� 1) (1� t)6 dt+ ∫ 10 (1� t)6 dt= � ∫ 10 (1� t)7 dt+ ∫ 10 (1� t)6 dtD'autre part ∫ 10 (1� t)� dt = � ∫ 10 (1� t)′ (1� t)� dt = � [(1� t)�+1�+ 1 ]10 = ::: (� 6=�1)Don
 ∫ 10 t (1� t)6 dt = 156Exer
i
e 9.1/ Cal
uler l'int�egrale f (�) = ∫ 10 t
(1 + t2)�dt o�u � est un entier naturel2/ On 
onsid�ere les les int�egrales I = ∫ 10 t

(1 + t2)3dt et J = ∫ 10 t3
(1 + t2)3dt(a) Cal
uler l'int�egrale I.(b) Cal
uler la somme I + J puis d�eduire la valeur de l'int�egrale J.

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/f (�) = ∫ 10 t
(1 + t2)�dt = 12 ∫ 10 2t

(1 + t2)�dt = 12 ∫ 10 (1 + t2)′
(1 + t2)�dt=

une primitive de
u ′u� est

11� � � 1u�−1︸ ︷︷ ︸

12 [ 11� � � 1
(1 + t2)�−1]10= 12 � 21−� � 1�� 12/a) En appliquant 1/ pour � = 3 alors I = ∫ 10 t

(1 + t2)3dt = 316b)
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✞ ✝
☎ ✆Solution

I + J = ∫ 10 t
(1 + t2)3dt+ ∫ 10 t3

(1 + t2)3dt = ∫ 10 ( t
(1 + t2)3 + t3

(1 + t2)3) dt= ∫ 10 t
(1 + t2)2dtEn appliquant le r�esultat de 1/ pour � = 2, alors ∫ 10 t

(1 + t2)2dt = 14Nous avons I = 316 et I + J = 14 don
 J = 116Exer
i
e 10.Soit f la fon
tion d�e�nie sur [�2; 2℄ par : f : x 7! p4� x2 et soit (Cf) sa 
ourbe repr�esentativedans le plan rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j )1/ Montrer que (Cf) est un demi-
er
le de 
entre O et de rayon 22/ Tra
er (Cf).3/ On note A = ∫ 2
−2√4� t2dt .Interpr�eter g�eom�etriquement A puis donner sa valeur.

✞ ✝
☎ ✆Solution

1)M(x; y) 2 (Cf), 



y = p4� x2y � 0x 2 [�2; 2℄ , 




y2 = 4� x2y � 0x 2 [�2; 2℄ , 




y2 + x2 = 4y � 0x 2 [�2; 2℄Don
 (Cf) est un demi-
er
le de 
entre O et de rayon 2 (l'in�equation y � 0 d�e�ni ledemi-plan form�e par les points d'ordonn�ees positives)3) A (en unit�e d'aire) est l'aire de la partie du plan limit�ee par (Cf) et les droites d'�equationsx = �2,x = 2 et y = 0, alors, A est la mesure d'aire du demi-disque de rayon 2, alorsA = ∫ 2

−2√4� t2dt = 2�On rappel que l'aire d'un disque de rayon R est �R2.
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i
e 11. Soient f : t 7! 4t
(1 + t2)3 et g : t 7! �4t3

(1 + t2)3 .Cal
uler les aires en unit�e d'aire de 
ha
un des domaines D1 et D2.
1

�1 1−1 x
y
O CfD1 1

�1 1−1 x
y
O CfCgD2

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ On note A (D1),(en ua) la mesure de l'aire du domaine D1.Alors A (D1) = ∫ 1
−1 jf (t)j dt la fon
tion t 7! jf (t)j est paire alors :A (D1) = ∫ 1

−1 jf (t)j dt = 2 ∫ 10 jf (t)j dt = 2 ∫ 10 f (t)dt= 2 [� 1
(1 + t2)2]10 = 322/ On note A (D2),(en ua) la mesure de l'aire du domaine D2.Alors A (D2) = ∫ 1

−1 jf (t)� g(t)j dt la fon
tion t 7! jf (t)� g(t)j est paire alors :A (D2) = 2 ∫ 10 jf (t)� g(t)j dt = 2 ∫ 10 ∣∣∣∣∣
4t

(1 + t2)2 ∣∣∣∣∣ dt= 2 ∫ 10 4t
(1 + t2)2dt = 2 [� 21 + t2]10 = 2
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i
e 12.On 
onsid�ere la fon
tion f d�e�nie sur Rn��12� par : f : x 7! 9x(x+ 1)3On note (Cf ) la 
ourbe repr�esentative de f dans le plan rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e(O;�!i ;�!j )1/ a) Montrer que pour tout r�eel x de Rn��12� , f (x) = 9(x+ 1)2 � 9(x+ 1)3b) D�eterminer une primitive F de f sur l'intervalle ]�12 ;+�[.2/ On donne dans la �gure 
i-
ontre larepr�esentation graphique (C) de la restri
tionde f sur l'intervalle [0;+�[, et soit D le do-maine du plan limit�e par (C) et les droitesd'�equations x = 0,x = a et y = 0 o�u a estun r�eel stri
tement positif donn�e et soit A (a)l'aire en unit�e d'aire du domaine D.a) Exprimer A (a) au moyen d'une int�egrale.b) Cal
uler A (a) en fon
tion de a puis v�eri�erque lima→+�A (a) = 92 .
) Interpr�eter graphiquement le r�esultat ob-tenu
1

1 2 3 4 x
y
O C x = aD�!i�!j

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) Pour tout r�eel x de Rn��12� , on a :9(x+ 1)2 � 9(x+ 1)3 = 9(x+ 1)(x+ 1)3 � 9(x+ 1)3 = 9x(x+ 1)3Une primitive de u : x 7! 9(x+ 1)2 est U : x 7! � 9x+ 1,Une primitive de v : x 7! 9(x+ 1)3 est V : x 7! � 92 (x+ 1)2alors une primitive de f est F : x 7! 92 (x+ 1)2 � 9x+ 1 + K .2/a) f est positive et 
ontinue sur l'intervalle [0; a℄ alors : A (a) = ∫ a0 f (t)dt.b) A (a) = ∫ a0 f (t)dt = F (a)� F (0)= 92 a2(a+ 1)2
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✞ ✝
☎ ✆Solution lima→+�A (a) = lima→+� 92 a2(a+ 1)2 = 92
) Le domaine D lorsque a est assez grand est un domaine in�ni dont la mesure de sonaire est �nie.Exer
i
e 13.On 
onsid�ere la fon
tion f d�e�nie sur [0;+�[ par f : x 7! (x� 1)3 + x� 1 et on note (Cf ) sa
ourbe repr�esentative dans le plan rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j )1/ Montrer que f poss�ede une fon
tion r�e
iproque g d�e�nie et d�erivable sur un intervalle I quel'on pr�e
isera.2/ On note (Cg) la 
ourbe repr�esentative deg et par D le domaine du plan limit�e par les
ourbes (Cf ) et (Cg) et les axes du rep�ere etsoit A l'aire en unit�e d'aire du domaine D.a) V�eri�er que A = 4� 2 ∫ 21 f (x)dx.b) Cal
uler A 12

�1�2 1 2−1−2 x
y y = xCfCg

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ f est d�erivable sur [0;+�[ et pour tout r�eel x � 0, f ′(x) = 3(x� 1)2 + 1.Pour tout x � 0, f ′(x) > 0 alors f est stri
tement 
roissante sur [0;+�[.f est stri
tement 
roissante sur [0;+�[ alors elle poss�ede une fon
tion r�e
iproque g d�e�niesur f ([0;+�[).Comme f est 
ontinue alors f ([0;+�[) = [f (0) ; limx→+� f (x)[ = [�2;+�[.f est d�erivable sur [0;+�[ et pour tout x � 0, f ′(x) 6= 0 alors g est d�erivable surf ([0;+�[) = [�2;+�[.2/a) On 
onsid�ere{ le 
arr�e OABC o�u A(2; 0); B(2; 2) et C(0; 2){ Le domaine D du plan limit�e par (Cf) et les droites x = 1; x = 2; y = 0.{ Le domaine D0 du plan limit�e par (Cg) et les droites x = 0; x = 2; y = 2.Alors D et D′ sont sym�etriques don
 ils ont la même mesure d'aire alors :A = aire(OABC) � 2 aire(D) et aire(D) = ∫ 21 f (t)dt (puisque f � 0 sur [1; 2℄)Don
 A = 4� 2 ∫ 21 f (t)dtb) A = 52 (ua)
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i
e 14.On 
onsid�ere la fon
tion f d�e�nie sur [0;+�[ parf : x 7! x3 + x2 et on note (Cf ) sa 
ourberepr�esentative dans le plan rapport�e �a un rep�ereorthonorm�e (O;�!i ;�!j )1/ Montrer que f poss�ede une fon
tion r�e
iproquef−1 d�e�nie et d�erivable sur un intervalle I quel'on pr�e
isera.2/ Etudier la position relative entre (Cf ) et ladroite dont une �equation 
art�esienne y = x.3/ On donne dans la �gure 
i-
ontre les 
ourbes(Cf ) et (Cf−1).Cal
uler en unit�e d'aire l'airedu domaine 
olor�e D
1

1 x

y Cf :y = x3 + x2Cf−1
p22

p22
Exer
i
e 15.On rappel que : 
osx = eix + e−ix2 et sinx = eix � e−ix2iDevelopper 
os3 x et sin3 x puis v�eri�er que :
os3 x = 14 
os 3x+ 34 
osx et sin3 x = 34 sinx� 14 sin 3xCal
uler alors les int�egrales ∫ �0 
os3 xdx et ∫ �0 sin3 xdx

✞ ✝
☎ ✆Solution


os3 x = (eix + e−ix2 )3 = 18e3(ix) + 38eix + 38e−ix + 18e−3(ix)= 14 (e3xi + e−3xi2 )+ 34 (exi + e−xi2 ) = 14 
os 3x+ 34 
osxDe même on trouve sin3 x = 34 sinx� 14 sin 3x
∫ �0 
os3 xdx = ∫ �0 (14 
os 3x+ 34 
osx) dx = [ 112 sin 3x+ 34 sinx]�0 = 0
∫ �0 sin3 xdx = ∫ �0 (34 sinx� 14 sin 3x) dx = [�34 
osx+ 112 
os 3x]�0 = 43
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i
e 16.1/ �A l'aide d'une int�egration par parties 
al
uler les int�egrales : ∫ �0 x 
osxdx et ∫ �0 x sinxdx2/ �A l'aide d'une double int�egration par parties 
al
uler les int�egrales :∫ �0 x2 
osxdx et ∫ �0 x2 sinxdx
✞ ✝

☎ ✆Solution

1/a) On pose { u (x) = x alors u ′(x) = 1v′(x) = 
osx soit v(x) = sinxLes fon
tions u ,v sont d�erivables et u ′,v′ sont 
ontinues sur [0; �℄ alors :
∫ �0 x 
osxdx = [x sinx℄�0 � ∫ �0 sinx dx= � ∫ �0 sinx dx = � [� 
osx℄�0 = �2b) On pose { u (x) = x alors u ′(x) = 1v′(x) = sinx soit v(x) = � 
osxLes fon
tions u ,v sont d�erivables et u ′,v′ sont 
ontinues sur [0; �℄ alors :
∫ �0 x sinxdx = [�x 
osx℄�0 � ∫ �0 (� 
osx) dx= �+ ∫ �0 
osx dx = �+ [sinx℄�0 = �2/ En posant :On pose { u (x) = x2 alors u ′(x) = 2xv′(x) = 
osx soit v(x) = sinxLes fon
tions u ,v sont d�erivables et u ′,v′ sont 
ontinues sur [0; �℄ alors :∫ �0 x2 
osxdx = [x2 sinx]�0 � ∫ �0 2x sinxdx = �2 ∫ �0 x sinx dxL'int�egrale ∫ �0 x sinx dx = � don
 ∫ �0 x2 
osxdx = �2�.
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i
e 17.On 
onsid�ere les int�egrales I = ∫ 10 dtt2 + t+ 1 et J = ∫ 10 tt2 + t+ 1dt1/ Soit f la fon
tion d�e�nie sur [0; 1℄ par : f : t 7! 1t2 + t+ 1(a) Montrer que f est d�e
roissante sur [0; 1℄.(b) Tra
er (C) la 
ourbe repr�esentative de f .(
) Interpr�eter graphiquement l'int�egrale I.(d) En utilisant la m�ethode des re
tangles et en partageant l'intervalle [0; 1℄ en 
inq inter-valles de même amplitude donner un en
adrement de l'int�egrale I.2/ Soit g la fon
tion d�e�nie sur [0; 1℄ par : g : t 7! tt2 + t+ 1(a) Montrer que g est d�e
roissante sur [0; 1℄.(b) Tra
er (C') la 
ourbe repr�esentative de g.(
) Interpr�eter graphiquement l'int�egrale J.(d) En utilisant la m�ethode des re
tangles et en partageant l'intervalle [0; 1℄ en 
inq inter-valles de même amplitude donner un en
adrement de l'int�egrale J.

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) f est d�erivable sur [0; 1℄ etpour tout t de [0; 1℄, on a :f ′(t) = � 2t+ 1
(t2 + t+ 1)2Pour tout t de [0; 1℄, on a :f ′(t) < 0 alors f est d�e
roissantesur [0; 1℄b) Voir �gure
) En unit�e d'aire I 
'est la me-sure d'aire de la partie du pland�elimit�ee par la 
ourbe (C) et lesdroite d'�equations x = 0,x = 1 ety = 0.On a :

1
1 x

y 1
1 x

y
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✞ ✝
☎ ✆Solution

0 � x � 0:20:2 � x � 0:40:4 � x � 0:60:6 � x � 0:80:8 � x � 1 ) f (0:2) � f (x) � f (0)f (0:4) � f (x) � f (0:2)f (0:6) � f (x) � f (0:4)f (0:8) � f (x) � f (0:6)f (1) � f (x) � f (0:8) )15 (f (0:2) + f (0:4) + f (0:6) + f (0:8) + f (1)) � I � 15 (f (0) + f (0:2) + f (0:4) + f (0:6) + f (0:8)))0:5 � I � 0:62/a) g est d�erivable sur [0; 1℄ et pour tout t de [0; 1℄, on a : g′(t) = 1� t2
(t2 + t+ 1)2Pour tout t de [0; 1℄, on a : f ′(t) � 0 alors f est 
roissante sur [0; 1℄b) Voir �gure
) En unit�e d'aire J 
'est la mesure d'aire de la partie du plan d�elimit�ee par la 
ourbe (C')et les droite d'�equations x = 0,x = 1 et y = 0.On a : 0 � x � 0:20:2 � x � 0:40:4 � x � 0:60:6 � x � 0:80:8 � x � 1 ) g(0) � g (x) � g(0:2)g (0:2) � g (x) � g(0:4)g (0:4) � g (x) � g(0:6)g (0:6) � g (x) � g(0:8)g(0:8) � g (x) � g(1) )15 (g(0) + g(0:2) + g(0:4) + g(0:6) + g(0:8)) � J � 15 (g(0:2) + g(0:4) + g(0:6) + g(0:8) + g(1)))0:21 � J � 0:27Exer
i
e 18.Pour tout entier naturel non nul n , on pose : Un = ∫ 10 tnt2 + t + 1dt.1/ a) Montrer que pour tout n � 1, Un � 0.b) Montrer que la suite (Un ) est d�e
roissante.
) D�eduire que (Un ) est 
onvergente.2/ a) n �etant un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 1 et t �etant un r�eel de [0; 1℄, montrer que :tnt2 + t + 1 � tnb) D�eduire que pour tout n � 1, Un � 1n + 1 .
) Cal
uler alors limn→+�Un .

CHAPITRE 1. INTÉGRALES 36
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✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) Pour tout n � 1,la fon
tion f : t 7! tnt2 + t + 1 est 
ontinue et positive sur l'intervalle[0; 1℄ alors ∫ 10 f (t)dt � 0. Don
 pour tout n � 1, Un � 0.b) Soit n � 1, n entier, alors :Un+1 � Un = ∫ 10 tn+1t2 + t + 1dt� ∫ 10 tnt2 + t + 1dt= ∫ 10 ( tn+1t2 + t + 1 � tnt2 + t + 1) dt= ∫ 10 ( tnt2 + t + 1(t� 1)) dtOr t 2 [0; 1℄ don
 tnt2 + t + 1 � 0 et t� 1 � 0 par suite tnt2 + t + 1(t� 1) � 0 don
 :
∫ 10 ( tnt2 + t + 1(t� 1)) dt � 0Un+1 � Un � 0La suite (Un ) est don
 d�e
roissante.
) (Un ) est d�e
roissante et minor�ee (par z�ero) alors elle est 
onvergente.2/a) Soit n 2 N∗ et soit t 2 [0; 1℄ alors :t2+t � 0) t2+t+1 � 1) 1t2 + t + 1 � 1 et 
omme tn � 0 alors 0 � tnt2 + t + 1 � tnb) Nous avons, pour tout t 2 [0; 1℄ ; 0 � tnt2 + t + 1 � tn(les fon
tions t 7! tnt2 + t + 1 et t 7! tn sont 
ontinues sur [0; 1℄) alors0 � ∫ 10 tnt2 + t + 1dt � ∫ 10 tn dtPar ailleurs ∫ 10 tndt = [ tn+1n + 1]t=1t=0 = 1n + 1 don
 : 0 � Un � 1n + 1
) Pour tout n 2 N∗, on a 0 � Un � 1n + 1 et limn→+� 1n + 1 = 0 don
 limn→+�Un = 0.
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i
e 19.Pour tout entier naturel n , on pose : Un = ∫ 10 t2n+1
(t2 + 1)3dt.1/a) Cal
uler U0.b) Cal
uler U0 + U1 puis d�eduire la valeur de U1.2/a) Montrer que (Un ) est d�e
roissanteb) Montrer que (Un ) est 
onvergente.3/ a) Montrer que pour tout naturel n , Un � 12n + 2 .b) Cal
uler limn→+�Un .

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/ a) U0 = ∫ 10 t
(t2 + 1)3dt = 12 ∫ 10 (t2 + 1)′

(t2 + 1)3 dt= 12 [� 12 (t2 + 1)2]10 = 316b) U0 + U1 = ∫ 10 t
(t2 + 1)3dt+ ∫ 10 t3

(t2 + 1)3dt = ∫ 10 t+ t3
(t2 + 1)3dt= ∫ 10 t (1 + t2)

(t2 + 1)3 dt = ∫ 10 t
(t2 + 1)2dt= 12 ∫ 10 (t2 + 1)′

(t2 + 1)2 dt = 12 [� 1t2 + 1]10 = 14





U0 + U1 = 14U0 = 316 ) U1 = 1162/ a) Soit n un entier naturel alors :Un+1 � Un = ∫ 10 t2n+3
(t2 + 1)3dt� ∫ 10 t2n+1

(t2 + 1)3dt= ∫ 10 ( t2n+3
(t2 + 1)3 � t2n+1

(t2 + 1)3) dt = ∫ 10 ( t2n+1
(t2 + 1)3 (t2 � 1)) dtPour tout t 2 [0; 1℄, on a : t2n+1

(t2 + 1)3 � 0 et t2� 1 � 0 d'o�u t2n+1
(t2 + 1)3 (t2� 1) � 0 don
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✞ ✝
☎ ✆Solution

(L'int�egrale d'une fon
tion 
ontinue et n�egative sur un intervalle est un r�eel n�egatif)Un+1 � Un � 0.La suite (Un ) est don
 d�e
roissante.b) Pour tout naturel n et pour tout r�eel t de l'intervalle [0; 1℄, t2n+1
(t2 + 1)3 � 0 don


∫ 10 t2n+1
(t2 + 1)3dt � 0 don
 la suite (Un ) est minor�ee et 
omme elle est d�e
roissante alors elleest 
onvergente.3/ a) Pour tout naturel n et pour tout r�eel t de l'intervalle [0; 1℄, on a : :t2 + 1 � 1) (t2 + 1)3 � 1) 0 < 1

(t2 + 1)3 � 1 et 
omme t2n+1 � 0 alors :0 < t2n+1
(t2 + 1)3 � t2n+1 d'o�u 0 < Un � ∫ 10 t2n+1dt et
∫ 10 t2n+1dt = [ t2n+22n + 2]t=1t=0 = 12n + 2 .b) Pour tout entier n � 0, on a :0 < Un � 12n + 2 et limn→+� 12n + 2 = 0 alors limn→+�Un = 0.Exer
i
e 20.Pour tout entier naturel n , on pose : Un = ∫ �40 tan2n tdt.1/a) Cal
uler U0.b) Cal
uler U0 + U1 puis d�eduire la valeur de U1.2/a) Montrer que (Un ) est d�e
roissanteb) Montrer que (Un ) est 
onvergente.3/ a) Montrer que pour tout naturel n , Un+1 + Un = 12n + 1 .b) Cal
uler limn→+�Un .

✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) U0 = ∫ �40 tan0 tdt = ∫ �40 dt = �4 .b)U0 + U1 = ∫ �40 dt + ∫ �40 tan2 tdt = ∫ �40 (1 + tan2 t) dt = ∫ �40 (tan t)′ dt = tan �4 �tan 0 = 1
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✞ ✝
☎ ✆Solution

U0 + U1 = 1 et U0 = �4 don
 U1 = 1� �4 .2/a) Soit n un entier naturel alors :Un+1 � Un = ∫ �40 tan2n+2 tdt� ∫ �40 tan2n tdt = ∫ �40 (tan2n+2 t� tan2n t) dt= ∫ �40 tan2n t (tan2 t� 1) dtor t 2 [0; �4 ] alors 0 � tan t � 1 d'o�u tan2 t� 1 � 0 et tan2n t � 0.d'o�u tan2n t (tan2 t� 1) � 0 et par suite ∫ �40 tan2n t (tan2 t� 1) dt � 0 don
 (Un ) estd�e
roissante.Pour tout naturel n et pour tout r�eel t 2 [0; �4 ],on a : tan2n t � 0 don
 Un � 0 don
(Un ) est minor�ee don
 elle est 
onvergente (puisque elle est d�e
roissante)3/a) Pour tout entier naturel n on a :Un+1 + Un = ∫ �40 tan2n+2 tdt + ∫ �40 tan2n tdt = ∫ �40 (1 + tan2 t) tan2n tdt= ∫ �40 (tan t)′ tan2n tdt = [ tan2n+1 t2n + 1 ]t=�4t=0 = 12n + 1b) On sait que (Un ) est 
onvergente, soit ` sa limite alors (Un+1) 
onverge aussi vers `et d'apr�es la relation pr�e
�edente on en d�eduit que 2` = 0 don
 ` = 0.Exer
i
e 21.On 
onsid�ere la fon
tion F d�e�nie sur l'intervalle [0;+�[ par : F (x) = ∫ x0 √1 + t+ t2dtOn note par (C) la 
ourbe repr�esentative de F dans un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j )1/ Montrer que F est d�erivable sur [0;+�[ puis 
al
uler F ′(x) pour tout x � 0.2/ (a) Montrer que pour tout r�eel t � 0, p1 + t+ t2 > t(b) D�eduire que pour tout r�eel x � 0, F (x) � x22 . Quelle est la nature de la bran
hein�nie de (C) en +�.3/ (a) Montrer que pour tout r�eel t � 0, p1 + t+ t2 > 1(b) D�eduire que pour tout r�eel x � 0, F (x) � x.(
) Pr�e
iser la position de (C) par rapport �a sa demi-tangente au point d'abs
isse nulle.4/ Tra
er (C).on donne F (0:5) ' 0:57, F (1) ' 1: 33, F (2) ' 3: 5.
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i
e 22.On 
onsid�ere la fon
tion F d�e�nie sur R par : F (x) = ∫ x0 dt4 + t2 .On note par (C) la 
ourbe repr�esentative de F dans un rep�ere orthonorm�e (O;�!i ;�!j )1/ Montrer que F est d�erivable sur R puis 
al
uler F ′(x) pour tout r�eel x.2/ Montrer que F est impaire.3/ (a) Montrer que pour tout r�eel t � 1, 14 + t2 � 1t2 .(b) En remarquand que F (t) = F (1) + ∫ x1 dt4 + t2 montrer que :Pour tout r�eel t � 1, F (t) � F (1) + ∫ x1 dtt2(
) Montrer que F est major�ee sur [0;+�[ puis qu'elle poss�ede une limite �nie ` en +�.4/ On admettra que ` = �4 .5/ (a) Donner le tableau de variation de F .(b) E
rire une �equartion 
art�esienne de la tangente T �a (C) au point 0.6/ En utilisant la m�ethode des re
tangles et en partagant l'intervalle d'int�egration en 4 intervallesde même longueurs donner un en
adrement de 
ha
une des int�egrales :A = ∫ 10 dtt2 + 4 , B = ∫ 20 dtt2 + 47/ Tra
er T et (C).Exer
i
e 23.Pour tout r�eel de l'intervalle I = ]��2 ; �2 [, on pose : F (x) = ∫ 1+tan x0 dtt2 � 2t+ 2 .1/ (a) Montrer que F est d�erivable sur I.(On pourra �e
rire F �a l'aide d'une primitive de la fon
tion f : t 7! 1t2 � 2t+ 2)(b) Cal
uler F (��4 ) et F ′(x) pour tout r�eel x de I.(
) D�eduire l'expression de F (x) pour tout r�eel x de I.2/ Cal
uler les int�egrales :A = ∫ 10 dtt2 � 2t+ 2 , B = ∫ 20 dtt2 � 2t+ 2
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✞ ✝
☎ ✆Solution

1/a) La fon
tion f : t 7! 1t2 � 2t+ 2 est 
ontinue sur R alors elle poss�ede une seuleprimitive G sur R qui s'annule en 0.Alors pour tout r�eel x de I,on a :F (x) = ∫ 1+tan x0 dtt2 � 2t+ 2 = [G(t)]1+tan x0 = G (1 + tanx)F est alors la 
ompos�ee de G et u : x 7! 1 + tanx.





u est d�erivable sur IPour tout x de I, u (x) 2 RG est d�erivable sur R alors F = G Æ u est d�erivable sur I.b) F (��4 ) = G (1 + tan(��4 )) = G(1� 1) = G(0) = 0Pour tout r�eel x de I,F ′(x) = (1 + tanx)′ � G′(x) = (1 + tan2 x)� f (1 + tanx)= (1 + tan2 x)� 1(1 + tanx)2 � 2(1 + tanx) + 2= 1
) F ′(x) = 1 sur I alors F (x) = x+ K sur I et 
omme F (��4 ) = 0 alors ��4 + K = 0don
 K = �4 . Pour tout r�eel x de I, on a : F (x) = x+ �42/ A = ∫ 10 dtt2 � 2t+ 2 = ∫ 1+tan 00 dtt2 � 2t+ 2 = F (0)= �4B = ∫ 20 dtt2 � 2t+ 2 = ∫ 1+tan �40 dtt2 � 2t+ 2 = F (�4 ) = �4 + �4= �2
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