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Intégrales

1.1 Primitives

1.1.1 Primitive de / sur un intervalle /

Activité 1.1.1.
o s . s \ . ,
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; (', j ), soit € la courbe représentative de la

1
fonction / définie sur I'intervalle ]0, +0o[ par : f(z) = =
z
Pour tout réel t > 0, on désigne par S(t) I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe €,
I’axe des abscisses et les droites d’équations z =1 et z =t
1/ Soit A un réel tel que 0 < h < 1 et soit a un réel ¥
tel que a > 1

(a) Déterminer un domaine A dont |aire est
S(a+ h)— S(a)

(b) En encadrant ce domaine par deux rectangles,
justifier que :
h
< S(a+h)—S(a) < -
<S(at k)~ S < -

2/ Par un procédé analogue, déterminer un encadre-
S(a+h)—S(h)
h
3/ Démontrer que la fonction S est dérivable en a et

préciser le nombre dérivé S'(a).

ment de lorsque —1 < A <0

Définition 1.

Soit / et F deux fonctions définies sur un intervalle /. On dit que F est une primitive de / sur /
si F est dérivable sur / et a pour dérivée la fonction /.
Pour tout réel = de /, F'(z) = j(z).




CHAPITRE 1. INTEGRALES

Appliquer 1.1.2.

1/ La fonction F : z +— 25 + 3 est une primitive sur R de la fonction Jizw 32

I En effet : F est dérivable sur R et pour tout réel z, on a : F'(z) = J(z).
1

1
2/ La fonction G : 2+ — — 1 est une primitive sur ]0, 400 de la fonction g =+ ——.
T

En effet : G est dérivable sur ]0,400[ et pour fout réel z > 0, on a : G/(z) £

=

1.1.2 Existence de primitives
Activite 1.1.3.

0 st 0<z<1

Soit / la fonction définie sur Iintervalle [0,2] par : £ z +—
1 80 1<z<?2

On suppose que / admet une primitive F sur [0,2] et on pose a = F(0).
1/ Démontrer que :
si 0<z<1 dlars F(z)=a
si 1<z<2 dlars Flz)=z+a—"1

2/ (a) Etudier la dérivabilité de £ en 1.
(b) Conclure.

Activité 1.1.4.

1
Soit £ la fonction définie sur R par : £(0) = 0 et /(z) = 2% sin <E) si ¢ # 0.
1/ a) Démontrer que , pour tout réel z # 0, V(—m)‘ <|z| .
T

b) En déduire que / est dérivable en 0.

2/ Déterminer la dérivée de la fonction /.

1
3/ a) Démontrer que, pour tout entier m > 0, // (—) —1.
n

b) En déduire que la fonction /’ n’est pas continue en 0 mais admet néamoins une primitive
sur R.

Théoreme 1.1.5 (Admis).

Si / est continue sur un intervalle /, alors / admet des primitives sur /.

Lopeip |
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Remarque 1.

Ce théoréme donne une condition suffisante pour justifier I’existence des primitives d’une fonc-
tion,mais cette condition n’est pas necessaire. Certaines fonction discontinues peuvent admettre des
primitives,mais d’autre n’en admettent pas.

1.1.3 Famille des primitives d’une fontion
Activité 1.1.6.

Soit F une primitive de / sur un infervalle /.
Soit G la fonction définie sur / par : G : z +— F(z)+ K ol K est une constante réelle donnée.
Montrer que G est une primitive de / sur /.

Théoréme 1.1.7.

Soit £ une primitive de / sur un intervalle /. Toute primitive de / sur / est de la forme :
z+— F(z)+ K ol K est une constante réelle.
g
Remarque 2.
0
— On dit parfois que deux primitives d’une méme fonction
différent d’une constante.
— Interprétation graphique Toutes les courbes s
déduisent de (Cg) par les translations du vecteur K}

(K réel)

Théoréme 1.1.8.

Soit £ une fonction admettant des primitives sur un intervalle /.
Etant donné un réel zg de / et un réel quelconque yg, il existe une unique primitive £ de / sur /

telle que : F(zg) = yg.

Puisgue £ posséde une primitive G sur / alors, les fonctions F : z — G(z)+ K (K
péel ) sontffoutes les primitives de / sur /.
g condition F(a:g) yg impose : K = —G(zg) + yg.

Preuve ‘ Lle resultat énoncé en découle.

Lopeip
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1.1.4 Tableaux de primitives

Fonctions usuelles

fonction primitives commentaires
z—aac R z—ar+ K sur IR

=
z—z" neN xl—)?nT—l—K sur R

z— 2", mneZ_\{-1} :CH%—I—K sur R
1
xHﬁ = 2/z+ K sur ]0, +0o[

z +— cos(az + b) z +— —asin(az + b) sur R

z + sin(az + b) T+ acos(az + b) sur R

1 sur tout imternalle de o farme

Tz tana
cos? ]_%‘H‘V’%‘Hﬂr[

z =

Opérations

| fonction | primitives | commentaires

au’,aréeé au
7 7
u +u u-+u

N

Vu
u
u/un,'nEZ—{—ﬂ sur tout internalle ol u # 0 sim < 0.

U,, X (’lﬂl o U)
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1.2 Intégrales

1.2.1 Aire et intégrale d’une fonction positive
Définition 1.

Le plan est rapporté a un repere or’rhogonclgO [, j |, on définit

les points /, J et K par : O/ OJ = j et O/KJ rectangle.
L aire du rectangle O/KJ définit olors I'unité d aire (u.a).

Définition 2.

Soit / une fonction continue et positive sur un infer-
valle [a b] et (C) sa courbe représentative dans le repére

(O [ _>) L’intégrale de aa b de / est le réel noté

b
J(t)dt, est égal a I'aire, exprimée en unité d’aire, du

a
domaine D limité par (C), I’axe des abscisses et les droites
d’équations z = a et z = b.

a et b sont les barmes de I'intégrale et = est une variable muette : n’infervient pas dans le
résultat.

Remarque 3.
Nous admettons que : L’aire de D s’obtient comme limite de sommes d’aires de rectangles de largeurs
infinitésimale

b
/ J(t)dt se lit aussi “ somme de a a b de f(z)dz”
a

Lopeip |
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1.2.2 Intégrale d’une fonction négative
Définition
Définition 1.

Soit / une fonction continue et négative sur I'intervalle [a; b].

b
On définit I'intégrale de a & b de / par :/ J(t)dt = —o/ ol  est I'aire du domaine D délimité

a
par la courbe représentative de /, I'axe des abscisses et les droites d’équations z = a et z = b.

Calcul d’intégrale d’une fonction en calculant des aires

Appliquer 1.2.1.

On considere la fonction £, définie et continue sur I'infer-
valle [—2,2], dont la courbe est représentée ci-contre.

2
Colculerl’infégrcle/ J(t)dt.
—2

Soit D le domaine du plan limité par la courbe (C) de / et la droite des abscisses
et les droites d’équations z = —2 et £ = 2. L’aire en ua du domaine D est somme
des aires respectives A et A’ du trapéze OABD et du quart du disque OKA.

B 0 _2X('l—|—2)_ ;L 2 _1 9 B
A—/_Z/(t)dt—f—Se‘rA—/O/(t)dt—lx2 Vg

2
alors / J)dt =3+

Appliquer 1.2.2.

On considere la fonction /, définie sur R, par :
gz z—1

1 3
Calculer les intégrales aq = / g(t)dt et ag = / g(t)dt.
0 1

Interpréter la somme a4 + a

La fonction g est continue et négative sur [0, 1], I'aire A4 du domaine D1 est celle
du triangle OAB, d’ou :
1
o =-A1 =

La fonction g est continue et positive sur [1,

du friangle AKM, d’ou :

La somme a1 + ap en (u.a) I'aire du domaine du plan limité par la courbe de g ,la

droite des abscisses et les droites d’équations z = 0 et z = 3.

Lopeip |
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1.2.3 Valeur moyenne
Définition 1.

Soit / une fonction continue et positive sur un infervalle [a; b]
(avec a < b). La valeur moyenne de / sur [a; b] est le réel

= 1a/b/m
—a// (z)dz & Jx (b—a) //

Commentaire 1.2.3.
La valeur moyenne de / sur [a; b] est donc le réel /, tel que le rectangle de dimention / et b — a
soit de méme aire que le domaine délimité par la courbe représentative de /, I’axe des abscisses et
les droites d’équations z = a et z = b.

Appliquer 1.2.4.

Soit { I'intensité d’un courant éléctrique pendant la durée dt, la quantité d’éléctricité transportée
par le courant est : dg = idt

On suppose que [ : t ~— ((t) est une fonction continue sur I'intervalle [tg,t1], la quantité
d’éléctricité transportée par le courant dans I'intervalle [tg,t4] est

t4
s()=] i
0
Calculons par exemple, la quantité d’éléctricité transportée par le courant, pendant une alternance

c’est-a-dire pendant une demi-période, sachant que : i(t) = /,sin (wt).

T
Si on désigne par T la période de ¢ e courant alternatif, 7 = — (si w > 0) et on a :

w
T

Im j / T
/ t)dt = / Imsin(wt) dt = ——coswt
0 w

On note /, I'intensité efficace d’un courant continue qui, dans la méme résistance, pendant la
meme durée T ona:
/ est la moyenne de la fonction ¢ i2 ) sur intervalle [0 [ , T], soit :

12 = T/ dt—%

Lopeip
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1.2.4 Intégrale et primitive

Définition 1.

Soit / une fonction continue sur un intervalle /, soit a, b deux réels de /.
On définit I'intégrale de a & b de / par :

b
[ #eE=Fo) - Fla)

a
ou £ est une primitive quelconque de / sur /.

Notation : On note F(b) — F(a) = [F(t)}g ,selit “ F(t)entreaet b”

Remarque 4.

La différence F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive de / chaisie.
Appliquer 1.2.5.

1/ a,b sont deux réels alors :

b b b
/a d:r::/a 1a’:c:{:r]a:b—a

2/ X est une constante réelle, a, b sont deux réels alors :

/bm: [Az]::/lx(b—a)

b
{Si A ne dépend pas de z, / Adz = A(b— ﬂ
a

3/ Si / est une fonction dérivable sur un intervalle / felle que // soit continue sur /, alors pour
tous réels a,b € /,on a :

b
NG ORC)

Appliquer 1.2.6.

3
z
est continue sur R, I'une de ses primitives est F @ = — =

d'od /j/(t)dt — F2) - F(-1) =3

— La fonction / : z — z?

— La fonction g : = — — est continue sur ]0, +0o[, I'une de ses primitives est G : > ——
T T

o Lo

Lopeip |
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Théoréeme 1.2.7.

Soit £ une fonction continue sur un intervalle /, soit @ un réel de /.

La fonction F définie sur / par F(z / J(t)dt, est la primitive de / sur / qui s’annule en
a.

/ est continue sur /, alors elle posséde une primitive G sur /, alors :

Pour touf réel z de /, ona: :1::// ()t = G(z) — G(a)
a
Comme F(a) = 0 et F'(z) = f(z) dlors F est la primitive de / sur / qui s’annule

Preuve | en a.

1.2.5 Propriétés de I’intégrale

Relation de Chasles
Théoréme 1.2.8.

Soit / une fonction continue sur un intervalle /. Pour tous réels a,b et cde /, on a:

[ = [g0a+ [Joa

Soit £ une primitive de / sur /, alops

[ 102+ [ g

Preuve ‘

Corrolaire 1.2.9.

Soit / une fonction continue sur un infervalle /. Pour fous réels a, b de /, on a:

[ e =
[roe=—[ e
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Linéarité
Théoréeme 1.2.10.

J et g sont deux fonctions continues sur un intervalle / et soit A une constante réelle.
Pour tous réels a,bde /, on a :

“5U®+ﬂmd:L3@¢+szﬁ
/abK X J(t)dt = K x /ab/(t)dt

F et G sont deux primitives respectives de / et g sur /, alors,

b
[ v+ aena = [F(t) + 60
- Fla)+ )N(0)

[

/Kxjcﬁ o) o (F(b) - F()

:Kx//
(Preuve) g

Appliquer 1.2.11.

1 1
On consideére les intégrales, A= / zdt et B= /

0 (t+2 0
Calculer A puis 2A 4 B puis déduire B.

(t+2)°

1T 1

:/ ydt = | - 2
0 (t+2) 2(t+2) ],

_ 5

72

T 1 (R T 24t
M+B:g/———3d+/ 3#:/ at
0 (t+2) 0 (t+2) 0 (t+2)
bl
Do +2? L t+2p 6
1
déduit que B = —
On en déduit que %
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Appliquer 1.2.12.
ei:t: _l_e—L':r
1/ En remarquant que cos z = — montrer que :
3 1 3

cosS x = EcosSa:—l—Ecos:r

-
2/ Caleuler alors |’in’régrole/ cos® zdr
0

1.2.6 Intégrale et ordre
Positivité
Théoréme 1.2.13.
Soit / une fonction continue sur [a; b]. Si / est positive sur [a; b] alors :

/b/(:r)da: >0

a
Dans le cas ol a < b, et si / ne s’annule qu’en un nombre fini de réels de [a; b], alors :

Lﬂ@wz>o

Soit F une primitive de / surda; bl
Si / est positive sur [a; b] dlers F est croissante sur [a; b] d’ou
B — F(a) >0
b
donc : / J(z)dz 0.

a
Si de plus / netglapnule qu'en un nombre fini de réels de [a;b], alors F est

b
strictement cpoissante sur?[a; b] d’ot F(b) — F(a) > 0 donc : / J(z)dz > 0.
a

Preuve |

Conservation de Pordre
Corrolaire 1.2.14.

Soit / et g deux fonctions continues sur I'infervalle [a; b].

b b
Si pour tout réel z de [a; b], g(z) < f(z) alors /a g(z)dz < /a J(z)dz

b
Onag</sur[ab]alors /—g > 0sur [a;b] et par suite / (&) —g(t))t >0

a

b b
donc/ g(:f:)d:cg//(x)dx.
(Preuve] a a
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Théoréeme 1.2.15.

Soit / une fonction continue sur un infervalle [a, b] ( oU a, b sont deux réels fels que a < b)
alors :
b b
[ rod| < [ aoa
a a

Pour fout réel ¢t de [a,b], on a —|f(t)] < f(t) < |f(¢)] et / est continue sur
"intervalle [a, b], en intégrant membre & membre d’ol

_| | /ab/<f>df1 < / " ot

Appliquer 1.2.16.
Pour tout entier naturel m, on pose : Uy, = | ——
o 1+t

Montrer que pour tout » > 0, U, > 0.
Montrer que la suite (U, ) est décroissante.

La fonction t — est confinue et positive sur lintervalle [0;1] alors

14t

1 m+1
/ —dt > 0. Pour tout réel t de [0,1] et pour tout » > 0,
0

14t

14+t 14+t
t'n-|—2 t'n-l—1 tfn.-l—2 o tfn-i—'l t'n+1 (t . 1)

14+t A1+t 1+t 1+¢
€0,1]=t-1<0= = < ,
14t 14t 14¢

d’oD/ —dtg/ —a’tdoncU < U,.

Inégalités de la moyenne
Théoreme 1.2.17.

Soit £ une fonction continue sur un infervalle [a, b] (ol a, b sont deux réels tels que a < b, alors
il existe deux réel m et M tel que :

b
il —a) < / J(E)dt < M(b - a)

J est une fonction confinue sur I'infervalle [a b} ,alors elle est bornée sur cet
intervalle et par la suite il existe deux réels m, M avec

m= inf /()e‘rM— sup ()

M‘ 2€lat] z€[at]

Lopeip |
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CHAPITRE 1. INTEGRALES

olors pour tout réel z de [a,b], m < f(z) < M, en intégrant membre d membre,

M‘ m(b—a) < / St < M(b—a)

Corrolaire 1.2.18.

a, b deux réels tels que a < b. Soit / une fonction continue sur Iintervalle [a, b], alors il existe
au moins un réel zg de [a, b] tel que J(zq) = /.

D’apés le théoréme précédent, il existe deux réels m, M tel que m < / <Y, dlors
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiares,il existe au moins un réelf@g, ded{a, b]

‘ tel que f(zg) /

1.2.7 Intégration par parties
Activite 1.2.19.

A/ Soit £ la fonction définie sur R par : 4(z) = zcosz
1/ (a) Montrer que pour tout réel z, //(z) = —2sinz — f(z)

-
(b) Déduire la valeur de I'intégrale / J(z)dz
0

-
2/ Une deuxiéme méthode pour calculer I'intégrale / J(z)dz
0
(a) Vérifier que pour tout réel z, 4(z) = (zcosz) — (z) cosz

m
(b) Déduire la valeur de I'intégrale / J(z)dz
0

.
B/ Calculer |’in’régrole/ T sin zdr
0

Théoréeme 1.2.20.

. 2 o . / / .
u,u sont deux fonctions dérivables sur un intervalle / telles que u’ et «' sont continues sur /,
alors pour tous réels a,b € /, on a :

Lopeip |
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1.2.8 Calcul de volumes de solides de révolution
Théoréeme 1.2.21.

L’espace est rapporté & un repére orthonormé (O; i,
Soit £ une fonction continue et positive sur l'intervalle [a, b].
Le volume ¥ du solide de révolution engendré par la rotation

de I'arc [AB] définie par les points M(z,y) avec y = f(z)

et a <z < b autour de I'axe (O, (') est égale a :

—

Appliquer 1.2.22.

. s . , - = 7
L ’espace est rapporté @ un repére orthonormé (O; @', j, k).
On note € I'ensemble des points M(z,y) tels que y=z et 0 <z < 2.

Caleuler le volume ¥ du solide S obtenu par la rotation de ¢ autour de I'axe des abscisses.

2

2 ? T
— En unité de volume, on a : ¥ = 7T/ zdr = 77'[—}
vl

1.2.9 Fonctions définies par une intégrale
Théoréme 1.2.23.

Soit / une fonction continue sur un infervalle / et soit @ un réel de /, soit F la fonction définie sur
T
| par : F(z) :/ J(t)dt, alors :

a
e [ est la primitive de £ sur / qui s’annule en a.
o F est une fonction dérivable sur / et pour tout réel z € /, F'(z) = J(=).

/ est continue sur /, alors elle posséde au moins une primitive sur / soit G une

primitive de / sur /. a est un réel donné de /, si pour fout réel z € /, F(z / J(t)dt

alors F(z = G(z) — G(a) donc F(a) = 0 et pour tout réel = € /

(Preuve) |

Lopeip |
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Théoréeme 1.2.24.

J et u sont deux fonctions, / et J sont deux infervalles et a € /, si :
O / est continue sur /,

O u est dérivable sur J,

O siz € Jdlors u(z) € J,

u(z)
Alors la fonction G définie sur J par G(z) = / J(t)dt est dérivable sur J et pour tout réel
a

reJ,G(z)=d(z) x /(u(x))
Appliquer 1.2.25.

, T T tanz 4t
Pour tout réel z E] 7y [ on pose : F(z) = /0 1+—t2

m T

2°2
2/ Déduire I'expression de F(z) a 'aide de z.

1/ Montrer que F est dérivable sur} - [ puis caleuler F/(z).

3/ Caleuler () puis déduire la valeur de I'intégral ‘o
aiculer — uls aeauire 1a vaieur ae | InTegrale . .Y
§/ P Al .

1
1/ On note /:] —g,%[e‘r/(t): T et u(z) = tanz, alors :

0 / est continue sur R,
0 u est dérivable sur /,

0 Pour tout z € / alors u(z) € R,
Alors F est dérivable sur / et pour tout réel z € /, on a:

Fl(z) = (’ron :c)l x J(tanz) = (1 +ton? z) X

tan0 4
2/ - Ona F(0) = =
-0 k@)= [

~ F(0) = 0 et pour tout € /, F'(z) = 1 dlors pour tout réel z € /, F(z) = =

1
1 +1tan? z B

3/ ona: F(%) = T et dautre part :

I
Tcm—
/o 1+t2 /
-
Ty

Lopeip |
CHAPITRE 1. INTE(:S % !




CHAPITRE 1. INTEGRALES

Activité 1.2.26.

Soit / un intervalle centré en 0 (de la forme [—a, @] ol a > 0)
T

Soit / une fonction continue sur / et on pose F(z) :/ J(t)dt
1

1/ Montrer que si / est paire alors F est impaire.
2/ Montrer que si / est impaire alors F est paire.

3/ On suppose que / = IR, montrer que
si / est périodique de péride T alors F est périodique de péride 7.

1/ si / est paire alors pour tout réel z € /, §(z) — J(—z) = 0, pour montrer que F
est impaire, il suffit de montrer que pour tout réel z € /, F(z) + F(—z) = 0.

On considére la fonction G définie sur / par : G(z) = F(z) + F(—=z).

G est dérivable sur / et pour tout = € /,

G'(z) = F/(z) - F'(~2) = J(z) — f(—z) = 0 dlors pour fout réel = € /,
G'(z)=0.

D’autre part G(0) = £(0) + F(0) = 0 donc pour tout réel z € /, G(z) =0
si / est impaire alors pour tout réel z € /, J(z) + f(—z) = 0, pour montrer que
F est paire, il suffit de montrer que pour tout réel z € /, F(z) — F(—z) = 0.

On considére la fonction H définie sur / par : H(z) = F(z) — F(—z).

H est dérivable sur / et pour tout z € /,

H(z) = F(z) + F/(=z) = f(z) + J(—z) = 0 dlors pour tout réel z € /,
H(z)=0.

D’autre part H(0) = F(0) — F(0) = 0 donc pour tout réel z € /, H(z) =0
si / est périodique de période T, alors pour tout réel z, J(z+ T) — J(z) = 0.
Pour montrer que F est périodique de période 7, il suffit de montrer que pour

tout réel z, F(e+T)— F(z)=0...
e

Théoréme 1.2.27.

| étant un intervalle centré en 0, a € / et / est une fonction continue sur / alors :

a
1/ Si J est paire alors | f(t)dt =0
—a

2/ Si J est impaire alors _aa/(t)dt = 2/0a/(t)a’t

3/ Dans le cas ol / = R et si / est périodique de période T, alors :

Lopeip |
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1.3  Exercices corrigés

Exercice | 1.

F étant une primitive de la fonction /(supposée dérivable sur son domaine). La courbe I représente

la fonction F.
Parmi les courbes (C1),(C2), (C3) indiquer celle qui est susceptible de représenter la fonction /.

représente |a fonction /. y
\

\ cs
SAVAVS
VARV

D’apreés le graphique F est croissante sur I'intervalle ou elle est définie et comme elle est
dérivable alors sa dérivée est positive sur cet infervalle, alors (C3) est la courbe qui représente

/]
Exercice | 2.

Soit / un intervalle ouvert centré en 0 et soit / une fonction définie sur / et soit £ une primitive
de / sur /.

1/ On suppose que F(0) = 0. Montrer que :
— Si / est paire alors F est impaire.
— Si / est impaire alors F est paire.

2/ On suppose que F(0) # 0.

Les propositions a) et b) sont-elles vraie ?

Solution

1/
a) L'intervalle / est ouvert et centré en Q alors : (z € | = —z € /)

Pour fout réel z de /,on pose G(z) = F(z) + F(—z)

G est dérivable sur / comme étant la somme et composée des fonctions dérivables sur /.
Pour tout réel z de /, on a :

G'(z) = F'(z) + (—2) F'(~2) or F/ =/ clors

Solution

Lopeip |
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Solution

G'(z) = §(z) — J(—z) et comme / est paire dlors f(z) — J(—z) = 0 d’ot G'(z) = 0.

Pour tout réel z de /, G/(:c) =0 et G(0) = 0 alors pour tout réel z de /, G(z) = 0 donc
G est impaire.

b) Pour tout réel z de /,on pose H(z) = F(z) — F(—2z)

H est dérivable sur / et pour tout réel z de /, on a :

H'(z) = H'(z) - (=) H'(=z) or F' =/ dlors

H'(z) = J(z) + J(—z) et comme / est impaire dlors f(x) + f(—z) = 0 d’ot H'(z) = 0.

Pour tout réel z de /, H'(z) = 0 et H(0) = 0 alors pour tout réel z de /, H(z) = 0 donc
H est paire.

2/

— La proposition a) est fausse lorsque F(0) # 0, en effet :

Sionprend/: z 2 alors / est paire et soit F : 2 — 33:3 + 1, F est une primitive de

J sur R telle que F(0) # 0 alors F n’est pas impaire
— La proposition b) est fausse lorsque F(0) # 0, en effet :

Sion prend £ : z + z alors / est impaire et soit £ z — 5:1:2 +1, F est une primitive
de / sur R telle que F(0) # 0 alors £ n’est pas paire.

Exercice | 3.

Déterminer la primitive # de / sur l'intervalle / vérifiant la condition indiquée.

1
a)f:zm3z—1+—,/=]0,+oof et F(2) = -1.
&

b)/:z»—)(m2+1)2,/:[Re’r F(0) = 0.
1
N/
d)/:z»—)fonzz,/:]—g,g[ef F(0)=1.
e)/:z»—)sin(?z—%),/:ﬂ?e’r F(0)=0.

)/ zr | =]—00,4[ et F(0) =0.

Lopeip |
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a) En utilisant les formules suivantes

Jomction primitines cammentaires
I,a+'|

z—z% |z +1—|—K a €7 — {1}, K est une constante.
o

z—ar+ K a, K samt des canstamtes

]
z— —+ K K est ume comstante.
T

au a, K sant des canstamtes

3 1
Une primitive F de / sur [ estalors : F @z Exz -z—-—+K.
T
FO)=—1 = L4 = —1 5 K= —2 done F:zes o? Y
(2)=— =g tH=—15H=—7drc Fiom ot -z~
b) Dans ce cas on doit développer I'expression de /(z), soit : (z) = 2t + 222 4+ 1.

Une primitive F de / sur [ estalors : F @ 2+ gxs + g:cz’ +z+k.

1. 2,
F(0)=0= k=0donc F:xl—>gx t327 e

c) On pourra utiliser la formule :

primitines
2Ju+K

au+ K

1
Pour tout z de /, f(z) T Ji—s
Une primitive F de / sur / estdlors : F 2= —2¢/b—z+ K.
FO)=0=-4+K=0=>HK=bdonc F .z -2y/b—az+4k
d) Pour tout & de 1, f(z) = tan’ z = (1 4+ fan® z) — 1 = (tanz)' — 1 alors :
une primitive F de / sur / est alors : F : 2+ tanz — z + K et comme F(0) = 1 dlors
K=1donc F:z—tanz—z+1.

Exercice | 4.

Répondre par VRAI ou FAUX & chaque proposition et justifier la réponse.

Soit / une fonction continue sur un infervalle / et F est une primitive quelconque de / sur /.
1/ Si / est positive sur / alors F est croissante sur /

2/ si J est décroissante sur /, alors F est décroissante sur /.

3/ Si pour tout réel = de /, f(z) > 1, dlors , pour fout réel z de /, F(z) > z.

Solution
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1/ Vrai. F' = et J>0sur / alors F/ >0 sur / donc F est croissante

2/ Faux. La fonction / : z — est décroissante sur infervalle / = 10; 4+-00] alors que
z

sa primitive F :  — —— est croissante sur /
z

3/ Faux. Soit / = [1,+00] et/ 2+ 22 . ona : J(z) > 1 pour tout réel = de /.
3

Solution

F .z 5 est une primitive de / sur /, et I'inégalité F(z) > z est fausse sur /.

Exercice | 5.

La courbe (Cr) donnée ci-contre représente
une primitive d’une fonction £ continue sur I’in-
tervalle [—1; 3]

1/ Calculer les intégrales suivantes :

A:/j/(t)dte’rB:/j/(t)dt

2/ On note (C!) la courbe représentative

de / dans le plan rapporté @ un repere
orthonormé d’orgine O. Calculer I'aire
A du domaine du plan limité par la

@) 2o e e e e

courbe (C/) et les droites d’équations

=—-1,z=0ety=0.

Solution
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Exercice | 6.

La courbe représentative (C/> donnée ci-contre

représente une fonction continue £ sur son domaine
de définition.

D étant le domaine du plan limité par C; et les
droites d’équations £ = =2,z = 1 et y = 0 et on
note A I’aire en unité d’aire du domaine D.

Montrer que 1 < A4 < &4

1
1

Soit A(—2,0) et B(0,2) et soit D1 le domaine limité par (C;) et les droites z = =2, = 0
et y =0 dlors aire(Dq) < aire(OAB) donc
0<aire(Dy)<2. (1)

Soit C(1,0) et K(1,2) et soit Dy le domaine limité par (C/) et les droites z = 0,z = 1
et y = 0 alors cire(OCB) < aire(Dy) < aire(OCK B) donc
1 <are(Dy) <2. (2)

Or D =Dy UDy et (D1NDy = &) dlors A = aire(D1) + aire(Dy)
De (1) et (2) on peut conclure que : 1 < A <4

Exercice | 7.

Solution

:1:2 st z <1

50
Soit / la fonction définie sur R par : £ : z > < (2-2)" si 1<2<2

1—— si z>72
\ 1‘2 o

1/ Montrer que / posséde une primitive sur R.

5
2/ Calculer dlors I'intégrale / = / J(t)dt.
0

WA= @ 1P =
. T 2 . o2 - _
Iqu_}_/(:z:) = Ilnq{_(? —z)° =1et rln;_/(:c) = rqu_ z“ =1 dlors I|Ln1 Jz)=J(1)
alors / est continie en 1.

L
/(2):1—2—220
im f(z)=Ilm <1—§>:Uef im J(z)=lim (2—_11)2:[]

z—2+ z—2+ T—2~ T—2~
alors |im2/(z:) = J(2) dlors / est continie en 2.
r—

Solution
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Solution

TRE 1. INTEGRALES

7 est continue sur R alors elle posséde une primitive sur R.

o/ 1= [ = [ s+ // s [ pge
-]

froae gl
faoe= [ (1-z)2= ], -

Donc / = 1.

Exercice | 8.

Caleuler les intégrales :

L
1/ / ‘$3+$2—2$‘d:r
"

b

2// sin€|
2 t4 t 1

3// - — /tx/#-l—tdt/ dt,/ t(1— )
0 ( 0 Vi+t2 o

t2-|-2t-|—2

1/ Soit § -+ z° + 22 — 2z (cette fonction est ni paire, ni impaire)
Jz) =2+ 2?2 -2r=2z (1‘2 +z— 2) , le signe de f(z) sur [—4, 4] est donné par le

tableau suivant

alors

/L+ ‘zs-l—a:z—Qa:‘da: = /_42 (—ms—a:z-l—Zz)da:—l—/_Uz ($3+z2—2$)d1:

4
' (—3:3 2y 2:1:) dr

+/[]2<—$3—$2+2$>d$+/2

1 1
Une primitive de f est £ : z — th- + 5:1:3 — 22, le caleul donne

Solution
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2/ Soit /. z + |sinz| (cette fonction est 77— périodique)
Nou avons ( En appliquant la relation de Chasles)

b T 2T 3T br
fod = [ g+ [ goa [ goa [ e
0 T 2T 3T

0

/ étant 7 — perlodlque

[ s
3T

2T b T
De méme on montre que J(t)dt = J(t)dt = J(t)dt = / J(t)dt, alors :
T 2T 3 0

byar T -
/U ;(t)dt:h'/o /(t)dtr = ‘4/:] Sln(t)dt:4[—cost]024x2:8

Pour tout t € [0, 7], sint >0

3/

/2 t+1 4 1
a S —— = |— =
0 (t2+2t+2)2 2 (2 + 2t 4 2) 0

/
£ 1 (t2+2t+2) o
En écrivant ——————— = 5 X ——————7 or une primifive de — est —— + K
(2 +2t4+2)7 2 (242t 42) u U
1 1

b**) En écrivant Vi +t2 =t (4 + t2>§ = % X (4 + tz)l <4 + tz)i et une primitive

uoz-l—1
+ K (a#—1)

de (lorsque elle existe) u'u® est

3
/] —
Dol t 3 (4 + tz) 2 est une primitive de t — tv/4 + t2

3 2

Donc/ tV b+ 24t = (4-|-t)2 :E\/ﬁ_g
0 3 3
)

o+

/
/2 ¢ (LI-‘|-2':2) p
0 Vh+ t Vi + t2
d*)

-2

Solution
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1 1
/O(t—1—|—1)(1—t)5dt:/0 <(t—1)(1—t)5+(1—t)5>dt
/1(t—1)(1—t)8dt-|—/1(1—t)5dt
iy o
—/D (1—t)7dt—|-/0 (1—t)Pa

(1-t)*+!

1 1
D’autre pc:r"r/U (1—t)°‘dt:—/0 (1=t (1 —t)dt =- T 0—

_’])
1 1
D (-8t = —
onc/U (1—1) 5

Solution

Exercice | 9.

t
5 dt ol @ est un entier naturel

1
1/ Calculer intégral :/ —
/ Caleuler I'intégrale /() o (178)

#3

1 ¢ 1
2/ On considére les les intégrales / = / 3)aft et J :/ 3,dt
0 (1+¢?) 0 (1+¢?)

(a) Caleuler I'intégrale /.
(b) Calculer la somme /4 J puis déduire la valeur de I'intégrale J.

t dt—1/1 y
1+82)%7 2y

o 1

une primitive de — est
u 11—«

Tt
a) En appliquant 1/ pour @ = 3 alors / = / dt = —
0 (1+4¢2)° 16

Solution

b)
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/1 ¢ (R 1 t #
7dt-|-/ dt:/ + o
0 (1+2)° 0 (1+2)° 0 \(148)° (148
1 ¢
[
0 (1+¢2)
t 1

1
En appliquant le résultat de 1/ pour a = 2, alors / 720!7.‘ = -
0 (1+¢2) 4

Solution

3 1 1
Nous avons /| = — et [+ J = — donc J = —

16 4 16
Exercice | 10.

Soit £ la fonction définie sur [—2,2] par : £ : z — V& — 22 et soit (C/) sa courbe représentative

2 s N 2 -
dans le plan rapporté @ un repére orthonormé (O; i, })

1/ Montrer que (C;) est un demi-cercle de centre O et de rayon 2
2/ Tracer (C/).

2
3/ Onnote A= / Vb — 2t Interpréter géométriquement A puis donner sa valeur.
—2

)

y=0
z€[-2,2]

y=0
z€[-2,2]

y:v4_$2 g2:4—3:2 92+z:2:4
= =

M(z.y) € (C/> v { T 69[2_[2], 2]

Donc (C/) est un demi-cercle de centre O et de rayon 2 (I'inéquation y > 0 défini le
demi-plan formé par les points d’ordonnées positives)
3) A (en unité d’aire) est I’aire de la partie du plan limitée par (C/) et les droites d’équations

z=—-2,2=2ety=0,dlors, A est la mesure d’aire du demi-disque de rayon 2, alors

2
A:/ Vi — 2 =21
-2

On rappel que I’aire d’un disque de rayon R est 7T/-?2.I

Solution
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Exercice | 11.

— 4

etgit— ——=.
(1+1£2)° (1+2)°
Caleuler les aires en unité d’aire de chacun des domaines D4 et Ds.

Soient / : t

y
7

1/ On note A(D1),(en ua) la mesure de Iaire du domaine Dj.
1

Alors A(D4) = / |(t)| dt la fonction ¢+ |/(t)| est paire alors :
—1

1 1 1
aoy) = [ ol =2 pere=2 [ e
1

1
(1422, 2
2/ On note A(Dj),(en ua) la mesure de I'aire du domaine D.
1
Alors A(Dp) = / I4(t) — ¢(t)| dt la fonction ¢ — |f(t) — g(t)| est paire alors :
1

1 1 Lt
A0 =2 [[ Yot =2 | o
T Lt

Solution

B /0 (1—|—t2)2dt:2 l_w +t2]0:2
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Exercice | 12.

9z
(z+ 1)3

On note (C;) la courbe représentative de / dans le plan rapporté @ un repére orthonormé
-
077

1/ a) Montrer que pour tout réel = de [R\{_E} f(z) =

1
On considére la fonction / définie sur [R\{_E} par . iz —

9 B 9
(z+1)? (z+1)°

b) Déterminer une primitive F de / sur I'intervalle ] —5 +00 [

2/ On donne dans la figure ci-contre la
représentation graphique (C) de la restriction
de / sur I'intervalle [0, +0o[, et soit D le do-
maine du plan limité par (C) et les droites
d’équations ¢ = 0,z = a et y = 0 ol a est
un réel strictement positif donné et soit A (a)
I'aire en unité d’aire du domaine D.

a) Exprimer A (a) au moyen d’une intégrale.
b) Calculer A (a) en fonction de a puis vérifier
que a—|lr-n|-ooA(a) =75

c) Interpréter graphiquement le résultat ob-
tenu

1
1/a) Pour fout réel z de [R\{—E} ,ona:
q S Yz+1) 9 G

@+ @+ @+ @+ @+
9
Une primitive de u : z — estUizm —,
(z+7) z+
9
2(z+1)?

° - + K
2z +1)?2 T+l

Une primitive de w : z > 3 est Vi o —
(z+1)

alors une primitive de / est F : 2 —

2/

a
a) / est positive et continue sur I'intervalle [0, a] alors : A (a) = / J(t)dt.
0

b)

Solution
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Solution

Solution

9

2
c) Le domaine D lorsque a est assez grand est un domaine infini dont la mesure de son
aire est finie.

Exercice | 13.

On considére la fonction £ définie sur [0, +00[ par £ : z +— (z — 1)3 + z — 1 et on note (C/) sa
e . e N N 4 %' ﬁ
courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O; Ly j

1/ Montrer que / posséde une fonction réciproque g définie et dérivable sur un intervalle / que
I’on précisera.

2/ On note (Cy) la courbe représentative de
g et par D le domaine du plan limité par les
courbes (Cy) et (Cy) et les axes du repere et
soit A I’aire en unité d’aire du domaine D.

2

a) Vérifier que A =4 — 2/ J(z)dz.
1

b) Calculer A

1/ J est dérivable sur [0, 400[ et pour tout réel z > 0, /l(:z:) =3(z - 1)2 +1.
Pour tout = > 0, #/(z) > 0 dlors £ est strictement croissante sur [0, +0o[.
J est strictement croissante sur [0, +00[ alors elle posséde une fonction réciproque g définie

sur £ ([0, +oof).
Comme / est continue alors / ([0, +o0[) = l/(U) , lim f(z) [ = [—2,400].

r—+00

J est dérivable sur [0, +oo[ et pour tout > 0, f/(z) # 0 dlors g est dérivable sur
/([g)JrOOD = [=2, 4o

a) On considére

— le carré OABC ol A(2,0), 8(2,2) et C(0,2)

— Le domaine D du plan limité par (C;) et les droites 2 = 1,2 =2,y =0.
— Le domaine D! du plan limité par (Cg> et les droites 2 = 0,2 =2,y = 2.

Alors D et D' sont symétriques donc ils ont la méme mesure d’aire dlors :

A = aire(OABC) — 2aire(D) et aire(D) = /:/(t)dt (puisque £ > 0 sur [1,2])

2
Donc A = 4 — 2/ J(t)dt
1

b) A= g (ua)

BAC.MOURAJAA
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Exercice | 14.

On considére la fonction / définie sur [0, 400 par
3

J T~ o+ 7 et on note (C/) sa courbe

représentative dans le plan rapporté @ un repere

orthonormé (O; _L'>, 7)

1/ Montrer que / posséde une fonction réciproque

/_1 définie et dérivable sur un intervalle / que
I’on précisera.

2/ Etudier la position relative entre (Cy) et la

droite dont une équation cartésienne y = .

3/ On donne dans la figure ci-contre les courbes
(C;) et (C/_1 ).Calculer en unité d’aire I'aire
du domaine coloré D

Exercice | 15.

eL\T _|_ e—LI . eLI _ e—L\I‘
On rappel que : cosz = ——— ef sha = ————
5 5 2 20
Developper cos® z et sin® z puis vérifier que :

1 3 3 1

3 3 - -
Cos"Z — —cosdz + —cosz et sin"z = -sinz — —sin3zx
b b 4 b

T3 T3
Calculer alors les infégroles/ cos” zdr ef/ sin” zdz
0

0

1
e 3(iz)
2 8° g

N 3
é
1 eS:cL' _|_e—3::£
(f) ( ):—cosfm:—l——cos:z:

3 3 1
= -—sinz— —sin3zx

(i) L) . 3

De méme on trouve sin

T 3 T (1 3 1 3 7T
/ cos :rdz:/ —cosdz+ —cosz |dr = |—=sindz+ —snz| =0
0 0 \4 b 12 b 0

/W'Z’d—/WB' L3z do= | Dcoszt - cos3a| = -
0 SN raxr = 0 4SIH$ 4sm Z Z L|.COS$ /IQCOS z " —3

Solution
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Solution

Exercice | 16.

R a
1/ A I'cide d’une intégration par parties calculer les intégrales : /
0

2/ A I’aide d’une double intégration par parties calculer les intégrales :

" g " g
/ T cos zdz e‘r/ z° sin zdz
0 0

T
:rcos:cd:re’r/ Z sin zdz
0

1/
) On pose {

Les fonctions u,u sont dérivables et u’ v’ sont continues sur [0, 7] alors :

u(z) = z dlors u/(:r) =
fuzl(a:) = cos z soit u(z) =sinz

T T T
/ Z cos zdz [:t:sina:}D —/ sinzdz
0 0
m o
= —/ sinzdr = —[~cosz]y = —2
0

u(z) = z dlors u/(:z:) =1
fm/(m) = sinz soit w(z) = —cosz

b) On pose {

Les fonctions u,u sont dérivables et u’ v’ sont continues sur [0, 7] dlors :

T o
/ zsinzdzr [~z cos m]g — / (—cosz) dz
0 0

e

o
7T+/ cos:z:dzzw-l—[sinz}o =T
0

2/ En posant :
On pose { L,L(:E) = 7 olor.s J(z) = 23:
v'(z) = cos z soit u(z) =sinz
Les fonctions u,u sont dérivables et /4’ sont continues sur [0, 7] alors :

T 5 ” - T T
/ z° cos zdr = [a: sina:] —/ 2zsinzdr = —2/ Tsinzdr
0 - 0 Jo - 0

L’intégrale zsinzdz = m donc 2% cos zdz = 27
0 0

Lopeip
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Exercice | 17.

1 1 t
On considere les intégrales / = / 7 etJ= / &
A 0o ==t

1

1/ Soit / la fonction définie sur [0,1] par: /:t— Arooq

a) Montrer que / est décroissante sur [0, 1].

(
(
(
(

b

c) Interpréter graphiquement I’intégrale /.

d) En utilisant la méthode des rectangles et en partageant I'intervalle [0, 1] en cing inter-
valles de méme amplitude donner un encadrement de I’intégrale /.

¢
£2 4t 41

)
) Tracer (C) la courbe représentative de /.
)
)

2/ Soit g la fonction définie sur [0,1] par : g t

(a) Montrer que g est décroissante sur [0, 1].
(b

(c) Interpréter graphiquement I'intégrale J.

(

d) En utilisant la méthode des rectangles et en partageant I'intervalle [0, 1] en cing inter-

) Tracer (C’) la courbe représentative de g.
valles de méme amplitude donner un encadrement de ’intégrale J.

1/a) / est dérivable sur [0, 1] et
pour tout ¢ de [0,1], on a :

Pour tout ¢ de [0,71], on a :

/’(t) < 0 dlors / est décroissante
sur [0, 1]

b) Voir figure

c) En unité d’aire / c’est la me-

sure d’aire de la partie du plan

délimitée par la courbe (C) et les
droite d’équations z = 0,z = 1 et

Solution
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CHAPITRE 1. INTEGRALES

0<z<0.2
02<z<0.4
0.4 <z<06
06<z<0.8
0.8<z<

£ (02) +04) +08) +408) +£1)
0.5
(I

2/a) g est dérivable sur [0,1] et pour tout ¢ de [0,1], ona : ¢(t) = >
(£ +t+1)

Pour tout t de [0,1], on a : //(t) > 0 alors / est croissante sur [0, 1]

b) Voir figure
c) En unité d’aire J c’est la mesure d’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C)
et les droite d’équations = 0,0 = 1 et y = 0.

Ona:

0<z2<0.2
02<z<04
04<z<05b
06<z<0.8

08<z<1

(9(0) + ¢(0.2) + g(0.4) + ¢(0.6) + ¢(0.8))
0.21

5

Solution

Exercice| 18.
1 t™
Pour tout entier naturel non nul m , on pose : U, = /
0
1/ a) Montrer que pour fout m > 1, U, > 0.
b) Montrer que la suite (U, ) est décroissante.

c) Déduire que (Uy,) est convergente.
2/ a) m étant un entier naturel supérieur ou égal & 1 et t étant un réel de [0, 1], montrer que :

S
2 4t 41

t'n
7S’n
2 4t 41
1

b) Déduire que pour tout m > 1, Uy < ——.
mn 41

c) Caleuler alors  lm  Un,.
n——+00

Lopeip |
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Solution

1/a) Pour fout m > 1,la fonction / : t — 5, est continue et positive sur I'infervalle
te+t+1

1
[0, 1] alors / J(t)dt > 0.
0
Donc pour tout m > 1, U, > 0.

b) Soit m > 1, m entier, alors :

U -U, = / —aft—/ —at
mHt T e 0 t24t+1 0 t24t+1
1 tfn.-|-1 #m
/ _ "
0 \2+t+1 24+¢t+1

[lefe)e

mn

t
20e’rt—1§0parsui’re27
t4+t+1

t
Ort e [0,1] doncﬁ (t—1) <0 donc :

t+1
1 tm
—(t=1)dt < 0
/0(t2+t+1( )> J

Upy1—-Up, <0

La suite (Uy ) est donc décroissante.
c) (Uy) est décroissante et minorée (par zéro) alors elle est convergente.

2/a) Soit m € N* et soit ¢ € [0,1] alors :
n
m

1
t2+t2[]:>t2—|-t—l—1 21:>27§1e’rcommet'n2[]0|0rs[]§27§
24¢+1 2 4t+1

t'n

mn

b) Nous avons, pour tout t € [0,1], 0
m

(les fonctions ¢ +— Ly et t — t™ sont continues sur [0, 1]) alors

1 ¢ 1
US/ 7dt§/ t"dt
0 t24t+1 0

tm.-l—’l t=1

1 1
Par ailleurs / t"dt = = donc : 0 < Uy <
0 n+1 =g " + 1 n+1

c) Pour tout m € N*, ona 0 < Uy, < et lm ——=0donc Im U,=0.
n 4+ m—+00 m + m—-+00

< ——X<
2 4t
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Exercice | 19.

Pour tout entier naturel m , on pose : U, = / 3
0 (2 +1)

Caleuler Ug.
Caleuler Ug 4 U puis déduire la valeur de Uq.

Montrer que (U, ) est décroissante
) Montrer que (Uy,) est convergente.

1
a)
o)
2/
a)
b

1

3/ a) Mont tout naturel m, Uy, < .
/ a) Montrer que pour tout naturel n, U, < om0

b) Calculer  lim  Up.

m——400

1/ a)

[ (E)

(2 +1)°

1 ¢4
[ty Pl [
0 (#2+1) t2+1)
1t (142
:/L )
0 (2+1)

| )

2

2/ a) Soit m un entier naturel dlors :
2m+1

Upaq —U :/ dt—/ dt
Tl @ o (@2 41)?

1 t2'n-|-3 tZIn-I-'I 1 t2'n+'|
:/ - 3>dt:/ ( 3(t2—1))a’t
0 \(#+1)7 (#+1) 0 \(t241)

Pour tout ¢t € [0,1], ona : 320e+t2—1§0d’00 3(t2—1)§0donc
(t2+1) (t2 +1)

Solution
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(L’intégrale d’une fonction continue et négative sur un intervalle est un réel négatif)

Unt1 —Un <0.

La suite (Uy,) est donc décroissante.

b) Pour fout naturel m et pour tout réel t de I'intervalle [0, 1], ﬁ >
te 41

/ ﬁdt > 0 donc la suite (Uy,) est minorée et comme elle est décroissante alors elle
0 (t<+1

est convergente.
3/ a) Pour tout naturel m et pour tout réel ¢ de l'intervalle [0,1], ona : :

3
t2+121:><t2+1) >1=0< <1 et comme t2"1t1> 0 glors :
7f2'n+'1

< [
(t2+1)3

(82 +1)°

1
<t oy 0< U,y < / 27 o et
0

242 1= 1

1
2m+1
/[] 2n+2 S 2n+2
b) Pour tout entier m >0, on a :
1
=0adlors Im U, =0.

0< U, < bl
SO s S M e m a2 W

Exercice | 20.

c
.2
s
=

o
9p)

T

Pour tout entier naturel m , on pose : U, = /[" tan?™ tat.
0

1/
a) Caleuler Ug.
b) Caleuler Ug + U1 puis déduire la valeur de Us.

2/
a) Montrer que (U ) est décroissante
b) Montrer que (Uy,) est convergente.

3/ a) Montrer que pour tout naturel ., Uy 14 + Uy = TR
n
b) Calculer  lim  Us,.

n——400

T T
- m T

1/a U:/L“ronotdt:/[*a’t:—.

/a) b= | A .

) T T T

Up + Uy :/L"a’l.‘-l—/L"’ronztdzﬁ:/L+ (1-|—Ton2t)a’t:/4(font) C/Jf:’ron%—
0 0 0 0

tan0 =1

Solution
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T T
U0+U1:1e’rUg:EdoncU1:1—Z.

2/a) Soit m un entier naturel alors :

T T T
Upg1—Un = /LF tan?™ 2 ot — / b tan®™ tot = /4 (Tonz'n-l_zt — tan?™ t) dt
0 0 0

T

- /[]Zfon2%t<fon2t—1>dt

T N 2 2'n
orte[[],z] alors 0 <tant <1 doltan“t—1 <0 et tan“"t > 0.
T

d’ol ton?™ ¢ <’ron2t - 1) < 0 et par suite /[" tan?™ ¢ (Tonzt - 1> dt <0 donc (Uy) est
0

décroissante.

-
Pour tout naturel m et pour tout réel ¢t € [U, Z] ,on a : tan?™ ¢ > 0 donc U,, > 0 donc

(Up,) est minorée donc elle est convergente (puisque elle est décroissante)

3/a) Pour tout entier naturel m on a :
T T T

Upst + Un = /4 tan?™+2 tdt—l—/L* tan?™ tatt = /4(1 +ton? £) tan®™ tat
0 0

U T
tan2®+1 t} =y ]
20A 1 |, 2nt]

b) On sait que (Uy ) est convergente, soit £ sa limite c1|or*s_(U,,L_|_1) converge aussi vers £
et d’apres la relation précédente on en déduit que 2{ = 0 donc £ = 0.

Exercice | 21.

z
On considére la fonction F définie sur I'infervalle [0, 400 par : F(z) = / V1 +t+t2dt

0
7’ . N 14 ﬁ ﬁ
On note par (C) la courbe représentative de £ dans un repére orthonormé (O; [, })

= / b (tant) tan®™ tat =
0

c
2
s
=

o
9p)

1/ Montrer que F est dérivable sur [0, +0o[ puis calculer F/(z) pour tout > 0.

2/ (a) Montrer que pour tout réel t > 0, V1 +t+12 >t

72

(b) Déduire que pour fout réel z > 0, F(z) > - Quelle est la nature de la branche

infinie de (C) en +co.
3/ (o) Montrer que pour fout réel ¢ > 0, VI+t+12> 1
(b) Déduire que pour tout réel z > 0, F(z) > z.
(c) Préciser la position de (C) par rapport & sa demi-tangente au point d’abscisse nulle.
k/ Tracer (C).
on donne F(0.5) ~ 0.57, F(1) ~1.33, F(2) ~ 3.5.

pop
e
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Exercice| 22.

T
0 b+t2 L
On note par (C) la courbe représentative de £ dans un repére orthonormé (O; i, })

On considére la fonction F définie sur R par : F(z) =

1/ Montrer que F est dérivable sur R puis calculer F/(z) pour tout réel z.

2/ Montrer que F est impaire.

I
b2 = g2
dt
L+ ¢2
T at

£2

3/ (a) Montrer que pour fout réel t > 1,

montrer que :

T
(b) En remarquand que F(t) = F(1) -I—/
1

Pour tout réel t > 1, F(t) < F(1)—|—/
1

(¢) Montrer que F est majorée sur [0, +0o] puis qu’elle posséde une limite finie £ en +o0.
T
k/ On admettra que £ = T
5/ (a) Donner le tableau de variation de F.

(b) Ecrire une équartion cartésienne de la tangente T & (C) au point 0.

6/ En utilisant la méthode des rectangles et en partagant I'intervalle d’intégration en & intervalles
de méme longueurs donner un encadrement de chacune des intégrales :

dt 2 4

1
A= —  B= R
/o t2 44 0 244
7/ Tracer T et (C).

Exercice | 23.

) . T T 14+tan z dt
Pour tout réel de I'intervalle / :} [, on pose : F(z) = /
0

7 2 _9t+2

1/ (a) Montrer que F est dérivable sur /.
1
t2 -2t +2

)

(On pourra écrire F a I'aide d’une primitive de la fonction / : t —

T

(b) Caleuler F( 4) et F/(z) pour tout réel z de /.

(c) Déduire I'expression de F(z) pour tout réel z de /.

2/ Calculer les intégrales :

1 dt 2 dt
A:/ 27’52/27
0 t4—2t+2 0 t4—2t+72
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1/a) La fonction / : t ~— est continue sur R alors elle posséde une seule

t2 — 0t +2
primitive G sur R qui s’annule en 0.
Alors pour tout réel z de /,on a :

1+tanz at 1+tan

F est alors la composée de G et u: z — 1+ tanz.

Pour tout zde /, u(z) € R dlors F =G o u est dérivable sur /.
G est dérivable sur R

{ u est dérivable sur /

b) F(—%) =G (" —I—Ton(—%)) = G(1-1)=G(0) =0
Pour tout réel z de /,
F(2) (1 +tanz) x G'(z) = (1 +tan 2) x (1 + tan z)
1
(1+tanz)2 = 2(1 +tanz) 4 2

(1 +tan’ 2) x
1

T

c) F/(z):1 sur [ alors F(z) =z + K sur | et comme F( LI_):Oolors —%—I—K:O

donc { = —.
onc A
Pour tout réel z de /, ona : F(z) =z +

4

1 at 14+tan 0 adt
t2 — 2t 42 _/0

2 adt 'I+1'cn%
#2 9t 49 _/o

Solution
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