SUITES REELLES 4" Mathématiques

U1 =1 N
Soit la suite réelle U définie par : vn € N*
P {Un+1 = 3U, \
1) Montrer que pour toutn € N* ona:0<U, < 3.

2) Montrer que la suite U est croissante. Q

Exercice 1

3) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa li

Exercice 2 OD

Soit la suite (U.,) définie sur N par: Uy => etVn € Non C Upsg = —22

1+(Up)?
1) a) Montrer que pourtoutn € Nona: 0 < U, <1. (,)
b) Montrer que la suite (U,,) est monotone.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

2) Soit la suite (V,,) définie sur Npar:V, = ;z’“ \E N

a) Montrer que pour toutn € Non a : V,,; =(¥)>

L

&
\\ 1 2‘!‘1‘!‘1_1

¢) On pose pourtoutn e N; P, =V, Q X Vy X ...XV,, montrer que P, = (5)

d) Calculer lim Fe ) *
n—+oo \Vp41
Exercice 3 % .

Soit la suite (U,,) définie par U Q)- et vneN U, =
n

1) a) Montrer que Yn € N Q <4
b) Montrer que la sui 7 Kgst décroissante.
¢) Montrer que la s o) est convergente et déterminer sa limite.
2) a) Montrer que 'v@%! ona: 0<U,,;,-3< %(Un -3)

1"
b) En déduire quelrn € N ona: 0<U,-3<(3)

1%
b) Montrer quevn e N; V,, = (§

U,%-3U,+6
U,—1

3) Onadmet“' n>4 ona:2">n?
Soit la suite définie sur N par: V,, = n(U,, — 3)

a)Mo@queVnzél ona:V,lSi

b) b\t iner alors la limite de la suite V.
&

%ﬁ e suite réelle définie sur Npar: Uy =2 etU,,, = ﬁ pour toutn € N.

Q)n consideére la suite V définie sur N par V,, = U,,.
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a) Montrer que V. = % :

b) Montrer par récurrence que V,, > 1 pour tout n € N.
¢) Montrer que V est une suite décroissante.
d) En déduire que V est convergente et calculer sa limite.

3) Déterminer limU,,.
n+oo

4) Soit la suite (W,,) définie sur N par: W, = S

24U,

a) Montrer que (W,,) est une suite géométrique.
b) Retrouver limU,,. %
n+aoo
Exercice § Q)
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = E (L4x%)

1) a) Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f'(x).
b) Montrer que pour tout x € [0,1] ona: f’ (;@ %

2) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par 0 et Upyy = f(UR).

a) Montrer par récurrence que pour t t{& Nona:0<U, <1

1
b) Montrer que pour tout n € N on a @+1 -1| =< EIU,! -1

VZ

n
¢) En déduire que pour toutn € NQQ: U, —1]| < (-1—)

d) Déterminer alors lim U,

L
Exercice 6 ' Q)@

Soit la suite (U,,) définie sur @' :Up=2 etvneNona:U, ;= 2y

20U,

1) a) Montrer par récurr@e vneNona:U,>1

b) Montrer que la sui o) est décroissante.

¢) En déduire que te (U,) est convergente et calculer sa limite.
20,2

a) Montreﬁ@ﬂ/ ) est une suite géométrique de raison q = ;

b) Expri n puis U, en fonction de n
¢) Retr la limite de la suite (U,,).
3) a) g:luev:teNona:Un“—lS%(Un—l)
) ontrer par récurrence que vn e Nona: U, — 1< 21_n
&rouver alors la limite de la suite (U,).

M

Soit la suite réelle (U,) définie sur Npar: Ua =—3et vnENona: U, = Sy

2U0,—9
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1) a) Montrerque Yn e Nona: U, <1

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite. N

2) Soit la suite réelle (W,,) définie sur N par : W,, = g": '\

a) Montrer que la suite (W,,) est une suite géométrique te. Q
b) Exprimer W,, puis U,, en fonction de n et retrouver la limi suite (U,,).

3) a) Montrerquevne Nona: |U,,, — 1| S%IUn—ll 03

n
b)EndéduirequeVnENona:IUn—1|54(%) %
¢) Retrouver la limite de la suite (U,,). Q)
Exercice 8

Up+1

Soit la suite (U,,) définie sur N par: U, = >

1) Dans cette question on suppose que U, = cos@ X € ]0 ,"[

2
a) Montrer que vn € Nona: U, = cos (£

b) En déduire la limite de la suite (U,,).\\'
2) Dans cette question on suppose que l@]{) e
a) Montrerque vn € Nona: 0 < lel
b) Montrer que la suite (U,,) est otone.
¢) En déduire que la suite (Uﬂ@c‘onvergente et calculer sa limite.
Exercice 9 @
1) Soit f la fonction définie s@ par: f(x) =x+cosx
Montrer que f est strict thssante sur R.

UO =0
Upi1 = U, + cos(Uy)

2) Soit (U,,) 1a suite démsur N par: {

a) Montrer pour entier natureln, 0 < U, < g

b) Montrer qu@)uite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
Q n
Z cos(U,)

3) Pour tm% N on pose §,, =
k=0

a) Mo our tout entier naturel n, S, = U,
b)Dk\i iner lim$,
X—+e0
b n
4Qr’tot eEN Vyo s Z Z(U“)
K utn onpose V, = steq cos 2
\ k=0
6

Q) Montrer, en utilisant la formule d’Euler que v € R : cos? (5) =

1+cos @
2
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- Un+1
b) En déduire vn e NonaV,, = 2n+1

¢) Déterminer limnV,

X—=+w
Exercice 10

U0:1

1) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par : {U 4,
n+1 — 1+U,

a) Montrer que pour toutn € N ona: 0< U, <3
b) Montrer que la suite (U,) est croissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par: V,, = U;_a. (

a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique.

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n.
¢) Retrouver alors la limite de la suite (U,,). \

n

3) Soit la suite (W,,) définie sur N par: W,g eton pose S, = Z W,
n k=0

a) Montrer que pour toutn € N on a %: 1-V,

pnnti s
b) Montrer que pour tout n € N on a =n+1+; (1 (—) ) puis Calculer lim —*

4 n—+owo N

Exercice 11 \9

Soit la suite (U,,) définie sur Npar; Uy =2 et VREN; Uy, = U

@ 20,

1) Montrer que pour tout n € a:U,=21
2) a) Etudier la monotonie dg@uite (u,).

b) En déduire que la sui ) est convergente et déterminer sa limite.

N
3) a) Montrer que pom%n €ENona:U,,1—1< %(Un -1)

b) En déduire qn@h' toutneNona:U,—-1< ( ) et retrouver la limite de la suite (U,,)

4) Soit la sulﬁdeﬁme sur N*par: §, = Z Uy

a)Montr eVnEN’“ona n<s$, <n+1——

b) De@er alors lim S, et lim >
n—+o0 n—+oo N

Exerc
&
On Qﬁlére les suites (U,) et (V,) définies sur N* par :

= ()< (1 ) <o (1)
E ix1) U T2xa X7l
1) Montrer que la suite (U,,) est croissante.
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1 n
2) a) MontrerquevneN":V, , -V, = it D@+ D) x (n(n +1)(

b) En déduire que la suite (V,) est décroissante.
3) Montrer que vne N*: V,, - U, < E
4) En déduire que les (U,) et (V,) converge vers un méme réel L et

Exercice 13

Soit les suites (U,,) et (V,,) définies sur N par :

Up=0;Vy =1 VnENona:UnH:h:“‘ et V,,+1=%“é
1) Calculer U; et V,
2) Montrer, par récurrence, que pour toutn e Nona: U, <V,
3) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.
4) Montrer que les suites (U,,) et (V,) sont conv tes et qu’elles admettent la méme limite.
5) Soit la suite (W,,) définie sur N par: W, = 5V,
a) Montrer que (W,,) est une suite constan
b) En déduire la valeur de la limite COW des suites (U,,) et (V,,).

Exercice 14 O

Soit Ia suite réelle (U,,) définie sur m%q; (,::0 fUsa mEIN
1) a) Montrer que pour toutn € mna:0< U, <4.

b) Montrer que la suite (Un)@):roissante.

¢) En deduire que la suite @ est convergente et calculer sa limite.

2) a) Montrer que pour ﬁ@t Nona:4—-U,; < %(4 -U,).

( On pourra commence exprimer 4 — U,,, 4 en fonctionde 4 — U,,)

311
b)Endéduireq@ENona:4—Un§4x(Z)

¢) Retrouver a@a limite de la suite (U,,).

3) Soitlasu n) définie sur N* par: S, =
k=0
a) Mo ue la suite (S,,) est croissante.

b) r par ’absurde que la suite (S,,) n’est pas majorée.

¢) Determiner alors la limite de la suite (S,,).

&
4}&ontrer que pourtoutn e N*ona: §, > 4n— 12 (1 - G) )

pourra utiliser le résultat de la question 2) b)

b) Retrouver alors la limite de la suite (S,,).
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Exercice 15
Soit la suite (U,,) définie sur N*par: U; =1 , U, =3 etvne N ona: U"JvGUnﬂ -8U,

Soit 1a suite (W,,) définie sur N* par : W, = Zet1 N

o ™~N

1) a) Vérifierquevn e N*ona: W, ;=6 _wl
b) Montrer que Yn € N ona 2 <W, <4 Q
¢) Montrer que la suite w est croissante Q

d) Montrer que la suite w est convergente et déterminer sa limite

W,—4
Wn—2

a) Montrer que t est une suite géométrique de raison m

_2(1+2%)
T 14201

2) Soit la suite réelle t définie sur N* part,, =

b) Montrer que Vn € N* ona W,

¢) En déduire que U,, = 2" 2(1 +2™1) \
d) Déterminer la limite de la suite U. Q)

Exercice 16 &
On considére les suites (U,,) et (V) définies sur N par :

0
{3:;:: al, +(1-a), M€ N et&/:;i A-a)U,+av, "€ N avec %< a<l
1) Soit la suite (t,,) définie sur N par t@/n -U,

a) Calculer ¢y et £

b) Montrer que Vn € N on a :%‘Z(Za —1)=

¢) En déduire la limite de la (tn)
2) a) Montrer que Yn € N omb/n <V,

b) Montrer que la suiie@tst croissante et que la suite (V,,) est décroissante.

¢) En déduire que les s (U,) et (V,) convergent vers une méme limite S.

d) Montrer que ¥V ona:U,+V,=3

e) En déduire la rdef
Exercice 17

Soient a et b@ée]s tels que 0 < a < b . On définie sur N deux suites réelles U et V

Un = Vo =b
par : _2U,V, _ UntV,

1) M \t{ quevneNona:0< U, <V,
i

) M

3 trer que les suites U et V sont convergentes

r que la suite U est croissante et que la suite V est décroissante.
1
Qﬂ) Montrerque Yyn € Nona: V., — U, < E(V" -U,)
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b) En déduire vn € N ona: S, = —— — —

Upt1

¢) Calculer alors la limite de la suite (S',,). Nv~

Exercice 24

2n+l

Soit la suite (U,,) définie sur Npar: Uy =0 eevneNona: U, ., =

1) a) Montrer par récurrence que vn € Nona:0<U, <1

b) Montrer que la suite (U,,) est croissante. Q

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa%e.

1

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : V, = U =

a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont oﬁjlsera la raison et le premier terme.

b) En déduire lim V, et nl-ialPooZVk

n—+oo

¢) Exprimer U,, en fonction de n et retrouver 1 a}i(lte de (U,).

Exercice 25
4 -1 k+1
1) a) Montrer que pour tout k € N* ona: 1 $

b) Soit U,, = (1-5;) (1 ——) -(1- € N'\(1] calculer lim U,

2) SoitV, _1+v'—+‘f_+ S ,n@

a) Montrer que la suite (V,,) est ante.

L
b) Montrer que pour tout n € @1 a:V,, -V, > \%

¢) En déduire que la suite @&verge vers +oo.




1
b) En déduire que vne Nona: V, - U, <( ) (b—a)

¢) En déduire que les suites U et V sont adjacentes et qu’elles ont la me« ite L.
5) a) Montrer que vn € Nona: U,V, = ab. '\

b) En déduire la valeur de L.
Exercice 18
1) Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x) = m Q

a) Dresser le tableau de variation de f. OD
b) Montrer que pour tout x € [0,+o,ona:1—-x< f < 1

2) Soit la suite (U,,) définie sur N* par: U, = é%;

a) Montrer que pour tout € N*,on a: i < Un <

b) Déterminer alors la limite de la suite (U,,).

‘2!

3) Soit la suite (W,,) définie sur N* par : W@

a) Justifier que toutn € N'et 1 < k <

b) En déduire que 1 - U, <W,,

¢) Déterminer alors la limite de (W,).
@’

Soit la suite réelle U définie sur @:r

)

1) Montrer que pour tout @naturel nona:U, = 1.
L J
2) Montrer que la suite'&&' croissante.

Exercice 19

3) Montrer que la suit verge vers +co.
4) a) Montrer que out entier naturelnona: 4<U2,, -U2<4+2(Upq1—U,)

b) En déduire Q}lour tout entier naturelnona: 4n<U2-1<4n+2U,—2
c) Montre@que pour tout entier naturel nona: 1-—— + aMeqg 1

U2 = vz = Uz
d)En dém lim (27)

n—+oo

Soit lhl.i réelle (U,) définiesurNpar Uyg=1:U, 41 = I ynenN

24U,
&
2)@0ntrer quevn € Nona: U, > 0.

Q Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convercente ef déte
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b) En déduire que la suite (S,) converge vers une limite que I’on déterminera.

Exercice 23
A) Soit la suite réelle U définie sur N par :

1) a) MontrerquevneNona:0< U, <1
b) Montrer que la suite U est monotone.

¢) En déduire que la suite U est convergente et calculer sa ]i:ﬁD

2) Soient les suites V et S définies sur Npar:V, =1 et S, = z Vi

a) MontrerqueVvn e Nona:0<V,,4 < -z-Vn <o

¢) En déduire que Yn € Nona:0<S§, <

'ﬂ.
b) En déduire que vn e Nona:0 <V, < %(
g
6

d) Déterminer alors lim > @
n—+oo n

3) Soit la suite W définie sur N par : W, %‘

‘ﬂ.

a) Montrer que vn € Nona : W,y =(W,)?

21’&
b) Montrer que yn e Non a: W\@

& n
4) a) Calculer en fonvtion de omme A, = Z 2k
i=0
b) On posevn E N ; Nb‘x Wy

Exprimer P,, en fonctlo

¢) Calculer ltm ﬁ'
n—+oo

BS'S’ll&f N* L 1n"U
) Soit (§',,) lasu inie sur N* par : = bR 25U,

k=1

n
1
1) a) Montr&\fn eN‘ona:S§,,,—-5, = (2" Upi1 — Z
k._.
b) t@rque vne N ona: Z 2ky, < 2™y,

2) a l\htrer que la suite (S',,) est croissante.
utilisant la question 1) b), montrer que vn € N*, §',, <2
Q‘»En déduire que la suite (S',,) est convergente.

2n+1 n

3) a) Vérifier que vn e N* on a :
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Un
1+U,

a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique. Nc

3) Soit la suite (V,,) définie sur N par: V,, =

b) Montrer que: vn € Nona: U, = ﬁ Retrouver la limite la suite"(U/,,)

Exercice 21
Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par : {

1) a) Calculer U, et U,
b) Montrer, par récurrence, que pour tout nde N on a :%In <3
¢) Calculer la limite de la suite (U,,).

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par: V,, = U;_S
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique d\nt on donnera la raison et le premier terme.

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n. Q)

¢) Retrouver la limite de (U,,). @

3
3) On considére la suite (W,,) définie @par W= 7. etpose 8, = Z Wi

n

k=0
a) Montrer que pour toutn € N : W@ -V,

b) Montrer que pour tout n € N% n+1+; [(1 — (Z) )]

L
¢) Calculer lim s @

n—+co N

Exercice 22
Soit (U,,) 1a suite définie su
1) a) Montrer que pour

b) Montrer que la U,,) est décroissante.

¢) En déduire queJa‘suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite.

2) Soit (V,,) la suité.définie sur Npar Vo =1 et V=" ;€N.

a) Montr%& pourtoutn > 1;V,., = ? V,.
n—-1

n@mm par récurrence que pour toutn > 1;V, > g(@)

}n\{sdéterminer lim vV,

» n—-+00
.




