Similitude 4°™ Mathématiques

Exercice 1

Soit 0 AB un triangle rectangle isocéle en O et tel que (Efl' ,O_B") = g [2m]
Soit C le milieu du segment [AB] et soit M un point de la droite (AB)\{A} tel que

AM = aAO etle point N définie par BN = —aBO ou a est un réel non nul.
1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R tel que R(A) = B et R(M) = N.
b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera I’angle.
¢) Soit () le centre de R, montrer que OA(]B est un carreé.
2) Soit S la similitude directe de centre () et tel que S(0) = B.
a) Determiner le rapport et ’angle de S.
b) Soit E le milieu du segment [(.B] montrer que S(C) = E.
3) a) Soit I le milieu du segment [MN], montrer que S(M) = I.
b) Déterminer alors I’ensemble des points I lorsque le point M décrit la droite (0A)\{A}.
4) Soit ¢ la similitude indirecte qui transforme A en C et O en B et soit F le milieu du segment [OB].
a) Déterminer le rapport de ¢.
b) Caractériser I’application ¢ 0 S 1.
¢) En déduire que ¢(C) = F.
5) a) Montrer que ¢ admet un unique point invariant )’
b) Déterminer et construire ()'.

¢) Déterminer I’axe A de ¢.

Exercice 2
Soit ABC un triangle équilatéral tel que (A_B' A_C') = ;—r[Zn].
On désigne par O le milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapport a 0.
Soient I et J les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC).
1) Soit f la similitude directe qui transforme O en I et D en .
a) Déterminer le rapport et I’angle de f.

b) Montrer que A est le centre de f.
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2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I.
Montrer que f(B) = 0 et que f(C) = E.
3) Soit g la similitude indirecte telle qui transforme B en O et C en E
Déterminer le rapport de g et montrer que g(0) = I
4) a) Montrer que g = S 0 f

b) Montrer que g(D) = A et que g(A) =J.

5) Soit (1 le centre de g.

a) Montrer que (g 0 g)(D) =] et en déduire que () appartient a la droite (D]).

b) Montrer que () appartient a la droite (BI)

¢) Construire le point () et son axe A.
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Correction Fazzoura 7

Exercice 1

1) a)Ona: AM = ||AM|| = [«40] = |al0A
BN = |[BN| = [-aB0] = [«BO] = |al0B
or OA = 0B doncAM =BN# 0

ainsi existe un unique déplacement R

tel que R(A) = B et R(M) = N.

b) Soit a I’angle de R

a= (ﬁh—ﬁ) =[2n] = (aA_O'T:aW)') [2m]
= (A0 ,B0) + n[2n]

= (ﬁﬁi") +n[2n] = g-l—n[Zn] = —'2—'[2::]

a # 2km; k € Z donc R est une rotation d’angl —E
¢)Ona: Qestle centre de R et R(A) = B donc

(A 98) = - " [2n]
QA = OB ainsi OAQB est un carre.

R(Q) =0
2) On a: § une similitude directe de centre () et $(0) = B.

: L N
a) Soit k le rapportde S ; k—no—cos‘l— =

Soit # angle de S ;ona: B = (00,0B)[2n] = —;-'[21:]
b)Ona: C=Q+0 donc S(C) =5(Q)+«S(0)=Q+B
or(Q+*B=EF donc S(C) =E.

aM = ON
(aM ,oN) = - Z[2n]

3) a)Ona: R(M) =N & donc{

donc le triangle OMN est isocéle rectangle en () et I = M * N donc [QI) est 1a bissectrice

intérieure du secteur (m’, .Q_ﬁ) et (QI)_L (M) ainsi dans le triangle OMI indirecte

rectangle en I ona: (ﬁlﬁ,ﬁi) = -—E[Zn] et % = cosg :?
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9(A) = (Sor) 0 f)(A) = Sy (f(A) = Sop)(A) =] ainsi g(A) =]
5 g(Q) =0
a) (gog)(D) =g(g(D)) =g(4) =]

or g est une similitude indirecte de centre () et rapport ? donc g o g est une homothétie h de

2
centre () et rapport (?) = % donc h(D) = J donc (1, D et J sont alignés ainsi (. € (D]).

b) (gog)(B) =g(g(B)) =g(0) =1 donc h(B) =1 ainsi Q € (BI).
¢)Ona: Q€ (DJ)n (BI) d’ou la construction du point Q
ona: g(D) = Adonc A porte la bissectrice intérieure du secteur (QD,QA)

d’ou la construction de A
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a)=-Z[2n] = SAD=I

b) Dans le triangle QAC on a (Q—_A'_‘—fl_(f) = —E[Zn] et 2%: = cos% = g donc S(A) =C
et S(0) = B donc S((04)) = (BC)
Ona M € (0A)\{4} ; donc S(M) € S((0A)\{A}) donc I € (BC)\{C}
ainsi lorsque le point M décrit 1a droite (0A)\{A}, ’ensemble des points I est (BC)\{C}

4) On a : @ une similitude indirecte ¢ (A) = C et ¢(0) = B

: _B_Ac_  n_\2
a) Soit k le rapport de ¢ donc k = il iy

b) Ona: ¢ o S™! est la composée d’une similitude directe et d’une similitude indirecte

donc : ¢ 0 S ! est une similitude indirecte de rapport : % X % =1

donc ¢ 0 S est un antidéplacement

905 (B)=¢(S7'(B)) = 9(0)=B; 05 (C) = ¢(54(0)) =p(A) =C

@oS'(B)=B et poS(C)=C donc poS™' =254,

(un antidéplacement qui fixe deux points distincts est une symétrie orthogonale)
) @oSE) = (SUE)) = p(C)

or Sz (E) = F donc ¢(C) = F

5) a) On a: ¢ de rapport % # 1 donc ¢ admet un unique point invariant ()'.

b) On a ¢ est une est une similitude indirecte de centre )’ est de rapport ";—E donc

2
@ 0 @ est une homothétie de centre )’ et de rapport (?)

donc po @ = h(n’- 1)
Tl

@0 @A) = ¢(e(A)) = @(C) = F ainsi h(ﬂ,; %)(A) =Fo Q'F= %Q’A & FQO' = AF

d’ou la construction de ()'.

¢) On a @(A) = C donc I’axe A de ¢ porte la bissectrice AQ'C d’ou la construction de A
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Exercice 2

D

1) a)Ona: f(0)=1;f(D) =]

Soit k le rapport de f, donc k = %

dans le triangle ADJ on a : (OI)_| (AC) et (DJ)_| (AC) donc (OI)//(D]) et O est le milieu de [AD]
donc I est le milieu de [A]]

et [A0) bissectrice de ABC donc 0AC = =

B A m\ _ V3 s V3
donck—(m—m—cos()—2 amslk—2

6
Soit a I’angle de f, donc a = (5:5:}7) = (ﬁg:i_(f) [2m] = E[Zn] ainsi a = %[21:]

b)Ona: 0 =A+Ddonc f(0) = f(A)*f(D) donc I =f(A)+] or I=A~*] donc f(A) = A
ainsi A est le centre de f.

2) Ona: 4= ¢t (AB,40)="[2n] done f(B) = 0
Ona:0 =B +Cdonc f(0)=f(B)*f(C)donc I =0+ f(C)orl=0=+Edonc f(C) =E
3)gB)=0 et g(CO)=E

)

¥
2

V3
2

Soit k' le rapport de g, donc k' = % = (car f(B) = 0 et f(C) = E donc 2_5 =

ainsi k' = ‘/?5

Ona:0 =B +C donc g(0)=g(B) *g(C) donc g(0)=0+Eor I =0 +E donc g(0) =1
4) a) Ona: (Sor) 0 f)(B) = Sior)(f(B)) = S(or)(0) = 0 = g(B)
(Scor) 0 £)(O) = S(0r) (f(C)) = Sor) (E) = E = g(C)
Sor) 0 f et g sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points distincts
ainsi Sppof=g
b) (D) = (S(o) 0 f)(D) = S(or)(f (D)) = Sor)J) =A ainsi g(D) = A
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