SUITES REELLES 4" Mathématiques

Exercice 1 v
1 2U

Soit la suite (U,,) définie sur N par: Uy = ;etvneNona: Uy =

U,)?
1) a) Montrer que pourtoutn e Nona:0< U, <1. ‘\

b) Montrer que la suite (U,,) est monotone.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa li
2) Soitla suite (V,,) définie sur N par: V,, = " (13

a) Montrer que pour toutn e Nona:V, , = (V)2

1” ©
b) Montrer quevne N; V,, = (5) <o

¢)On pose pourtoutn e N; P, = Vo XV XV, X ...XV,, montrer que P, = G)

d) Calculer lim ( Py ) \
n—+oo \ Vyypq
Exercice 2 Q)

Soit la suite (U,,) définie par U, = 4 et vn E&Unﬂ =-=
&
1) a) Montrerquevne N 3<U, <4 \\

b) Montrer que la suite (U,,) est déc nte.
¢) Montrer que la suite (U,,) est co s ente et déterminer sa limite.

2) a) Montrer que yn € N ona: éﬁb’nﬂ -3<- (U -3)
n

T |

b) En déduire que ¥n € N oha} 0 < U, — 3<(3)
3) On admet que Vn = 4 Q"
Soit la suite (V,,) deﬁme@ V,=n(U,-3)
a) Montrer que Vn {b-on n <

b) Déterminer al a limite de la suite V.

Exercice 3

Soit U une snn@ﬂe définiesur Npar: Uy =2etU,,4 = ﬁ pour tout n € N.

1) On cons1 a suite V définie sur N par V,, = U,,,.

2(1+V,
a) Mo @que Vagg = (?.+V ),

rer par récurrence que V,, > 1 pour tout n € N.

(mtrer que V est une suite décroissante.

déduire que V est convergente et calculer sa limite.
@’éterminer limU,.
n+oo

4) Soit Ia suite (W,,) définie sur N naw- w — —1*0n
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a) Montrer que (W) est une suite géométrique.

b) Retrouver limU,,.

b v .S
Exercice 4 '\«
Soit 1a fonction f définie sur R par f(x) = E (1+x2)

1) a) Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f'(x). Q
b) Montrer que pour tout x € [0,1] ona: f'(x) < % Q

2) Soit la suite réelle (U,,) définie sur N par Uy =0 et U, = f(U,).
a) Montrer par récurrence que pour toutn € Nona: 0% <1

b) Montrer que pour toutn € Nona: [U, ; — 1| < \%@— 1]

n
¢) En déduire que pour toutn € Nona:|U, — 1| < (\%—)

d) Déterminer alors l"P U, \

Exercice 5

Soit la suite (U,,) définie sur N par : UU—Z @EN ona:U, . = 201

1) a) Montrer par récurrence que Vn € :

b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
¢) En déduire que la suite (U,,) est c@rgente et calculer sa limite.

‘U, =1

2) Soit la suite (V,,) définie sur N par : ; zﬁ _i

a) Montrer que (V,,) est une @éométrique de raison g = %
b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n
¢) Retrouver la limite gle@ite (U,).

3) a) Montrer que Vn a:Up—1< 2 (U,1 -1)

b) Montrer par ré ncequevn € Nona:U,—1<— 2"

¢) Retrouver a]@ limite de la suite (U,,).
Exercice 6 \Q
Soit la suite *ﬂw( U,) définiesurNpar: Uy=—-3et vyneNona: U, 4 = %
1) a) Mon uevn e Nona: U, <1 '
b) ]\X que la suite (U,,) est croissante.
o
2 @; suite réelle (W,,) définie sur N par : W,, =

duire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
U,—1
U,—4

\)Montrer que la suite (W,,) est une suite géométrique te.
b) Exprimer W,, puis U,, en fonction de n et retrouver la limite de la suite (U,,).
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3) a)Montrerque vn€ Nona: |U,;; —1| <

n
b) En déduire que vn € Nona: |U, — 1] < 4(%)
¢) Retrouver la limite de la suite (U,,).
Exercice 7

Up+1

Soit la suite (U,,) définie sur N par: U4, = 5

1) Dans cette question on suppose que Uy = cosx ou x €

a) Montrer que vn € Nona: U, = cos (;—n)

b) En déduire la limite de la suite (U,,).
2) Dans cette question on suppose que U, € [0, 1]

a) Montrerquevn e Nona:0< U, <1

b) Montrer que la suite (U,,) est monotone.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergent@}alculer sa limite.
Exercice 8
1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x + cos x

Montrer que f est strictement croissante

=0
+1 = U‘.Il ok COS(Un)

a) Montrer pour tout entier nature’;, 0<U, < g

&
b) Montrer que la suite (U,,) @nvergente et calculer sa limite.

n
3) Pour toutn € N on po@: cos(U,)
k=0

&
a) Montrer pour tout‘@r naturel n, S, = U, 41

b) Déterminer lim

x>+

4) Pour tout $ 1/ 1,1 i Z(U“)
our toutn pose V,=——+—— ) cos*|—
< 2" n+1g 2

2) Soit (U,,) la suite définie sur N par

a) Montrer, en utilisant la formule d’Euler que V6 € R : cos? (B) = Licosd

3} = 2
b) En dé vneNonaV, = 2L

2(n+1
) R{ iner limnV,
x—+w

Exercice

Uo =1
{N’t a suite réelle (U,,) définie sur N par : [ 4U,

U =—
n+1 1+U,

\Qa) Montrer que pourtoutn € N ona: 0< U, <3

b) Montrer que la suite (U,)
; m, ™
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¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

2) Soit Ia suite (V,,) définie sur N par : V,, = 2=

Un W
a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique. '\«

b) Exprimer V,, puis U,, en fonction de n.
¢) Retrouver alors la limite de la suite (U,,).

3) Soit la suite (W,,) définie sur N par: W, = — eton pos gg W,

=0

a) Montrer que pour toutn €N ona: W, =1-V,

n+1
b) Montrer que pourtoutn € N ona:§,, =n+1+ 1) ) puis Calculer lim %

4 n-o+oo N
Exercice 10

1+(Up)?

Soit la suite (U,,) définie sur Npar: Uy =2 et VRE N; U, 4, = =

1) Montrer que pourtoutn € Nona:U,>1 Q\)
2) a) Etudier la monotonie de la suite (U,,) .
b) En déduire que la suite (U,,) est conver@t déterminer sa limite.
L . §
3) a) Montrer que pour toutn € N on a :'ﬂk— 1=7WU,-1)

n
b) En déduire que pour tout n € N (0: U, <1< G) et retrouver la limite de la suite (U,,)

n
2.Us
k=1

1

4) Soit la suite (S,) définie sur N* par: §, =
+ =

a) Montrer que Vn € N* on <$,<n+1

b) Déterminer alors lm@t lim
Exercice 11 \
UO =0

Soit la suite réelle (U nie sur N par : {Un+1 _ m vn € IN.

1) a) Montrer qu@t toutne€lIN ona:0<U, <4.
b) Montre suite (U,,) est croissante.

¢) En ded ue la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.
2) a) Mon uepourtout n€ N ona:4—-U,,4 < = (4 - U,).

(On ]0\ commencer par exprimer 4 — U, en fonction de4 — U,,)
n
b) En'déduire quevn € Nona:4 —U, <4 X G)
\ rouver alors la limite de la suite (U,,).
\QSOit la suite (S,,) définie sur N* par: S, = Z
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a) Montrer que la suite (S,,) est croissante.
b) Montrer par ’absurde que la suite (5,) n’est pas majorée. v
¢) Déterminer alors la limite de la suite (S,,). «

4) a) Montrer que pour toutn € N*ona: §, >4n— 12 (1 - G)n) ‘\

( On pourra utiliser le résultat de la question 2) b) Q
b) Retrouver alors la limite de la suite (S,,). Q

Exercice 12

Soit f une fonction impaire, définie, continue et strictement croissante

On désigne par Cy sa courbe représentative dans un repé onormé (0,1,j).

* La droite d’équation y = g est une asymptote a (¢ au voisinage de +co.

* Le point de coordonnées (1 g) est un point de C’;\

1) Déterminer f(—1), lii:rnf(x) et lim f(x). Q)
X0 X——o0
2) On considere la fonction g définie sur |—co, —1[ par: g(x) = f (E—D
’ &
a) Déterminer (0), g(—1) lim g(x) et limg(x).
X—>—o0
b) Montrer que g est continue sur ] —@—1[
¢) Montrer que g est strictement }hlnte sur |—oo,—1[
[
3) Soient h la restriction de g a l’mva]le [=1,0] etn un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a) Montrer que I’équation @. = ;111 admet dans |—1, O[ une unique solution «,,.

b) Montrer que la suite @;2 définie par f8,, = a,, + n est strictement croissante.

RS

¢) En déduire que la (a,) .2 est strictement décroissante puis qu’elle est convergente.

d) Montrer que "l@l = +o0 et lig{l a,=-1
= n—-+=

Exercice 13 Q)

On considérak\g;ites (Uy) et (V,,) définies sur N* par :

1 1 1
U“"(H 1!)x(1+2x2!)x"'x(1+nxn!) £t V"—(1+nxn!)U“

1) MQQQI' que la suite (U,,) est croissante.
&

. 1 n
2 t vneN":V,,,-V, = X ( —n—
2,&‘“‘ FEEqUE Yo w1V S e D D \nmr D 1) "
\Qb\’ En déduire que la suite (V,) est décroissante.

3) Montrer que vne N*: V,, — U.. < =
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d) MontrerqueVvn e Nona: U, +V,=3

e¢) En déduire la valeur de 8 v
Exercice 17 N
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b . On définie sur N deux suitemdles UetV

UO =a Vo = b
par: {Vn EN U, = ivnvn et Voiy _ UntVy Q

ntVn 2

1) Montrerque Vn E Nona:0< U, <V, (bag

2) Montrer que la suite U est croissante et que la suite V est décroissante.

3) Montrer que les suites U et V sont convergentes %

1
4) a) Montrerque Yn € Nona: V, ;4 — U,y < E(V" )

1 n
b) En déduire que yn € Nona: V,-U, < (E) (b—a)

¢) En déduire que les suites U et V sont adj acenb\et qu’elles ont la méme limite L.
5) a) Montrer quevn e Nona: U,V,, = ab

b) En déduire la valeur de L. 8
Exercice 18 : &
; y s g \ 1
1) Soit f la fonction définie sur [0, +00[ fix)=
a) Dresser le tableau de variation e@
b) Montrer que pour tout x € [0, +e[,ona:1—-x< f(x) <1

&
n
: . fpes 1 1
2) Soit la suite (U,,) définie #par : U, = ;kzl (m)

a) Montrer que pour to@, ona: ﬁ <l =

b) Déterminer alors I@Ie de 1a suite (U,,).

T x24x+1

n
1 1
3) Soit la suite (W inie sur N" par: W, = EZ (m)

: . o L
o) ustier quétoit n € et 15 k<mona:1-L< /() <

b) En déd el-U,<W,<1
) Détern@ alors la limite de la suite (W,,).

U0=1
Soit 1 ite reelle U définie sur N : 2
oi as'e eelle éfinie s par {Un+1=Un+U_n

rer que pour tout entier naturel nona: U, = 1.
ontrer que la suite U est croissante.

3) Montrer que la suite U diverge vers +co.
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4) En déduire que les (U,) et (V,) converge vers un méme réel L et que

Exercice 14

Soit les suites (U,,) et (V,,) définies sur N par :

2U, 4V,
3

3U,+2V,
5

3) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) mcmissante.

4) Montrer que les suites (U,,) et (V,,) sont convergentes edu’elles admettent la méme limite.

Up=0;Vy=1 vneNona:U,,; = et Vpu1 =
1) Calculer U; et V;

2) Montrer, par récurrence, que pourtoutn e Nona:U, <V,

5) Soit la suite (W,,) définie sur N par : W,, =9U, + 5V,
a) Montrer que (W,,) est une suite constante. {{)
b) En déduire 1a valeur de la limite commune des suites (U,,) et (V,,).
Exercice 15

Soit 1a suite (U,,) définie sur N* par: U, =1 , U, \ etvneN'ona:U,,, =6U,,, —8U,

Soit 1a suite (W,,) définie sur N* par: W,, = %

1) a) Vérifier que vn e N*ona: W, = 8\5—

b) Montrer que Yn € N*ona 2 < Wn@

¢) Montrer que la suite w est croiss
d) Montrer que la suite w est convergente et déterminer sa limite.
&

2) Soit la suite réelle t définie surmar L=

W,—4
W, —2

a) Montrer que £ est une @geometnque de ralson =

_2(142")
T o1+2nl

¢) En déduire que 2142
d) Déterminer la li de la suite U.

b) Montrer que ¥n €

Exercice 16
On considere le s (U,) et (V,) définies sur N par :

{UU =0 VU =12
Unt1 = aU —a)V, Vi1 = A —a)Uy, + aVy,

1) Soitla (t,,) définie sur N part, =V, — U,

neN et { neN avec
a) er to et £y
b)- trerquevn e Nona:t, =2(2a—-1)"
&
QI déduire la limite de la suite (¢,,)

\’lontrer quevn € Nona:U, <V,
b) Montrer que la suite (U,,) est croissante et que la suite (V,,) est décroissante.

= T 0§ S W A W S L

¢) En déduire que les suites (U *
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b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déterminer sa limite. v
2) Soit (V,,) 1a suite définie sur Npar Vo =1 et V,;q = ;—" ; €N «

a) Montrer que pour toutn >1;V,,,{ > J%_O Ve .

b) En déduire par récurrence que pour toutn > 1;V, > -z: (m

¢) puis déterminer lim V,

n—) o0
3) Soit la suite (S,) définie sur N* par: §, =

n

1 45
> : —_— ——
a) Montrerquevn >1 ona klekz = (1 (10)

b) En déduire que la suite (S,,) converge vers limite que I’on déterminera.
Exercice 23

A) Soit la suite réelle U définie sur N par :
L

1) a) Montrerque vne Nona:0< U, @
b) Montrer que la suite U est monot@

¢) En déduire que la suite U est ¢ gente et calculer sa limite.
&

2) Soient les suites Vet § dé@%sur Npar:V,=1-U, et §, = z Vi

a) Montrer que yn € N @1 SVpq = %Vn
&

. 1/2\"
b) En déduire que Vv ona:0<V, < 5(—)

5
¢) En déduire qug(\Q’N ona:0<S,< 2[1_ (_
d) Déterminer @s i
3) Soitla sul®ﬁnle sur N par: W, = = 10w

14U,
Montr evne Nona:W,,, = (W,)?

b) erquevneNona: W, (1)2n

3

N\

4) Q&ﬂculer en fonvtion de nla somme 4, =

by Onposevn €N; P, = Wy X Wy X ..X W,

\%ﬁmer P,, en fonction de n.
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4) a) Montrer que pour tout entier naturelnona: 4 <U%,, -U2<4+2U,,—-Uy,)
b) En déduire que pour tout entier naturelnona: 4n<UZ-1<4n VJ —2
1

¢) Montrer alors que pour tout entier naturel nona: 1—— + 02 S-S

d) En déduire lim (ﬂ)

n—+oo n

Exarcice 20 Q

Un_

Soit la suite réelle (U,,) définie sur Npar Uy =1:U, 4, = T

2) a) Montrerquevn € Nona: U, > 0.

b) Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
mger sa limite.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et déte

3) Soit la suite (V,,) définie sur N par: V,,

1+U,, \
a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique. Q)

b) Montrer que : Yn € Nona: U, = w—i_@muwr la limite 1a suite (U,,)

Exercice 21

Soit la suite réelle (U,,) définie sur N p

1) a) Calculer U, et U, t

&
b) Montrer, par récurrence, zl%ur toutndeNona:0< U, <3

¢) Calculer la limite de la sui s

2) Soit la suite (V,,) définie par: ¥V, = UU 3

a) Montrer que (V,,) '&Q?Ae suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.

b) Exprimer V,, pui en fonction de n.

¢) Retrouver la ]i@le (U,.

3
3) On consi &&!ulte (W,) définie sur N par: W, = A etpose S, = Z Wy,
n

k=0
a) Montr epour toutneN:W,=1-V,

pntl
b) MO@(]I]E pourtoutn e N:§, =n+14- [(1 (;) )]

C ler lim 3
n—+oo N

22

Uy) 1 suite définie sur N par U = >

1) a) Montrer que pour tout e N, U,, > 0.
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¢) Calculer lim ( te )

n—+oo n+1

B) Soit (§',,) la suite définie sur N* par: §', =

n
1
1) a) Montrerquevn e N'ona:S$',,; — 5, = ouri (2"+1Un+1 —%ZkU;‘)

N

b) Montrer que Yn € N* ona :Z 25 L 2R n)
k=1

2) a) Montrer que la suite (S',,) est croissante.

b) En utilisant 1a question 1) b), montrer que Vn € N’“Q’Sb 2

¢) En déduire que la suite (§',,) est convergente.

n+1 n
3) a) Vérifier que vn € N* ona:> —2——2“[}

n+1 U,

b) En déduire vn € N* ona:§', = —— — — \

Un 41 2n+1

¢) Calculer alors la limite de la suite (S',,). 8
Exercice 24

2Un+3

Soit la suite (U,,) définie sur N par: U, = Vn ENona:U,,, = 4

1) a) Montrer par récurrence que Vn na:0<U,<1

b) Montrer que la suite (U,,) est u&mme.

¢) En déduire que la suite (U,,) est convergente et calculer sa limite.

2) Soit la suite (V,,) définie sur @r n=7 ;;

a) Montrer que (V,,) est @ite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

n
b) En déduire lim ﬁbt lim Z‘Jk
-0

n—-+oo n—+oo

¢) Exprimer U, t@mﬁon de n et retrouver la limite de (U,,).

k

Exercice 25 Q)
1) a) Montrem@pour toutkeN" ona:1— k_12 = (k—;l) (ﬂ)

% 1 7 A
b) Soit Ug=(1-3)(1-%)..(1-2) s n e N'\(1) caleuler Tim U,,

2)SmtV&+ Jot + +V,._,neN*

a)\ rer que la suite (V,,) est croissante.
ontrer que pour toutn € N'ona:V,, -V, = %
‘Q"En déduire que la suite (V,,) diverge vers +co.

Q
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